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Kurzdarstellung

Die nicht-perturbative Methode der QCD-Summenregeln erlaubt die Bestimmung hadro-
nischer Eigenschaften, insbesondere das Hadronenspektrum betreffend, das der stérungs-
theoretischen Quantenchromodynamik (QCD) nicht zugénglich ist. Auf analytische Weise
werden die langreichweitigen Effekte der Hadronen mittels einer Dispersionsrelation mit
Quark-Freiheitsgraden verkniipft. Dazu wird die Operatorproduktentwicklung (OPE) von
Strom-Strom-Korrelatoren vorgenommen. Der Kalkiil der QCD-Summenregeln, deren Her-
leitung und Auswertung, wird in dieser Arbeit bereitgestellt. Die bis zur Massendimension 5
wohlbekannte OPE von pseudo-skalaren Mesonen wird um die Vier-Quark-Kondensate zur
Massendimension 6 erweitert. Im Fokus steht dabei die Berechnung der Wilson-Koeffizienten
vakuum- und mediumspezifischer Vier-Quark-Kondensate von (Qg-Mesonen bestehend aus
einem schweren und einem leichten Quark. Damit kann erstmals eine komplette Liste dieser
Wilson-Koeffizienten angegeben werden. Statische Kondensate werden mittels der Entwick-
lung nach der inversen schweren Quark-Masse (SQME) in gluonische Kondensate iiberfiihrt
und stehen somit fiir die Evaluierung der Summenregeln zur Verfiigung. Die Faktorisierung
der Vier-Quark-Kondensate und deren SQME werden in drei verschiedenen Varianten vorge-
nommen. Diese Arbeit ermoglicht damit die Auswertung von QCD-Summenregeln im nuklea-
ren Medium, welche Vier-Quark-Kondensate schwerer Quarks einschliefen. Dariiber hinaus
werden die Vier-Quark-Kondensatbeitrige der Operatorproduktentwicklungen von chiralen
Partnern ermittelt, welche chiral ungerade Kondensate enthalten, die mit Ordnungspara-
metern der spontanen chiralen Symmetriebrechung verkniipft sind. Fiir einen vollstdndigen
Einblick in die OPE der Magsendimension 6 werden auch die Wilson-Koeffizienten von Drei-
Gluon-Kondensaten diskutiert.

Abstract

The non-perturbative method of QCD sum rules allows the determination of hadron proper-
ties, especially features of the hadron spectrum, which is not accessible within the framework
of perturbative quantum chromodynamics (QCD). The long-distance effects of hadrons are
related to quark degrees of freedom in an analytical way by applying an operator pro-
duct expansion (OPE) to the current-current correlator. This thesis furnishes the concept
and calculus of QCD sum rules, their derivations and evaluations. The well-known OPE of
pseudo-scalar mesons up to mass dimension 5 is extended to four-quark condensates of mass
dimension 6. We focus on the calculation of the Wilson coefficients of vacuum and medi-
um specific four-quark condensates of Q¢ mesons, consisting of a heavy and a light quark.
Thereby, a complete list of these Wilson coefficients is presented for the first time. Becau-
se static condensates are converted into gluonic condensates by means of the heavy-quark
mass expansion (HQME) they are available for sum rule evaluations. Using factorization and
HQME, three different approaches are applied to four-quark condensates. Thus, this thesis
allows the evaluations of in-medium QCD sum rules, which include four-quark condensates
of heavy quarks. Furthermore, we compute the four-quark condensate contributions to chiral
partner OPEs, which contain chirally odd condensates linked to the spontaneous breakdown
of chiral symmetry. In order to provide a complete insight into the OPE of mass dimension
6 the Wilson coeflicients of three-gluon condensates are also discussed.
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1 Einleitung

Eines der wichtigsten Ziele der theoretischen Physik ist die Beschreibung beobachtbarer
Phinomene im Rahmen einer Theorie, welche eine grofse Anzahl physikalischer Fffekte mit
einem moglichst kleinen Satz elementarer Parameter beschreiben. Schon 1864 zeigte Maxwell,
das die zuvor getrennt behandelten Phédnomene der Elektrizitdt und des Magnetismus zwei
komplementire Realisierungen der Theorie des Elektromagnetismus darstellen. Damit legte
er die Grundlage fiir die zugleich relativistische und quantenmechanische Beschreibung der
Wechselwirkungen zwischen elektromagnetischen Feldern und elektrischen Ladungstrigern
— der Quantenelektrodynamik (QED).

Obwohl bei der Untersuchung des Atoms auf Elektronen und ihre Wechselwirkungen erfolg-
reich angewendet, erklirt die Elektrodynamik nicht, warum Protonen, die sich aufgrund ihrer
elektrischen Ladung abstoften, einen stabilen Atomkern bilden. Als logische Konsequenz wur-
de die starke Wechselwirkung eingefiihrt, welche die Abstoffung der Protonen kompensiert
und fiir die Bindung von Protonen und Neutronen im Atomkern sorgt. Das von Zweig und
Gell-Mann Anfang der sechziger Jahre formulierte Quark-Modell beschreibt die grofe Anzahl
neu entdeckter subatomarer Teilchen — die Hadronen — mithilfe weniger Quark-Sorten. Dabei
werden die mit einer neuen Ladung — der Farb-Ladung — versehenen Quarks als Bausteine
der Hadronen interpretiert. Die Theorie, welche die Dynamik der Quarks beschreibt, wird
entsprechend als Chromodynamik bezeichnet. Eine effektive Theorie der Chromodynamik
liefert eine Erklérung fiir die Stabilitdt der Atomkerne: Die starke Bindung der Nukleo-
nen ist iiber den Austausch leichter Mesonen, bestehend aus einem Quark-Antiquark-Paar,
realisiert.

Eine Erklarung des kontinuierlichen Elektronenspektrums des S~ -Zerfalls liefert weder
die Elektrodynamik noch die Theorie der starken Wechselwirkung. Die Kinematik eines
Zweikorperzerfalls sagt eine feste kinetische Energie des Elektrons voraus. Ein weder elektro-
magnetisch noch stark wechselwirkendes und deshalb unbeobachtetes drittes Teilchen kénn-
te jedoch fiir das kontinuierliche Elektronenspektrum verantwortlich sein. Solche seltenen
Phinomene, an welchen die undetektierten Partnerteilchen des Elektrons — die Neutrinos —
beteiligt sind, werden der schwachen Wechselwirkung zugeschrieben. Glashow, Salam und
Weinberg gelang es 1967 die QED und die schwache Wechselwirkung in der elektroschwa-
chen Theorie zu vereinigen. Die Idee der Generalisierung von Theorien zu einer gemeinsamen
iibergeordneten Theorie treibt Physiker bis heute an. So existieren viele Formulierung einer
grofen vereinheitlichten Theorie von QED, schwacher und starker Wechselwirkung, von de-
nen jedoch noch kein experimentell bestétigt werden konnte.

1.1 Das Standardmodell

Neben der elektromagnetischen, der schwachen und der starken Wechselwirkung, die gegen-
wirtig das Standardmodell (SM) der Teilchenphysik bilden, kennt die Physik eine weitere
fundamentale Kraft — die Gravitation. Diese vier Wechselwirkungen sind mathematisch als
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Feldtheorien iiber ihre Lagrange-Dichte definiert. Die Bewegungsgleichungen der Felder, die
diesen Wechselwirkungen unterliegen, lassen sich aus dem Prinzip der extremalen Wirkung
aus der Lagrange-Dichte extrahieren. Abgesehen von der Gravitation sind sie als Fichtheo-
rien formuliert. Das SM beschreibt elementare Materieteilchen — die Quarks und Leptonen
— iiber fermionische Felder, welche iiber den Austausch von Eichbosonen mit Spin-1 wechsel-
wirken.

Die QED, deren Lagrange-Dichte invariant unter lokalen Transformationen der abelschen
Symmetriegruppe U (1) ist, enthélt ein masseloses Eichboson — das Photon. Dieses koppelt an
elektrisch geladene Felder, tragt aber selbst keine Ladung. Ihre Kopplungsstérke e ist klein,
weshalb sich viele elektrodynamische Prozesse in einer Potenzreihe der Kopplung stérungs-
theoretisch behandeln lassen. Dabei auftretende Divergenzen werden durch Renormierungs-
verfahren beseitigt, welche auf eine ,laufende“ Kopplung fithren, die vom Impulsiibertrag des
Prozesses abhiingt. In der QED berechnete Observablen zeigen eine hervorragende Uberein-
stimmung mit den experimentell bestimmten Werten in der relativen Groéfkenordnung von
10712,

Die Lagrange-Dichte der elektroschwachen Theorie weist neben der Invarianz unter Sym-
metrietransformationen der U(1) auch Invarianz unter lokalen Transformationen der nicht-
abelschen schwachen Isospin-Gruppe SU(2) auf, deren Generatoren die Pauli-Matrizen sind.
Die fermionischen Felder werden in Isospin-Dubletts angeordnet, z.B. die aus dem S~-Zerfall
bekannten Isospin-Partner Elektronneutrino und Elektron (v, e™). Aus der Forderung, dass
das Neutrino nicht an das Photon koppelt, leitet man neben dem Photon drei weitere Eich-
bosonen her: die elektrisch positiv und negativ geladenen W-Bosonen — W' und W~ — sowie
das elektrisch neutrale Z-Boson. Experimente zeigen, dass Prozesse mit W-Austausch ma-
ximal paritétsverletzend sind. Die kleine Kopplungsstirke der schwachen Wechselwirkung
liegt in der grofsen Masse der W- und Z-Bosonen begriindet, welche durch das Konzept der
spontanen Symmetriebrechung — den Higgs-Mechanismus — realisiert werden. Neben den
Bosonen erhalten auch die Quarks und geladenen Leptonen ihre Masse durch die Kopplung
an das Higgs-Feld (Yukawa-Kopplung).

Die Quantenchromodynamik (QCD) wird als Theorie der starken Wechselwirkung auf
Quark-Niveau verstanden. Ihre Lagrange-Dichte ist invariant unter den lokalen Transforma-
tionen der nicht-abelschen Symmetriegruppe SU (3), welche eine viel reichhaltigere Struktur
als die abelsche Symmetriegruppe U(1) der QED aufweist. Demnach ist jede Quark-Sorte
dreifach entartet, wobei die entsprechende zusétzliche Quantenzahl als Farb-Ladungen (,rot,
»griin®, | blau®) aufgefasst wird. Wechselwirkungen zwischen den Quarks werden durch den
Austausch von masselosen Eichbosonen — den Gluonen — vermittelt. Entsprechend der adjun-
gierten Darstellung der SU(3) existieren acht Gluonen, welche selbst Farb-Ladungen tragen
und daher nicht nur mit Quarks, sondern ebenso miteinander wechselwirken. (Die Lagrange-
Dichte der Chromodynamik sowie einige Details dieser klassischen Eichtheorie finden sich
im Anhang [A])

Bis heute wurden sechs elementare Materiefelder der Chromodynamik nachgewiesen: up-,
down-, charm-, strange-, top- und bottom-Quark. Sie werden jedoch nicht als freie Teilchen
beobachtet, sondern als Bausteine von Hadronen, welche farbneutrale gebundene Zustinde
der stark wechselwirkenden Quarks und Gluonen sind. Dieses Phinomen wird als Confine-
ment bezeichnet. Der Ursprung und die Herleitung des Confinement aus der QCD ist noch
nicht geklart. Gross, Wilczek und Politzer zeigten 1973, dass die Renormierung der QCD
auf eine laufende Kopplung fiihrt, die im Gegensatz zur abelschen QED mit steigendem
Impulsiibertrag absinkt. Diese sogenannte ,asymptotische Freiheit* der Quarks ermdglicht
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die stérungstheoretische Behandlung von Hochenergieprozessen, in welchen die Streuung an
einem quasi freien Quark beschrieben wird.

1.2 Hadronenphysik

Hadronen kommen in Form von fermionischen Baryonen mit einer ungeraden Anzahl von
Valenz-Quarks und als bosonische Mesonen mit einer geraden Anzahl von Valenz-Quarks vor,
welche Quantenzahlen des Hadrons tragen. Die Hadronenmassen liegen zum Teil Gréfsenord-
nungen iiber der Summe der Masse ihrer Valenz-Quarks, die durch den Higgs-Mechanismus
erzeugt werden. Die Masse der Hadronen, die in Form von Protonen und Neutronen die
Grundbausteine unserer massebehafteten Welt sind, stammt nur zu einem Bruchteil von der
Kopplung an das Higgs-Feld, vielmehr liegt ihr Ursprung in der starken Wechselwirkung
von Quarks und Gluonen. Die nicht-abelsche QCD mit ihren Gluon-Selbstwechselwirkungen
weist fiir geringe Impulsiibertrige und grofe Distanzen eine starke Kopplung auf. Damit sind
storungstheoretische Techniken nicht anwendbar. Trotzdem lassen sich fiir niedrige Energi-
en effektive Theorien formulieren, welche die QCD in diesem Regime durch hadronische
Freiheitsgrade geeignet beschreiben, wie die chirale Stérungstheorie.

Da man jedoch die QCD als zugrunde liegende Theorie auffasst, wird die Bestimmung
von Hadronenmassen und damit die Untersuchung des Hadronenspektrums durch nicht-
perturbative Methoden zur Evaluierung der QCD-Lagrange-Dichte angestrebt. Eine mit stei-
gender Rechenleistung immer erfolgreichere Methode sind Gitterrechnungen. Dabei wird an
einem diskreten Raum-Zeit-Gitter die computergestiitzte Berechnung von QCD-Observablen
durch hoch entwickelte Algorithmen vorgenommen. Ein analytischer Zugang, der die nie-
derenergetischen Figenschaften der Hadronen mit deren Verhalten bei hohen Energien auf
Quark-Niveau verbindet, ist durch die Methode der QCD-Summenregeln gegeben.

Die von Shifman, Vainshtein und Zakharov [Shi79| entwickelte Methode der QCD-Sum-
menregeln basiert auf der Auswertung des Strom-Strom-Korrelators, dessen Strome die
Quantenzahlen und den Valenz-Quark-Inhalt der untersuchten hadronischen Anregungen
tragen. Die Operatorproduktentwicklung (OPE) des Korrelators wird fiir grofe euklidische
Impulse vorgenommen, dabei werden die kurzreichweitigen und langreichweitigen Wechsel-
wirkungen der Quarks und Gluonen separiert. Kurzreichweitige Effekte werden stérungs-
theoretisch behandelt, langreichweitige nicht-perturbative Effekte hingegen durch universale
Vakuumkondensate parametrisiert. Das Ergebnis der OPE wird iiber ein Dispersionsinte-
gral mit der Spektraldichte in Beziehung gesetzt, die alle hadronischen Resonanzen enthélt,
welche den Eigenschaften der untersuchten Stréme entsprechen. Durch einen geeigneten An-
satz filir die Spektraldichte sowie die Wichtung der Kondensatbeitrage und der hadronischen
Anregungen erhilt man Summenregeln, die Eigenschaften der Hadronen, wie Masse und
Zerfallskonstante, mit Kondensaten verkniipft.

Die Kondensate sind Erwartungswerte von Quark- und Gluon-Operatoren, die deren Wech-
selwirkung mit dem komplexen QCD-Vakuumgrundzustand quantifizieren. Kondensate sind
damit direkt mit den fundamentalen Eigenschaften der QCD und ihrem Grundzustand
verkniipft. Ein Quark-Kondensat mag anschaulich als ein Maf fiir die Wahrscheinlichkeit
der Vernichtung und Erzeugung eines Quarks durch ein Quark-Antiquark-Paar des QCD-
Vakuums verstanden werden. Gluonen kondensieren durch die Kopplung an ein schwaches
gluonisches Hintergrundfeld. Hadronen haben dementsprechend eine grofere Masse als die
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Summe ihrer Bestandteile, da bei niedrigen Energien nicht nur die Wechselwirkungen von
Quarks mit Gluonen und Gluonen untereinander von Bedeutung sind, sondern auch deren
Wechselwirkung mit dem QCD-Grundzustand. Hadronen erhalten damit eine zusétzliche
effektive Masse, die fiir Hadronen bestehend aus leichten Quarks besonders grof ist, da
die Wahrscheinlichkeit der Annihilation mit dem Antiquark eines aus dem Grundzustand
erzeugten leichten Quark-Antiquark-Paares gréfer ist als fiir schwere Quarks.

Die QCD-Summenregeln haben eine Verallgemeinerung zur Anwendung auf Hadronen
im nuklearen Medium bei nicht-verschwindenden Temperaturen und/oder Dichten erfah-
ren. Aufgrund der Brechung der Poincaré-Invarianz existiert im Medium eine ausgezeich-
nete Geschwindigkeit. Diese erfordert eine im Vergleich zum Vakuum abgednderte Disper-
sionsrelation und sorgt fiir das Auftreten neuer Kondensate. Da Kondensate im Medium
temperatur- und dichteabhiingig sind, ist auch mit Anderungen der Eigenschaften von Ha-
dronen zu rechnen. Diese Mediummodifikationen von (Q¢-Mesonen werden am geplanten
PANDA Experiment bei FAIR in Darmstadt experimentell zugénglich sein. Eine genaue
Analyse der QCD-Summenregeln von D-Mesonen beziiglich ihrer Mediumabhéngigkeiten ist
von groflem Interesse. Die dafiir benétigten vakuum- und mediumspezifischen Vier-Quark-
Kondensatbeitriage zur OPE dieser Mesonen sind das zentrale Resultat dieser Arbeit.

Diese Arbeit ist wie folgt gegliedert. Im Kapitel 2] wird das Kalkiil der QCD-Summenregeln
dargestellt. Ausgehend vom Strom-Strom-Korrelator wird die Herleitung der Dispersionsre-
lation fiir den Vakuum- und Medium-Fall vorgenommen. Besonders im Fokus stehen an-
schliellend die Techniken zur Berechnung der OPE. Die Auswertung Borel-transformierter
Summenregeln wird erldutert. Das Kapitel |3| umfasst die OPE von QQ¢-Mesonen im nuklea-
ren Medium. Die bis zur Massendimension 5 im Uberblick dargelegte OPE pseudo-skalarer
Qq-Mesonen wird um die Wilson-Koeffizienten der Vier-Quark-Kondensate zur Massendi-
mension 6 erweitert. Neben den Vier-Quark-Kondensatbeitrigen zur OPE chiraler Partner
wird auch die Berechnung der Wilson-Koeffizienten von Drei-Gluon-Kondensaten diskutiert.
Das Kapitel [4] fasst die Ergebnisse dieser Arbeit zusammen und gibt einen Ausblick auf eine
systematische Erweiterung der diskutierten Resultate.

10
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Die QCD-Summenregeln sind ein dufserst erfolgreiches Werkzeug zur Bestimmung hadro-
nischer Eigenschaften. Eingefiihrt von Shifman, Vainshtein und Zakharov (SVZ) [Shi79| im
Jahre 1979 fiir Hadronen im Vakuum, erfuhren die Summenregeln unléngst eine Verallgemei-
nerung zur Evaluierung der Figenschaften von Hadronen bei nicht verschwindenden Tem-
peraturen und/oder Baryonendichten [Boc86, Hat92]. In diesem Kapitel werden samtliche
Techniken, die zur Anwendung der QCD-Summenregeln im Vakuum und Medium benotigt
werden, bereitgestellt, wobei ein besonderes Augenmerk auf die Operatorproduktentwick-
lung gelegt wird.

2.1 Strom-Strom-Korrelator

Dieser Abschnitt gibt eine kompakte Darstellung der Ausfithrungen in [Hill2a| zu Strom-
Strom-Korrelatoren und Dispersionsrelationen. Da in dieser Arbeit der Schwerpunkt auf die
Operatorproduktentwicklung gelegt wird und eine numerische Auswertung der Summenre-
geln nicht erfolgt, ist dieser Abschnitt vor allem aus Griinden der konsistenten Darstellung
der Methodik der QCD-Summenregeln enthalten.

Im Rahmen von QCD-Summenregeln lassen sich Hadroneneigenschaften mit den Quark-
Freiheitsgraden in Beziehung setzen. Mithilfe von Dispersionsintegralen werden die kurz-
reichweitigen Effekte des kausalen Strom-Strom-Korrelators

Hg) = [ ate (/T [j)71(0)] 1) 2.)

auf dem Quark-Niveau mit den langreichweitigen Ph&nomenen der Hadronen verbunden. Die
2-Punkt-Funktion II(g) ist definiert als der Fourier-transformierte Erwartungswert des zeit-
geordneten Produktes T der Strome j(z) und 57(0). Der physikalische QCD-Vakuumgrund-
zustand |Q2) erfiillt die Relationen

H|Q) = Eq|Q) (2.2a)
Q) =1, (2.2b)
alQ) £0, (2.2¢)

wobei H der zu Lqcp korrespondierende Hamilton-Operator der QCD ist und [€2) des-
sen niedrigster Eigenzustand. Der Operator a bezeichnet den Vernichtungsoperator freier
Teilchen, welcher in der Stérungstheorie benutzt wird und der Gleichung a|0) = 0 geniigt.
Der Zustand |0) ist der niedrigste Eigenzustand des freien Hamilton-Operators, der in die-
ser Arbeit als perturbativer Grundzustand bezeichnet wird. Um Verwechslungen zu ver-
meiden, wird hier die Nomenklatur beziiglich der Zustidnde festgelegt. Wir unterscheiden
zwischen dem Mediumgrundzustand |2)meq, d.h. dem nicht-perturbativen Grundzustand
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bei endlichen Baryonendichten und Temperaturen in nuklearer Materie, und dem physi-
kalischen (QCD-)Vakuumgrundzustand |€2), d.h. dem nicht-perturbativen Grundzustand
bei verschwindenden Dichten und Temperaturen. Es wird angenommen, dass der physi-
kalische QCD-Vakuumgrundzustand |2) sowohl invariant unter Paritéts- und Zeitumkehr-
Transformationen als auch Lorentz-invariant ist. Im Gegensatz dazu ist der Mediumgrundzu-
stand |Q)meq lediglich invariant unter Paritéts- und Zeitumkehr-Transformationen, nicht je-
doch unter Lorentz-Transformationen. Allerdings haben Erwartungswerte, die mit dem Medi-
umgrundzustand |2)meq berechnet werden, wie I1(g), ein wohldefiniertes Transformationsver-
halten |Jin93|. Zudem muss fiir Grundzustandserwartungswerte bei nicht-verschwindenden
Temperaturen der Ubergang zur Gibbs-Mittelung vorgenommen werden [Boc86|:

1
(]010) — (0) = mea(21O|)mea = - Tx [e#H=#NM0)] . (2.3)
A

Dabei ist Z = Tr [e*B(H —hN )] die grofkanonische Zustandssumme, H der Hamilton-Opera-
tor (2.2al), B die inverse Temperatur und N der Teilchenzahl-Operator mit zugehorigem
chemischen Potential p.

Die Stréme j(z) in Gl. (2.1)), welche die Hadronen beschreiben, werden durch Kombina-
tionen von Quark-Feldoperatoren im Heisenberg-Bild représentiert. Sie miissen alle Quan-
tenzahlen und den Valenzquarkinhalt des betrachteten Hadrons widerspiegeln. Der Strom-
Strom-Korrelator II(q) ldsst sich als Funktion interpretieren, welche die Propagation des
Hadrons von 0 nach x beschreibt. Fiir grofe Impulse, d.h. kurze Distanzen, wird die Quark-
Struktur des Korrelators sichtbar, wohingegen er fiir kleine Impulse, d.h. grofse Distanzen,
durch die Hadroneneigenschaften bestimmt wird.

Die Gell-Mann-Low-Formel [Ste93.|Pas84| verkniipft die Vakuumerwartungswerte von Hei-
senberg-Feldoperatoren, ausgewertet mit den wechselwirkenden Zustdnden |{2) der ganzen
Theorie, mit dem Vakuumerwartungswert von Feldoperatoren im Wechselwirkungsbild, d.h.
freien Feldoperatoren, ausgewertet mit den nicht-wechselwirkenden Zusténden |0) [Gel51].
Fiir den Strom-Strom-Korrelator ergibt sich:

(0|T [j(x) ﬂ(O)ez’f&ycim(y)} 0)
<O|T |:€ifd4y£int(y)j| |0>

II(q) = i/d4x ela® (2.4)

wobei Lint jener Teil der Lagrange-Dichte ist, der die Wechselwirkungen freier Felder
enthilt. Gilt fiir die Kopplungskonstante g < 1, ist eine Reihenentwicklung der operator-
wertigen Exponentialfunktion ein geeigneter Ausgangspunkt fiir eine stérungstheoretische
Behandlung.

Wie in diesem Abschnitt dargestellt, tragt der Strom-Strom-Korrelator dualen Cha-
rakter. Fiir groke negative Werte von ¢? reprisentiert II(q) die kurzreichweitige Quark-
Antiquark-Fluktuation, welche stérungstheoretisch behandelt werden kann, wohingegen fiir
positive Werte von ¢? der Korrelator hadronische Eigenschaften widerspiegelt. Somit liisst
sich z.B. der Korrelator des Vektorstroms mit dem Wirkungsquerschnitt o der Hadronen-
produktion in e*e”-Annihilationen wie folgt verkniipfen |[Rei85]:

9
ImIl(¢*) = 6irta? ¢* o(eTe” — Hadronen). (2.5)
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2.1 Strom-Strom-Korrelator

Im Allgemeinen setzt man den Strom-Strom-Korrelator in der Kéllen-Lehmann-Darstellung
(hier: im Vakuum)

I(q) = / ds2) (2.6)
0

5 — q2

3=

mit der Definition der Spektraldichte

1 ; N
) = 5 [ e (glj)s! 0)2) 2.1
in Beziehung [Tho08§|. Fiigt man ein vollstdndiges System hadronischer Eigenzusténde {|n)}
ein, erhilt man:

p(q) = 2> 6@ (q — pa — pa)(Q15(0)|n) (n]iT(0)]9) , (2.8)

wobei pg (pn) den Erwartungswert des Impulsoperators angewendet auf den Vakuumgrund-
zustand |Q2) (hadronischen Eigenzustand |n)) bezeichnet. Im Vakuum kann man pg = 0
setzen, weil sich immer ein Bezugssystem findet, in dem pq verschwindet, da der physi-
kalische Vakuumgrundzustand Lorentz-invariant ist. Die Spektraldichte enthilt damit alle
hadronischen Anregungen mit den Quantenzahlen und dem Quark-Inhalt, welche durch den
Strom j vorgegeben sind. Die komplizierte Struktur der Spektraldichte wird durch einen ge-
eigneten Ansatz modelliert. Fiir Spektraldichten mit einer einzelnen scharfen Resonanz bei
niedrigen Energien benutzt man den sogenannten ,,Pol4+Kontinuum“-Ansatz. Dabei wird die
niedrigste hadronische Anregung iiber eine Dirac’sche §-Distribution dargestellt und alle ho-
heren (Vielteilchen-)Anregungen zusammengenommen durch ein Kontinuum représentiert,
welches seinerseits durch die Heavyside-Funktion dargestellt wird [Col01].

Im néchsten Schritt folgt die Herleitung der Dispersionsrelation, die II(g) fiir grofe eukli-
dische Impulse mit der Summe in GI. verbindet. Nimmt man an, dass der Korrelator
innerhalb der Kurve C eine analytische Funktion ist und auch ¢? innerhalb dieser Kurve
liegt (s. Abb. (2.1a)), ldsst sich die Cauchy’sche Integralformel wie folgt anwenden:

M(g?) = — f{ 45 1) (2.9)

- 2mi 5 —q>
C
11 ’ 11 11
1 1 €) — —1
L g ) L s i s —ie) (2.10)
27 s—q%  2mi 5 — q2
Is|=R 0

Der Integrationsweg des zweiten Integrals in Gl. (2.10) verlauft beiderseits der Pole entlang
der positiven reellen Achse mit € > 0. Damit l4sst sich auf

ATI(s) = %1% [TI(s + ie) — (s — ie)] (2.11)

das Schwarz’sche Spiegelungsprinzip II(z*) = II*(z) anwenden und man identifiziert nach
Vergleich mit der Killen-Lehmann-Darstellung des Korrelators die Spektraldichte:

All(s) = ImII(s) = p(s) . (2.12)
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Abbildung 2.1: Darstellung der Integrationswege fiir die Herleitung der Dispersionsrelation
(a) im Vakuum und (b) im Medium unter Benutzung der Cauchy’schen Inte-
gralformel. Die Punkte markieren die Impulse ¢? bzw. Energien qq, fiir welche
die Operatorproduktentwicklung angewendet wird. Die roten Linien bezeich-
nen die hadronischen Pole des Strom-Strom-Korrelators entlang der reellen
Achse.

Das erste Integral in Gl. (2.10)) tiber den dukeren Kreis mit dem Radius R verschwindet, falls
der Strom-Strom-Korrelator auf diesem Kreis fiir R — oo geniigend schnell féllt, d.h. wenn
lim 5|00 I1(s) o 1/|s]" fiir ein beliebiges n > 0 gilt. Die resultierende Dispersionsrelation

o0

I(¢%) = 1/dsImn(‘9) (2.13)

T s—q% "’
0

stellt den Ausgangspunkt von QCD-Summenregeln im Vakuum dar [Shi79)|.

Um die rechte hadronische Seite der Dispersionsrelation mit der linken OPE-Seite
geeignet zu verbinden, muss der Strom-Strom-Korrelator fiir groke euklidische Impulse ¢?
betrachtet werden. In der Herleitung von GI. haben wir vorausgesetzt, dass der In-
tegrand des ersten Integrals in GI. im Limes ¢> — oo geniigend schnell gegen Null
strebt. Ist dies nicht der Fall, verschwindet jenes Integral nicht, sondern konvergiert gegen
ein Polynom endlichen Grades [Sug61|. Unter der Annahme, dass |II(s)| < |s|V fiir s — oo
gilt, wobei N € N eine endliche feste Zahl ist, und der Radius R des dufseren Kreises gegen
unendlich strebt, kann dies gezeigt werden. Da |¢?| < |s| gilt, wenn s entlang des duReren
Kreises genommen wird, kann von der geometrischen Reihe in Potenzen von ¢?/s Gebrauch
gemacht werden. Ist die obige Randbedingung erfiillt, bricht das Polynom, welches aus der
geometrischen Reihe resultiert, bei der Potenz N ab. Fiir die Dispersionsrelation im Vakuum
erhalt man:

oy 1 [ Imll(s) N
1(¢*) = O/d ey RIS (214

14



2.1 Strom-Strom-Korrelator

mit a, = % limyg o0 f027r dpll(s)/s™. Es muss darauf hingewiesen werden, dass die Koef-
fizienten a, nicht proportional zur Ableitung von II(s) fiir s = 0 sind, die in der noch
ausstehenden subtrahierten Dispersionsrelation auftauchen. Das Polynom in GI. lasst
sich durch die (N +1)-te Ableitung eliminieren. Falls TI(¢?) in einem endlichen Kreis um den
Ursprung analytisch ist, ist aber noch ein anderer Zugang iiber sogenannte Subtraktionen
moglich, welcher nicht auf ein Polynom aus dem Integral iiber den dufieren Kreis fithrt. Dies
ist der Fall, wenn die untere Grenze der Integration iiber die positive reelle Achse bei einem
endlichen Wert sq liegt, wobei sg der ersten Resonanz in der Spektraldichte entspricht. Sub-
trahiert man auf beiden Seiten der GI. das Taylor-Polynom des Korrelators um den
Ursprung bis zum Grade N — 1, wobei fiir die Ableitungen auf der rechten Seite auch die
rechte Seite von GI. zu benutzen ist,

N-1 1(n N-1 n
e - 3 ™ (s)| _, ()" = 1 ]{ds II(s) S () ]{dsn(s) (2.15)

n! - 2mi s—q2 27i sntl?
n=0 C n=0 C

erhilt man durch die Annahme, welche auf das Polynom in Gl. (2.14) fithrte, und mittels
der geometrischen Reihe die N-fach subtrahierte Dispersionsrelation im Vakuum [Hil12a]

N—-1 11(n) s o0 N (s
I(g®) - > )] (¢*)" = 1/ds <q2> Iml(s) (2.16)

n! T s s—q%’
n=0 S0

wobei H(”)(S)‘S:O die n-fache Ableitung des Strom-Strom-Korrelators ausgewertet an der
Stelle Null bedeutet. Das Polynom auf der linken Seite der Gl. (2.16]) wird Subtraktion ge-

nannt.

Im Medium haben die Dispersionsrelationen eine andere Form als im Vakuum. Wie im
Unterabschnitt 2.2.2]ersichtlich wird, ist der Strom-Strom-Korrelator im Medium nicht allein
eine Funktion des dufleren Impulses ¢ sondern eine Funktion aller méglichen Skalarprodukte
aus ¢, und der Mediumgeschwindigkeit v,, d.h. II(g,v) = II(¢% v? vq). Im Ruhesystem
des Hadrons und der nuklearen Materie ist der Korrelator somit eine Funktion II(gp). Da
die Operatorproduktentwicklung nur fiir grofe euklidische Impulse ¢? Giiltigkeit besitzt, wie
dies fiir die Herleitung der Vakuumdispersionsrelation ausgenutzt wurde, muss der Korrelator
mittels einer Wick-Rotation analytisch fiir (rein) imaginére Werte von g fortgesetzt werden.
D.h. mit gy = ig) mit ¢y € R ist die Voraussetzung ¢ < 0 immer erfiillt. Tm Gegensatz zum
Vakuumfall hat man Pole entlang der gesamten Energieachse [Fur92] und sucht daher eine
Dispersionsrelation fiir die komplexe Energie-Ebene, nicht fiir die ¢*>-Ebene.

Analog zum Vakuumfall wendet man die Cauchy’sche Integralformel

H(w, §)
W —dqo

1
(g0, ) = i j{dw (2.17)
C

an, wobei jetzt die Kurve C'in Abb. gegeben ist. Im Unterschied zum Vakuum lésst sich
der Korrelator im Medium in einen geraden (g) und einen ungeraden (u) Anteil beziiglich
der Energie qg aufspalten:

(g0, ¢) = 11%(qo, ) + qoI1*(qo, §) (2.18)
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mit
I%(q0, 7) = 5 (I(qo, 7) + I(—qo, 7)) = 119(—qo, q) , (2.19a)
1

1*(q0, @) = 0 (g0, 9) — (—q0, 7)) = 11"(—qo0,q) - (2.19D)

N | =

Vorausgesetzt die Unstetigkeitsstellen befinden sich entlang der reellen Achse
1
All(w, q) = % lin% (w + i€, @) — (w — i€, q)] = ImII(w, 7) , (2.20)
1 €~

ergeben sich die N-fach subtrahierten Dispersionsrelationen im Medium fiir den geraden
Anteil

N-1 ) w,
RS (n‘@ﬂwo (g0)" (1 + (=1)")
n=0
- N _1\N q0 _ (_1\N
:217r/dw Imﬂ(w@qu L ij_“’qél =) (2.21a)

und ungeraden Anteil des Strom-Strom-Korrelators

1 Nzl H(”)(w7cj)‘w:0

a0, @) =5 0 (o) (1= (1))
n=0 ’
—217T/dw Imn(w,q)zgv_l -1 ij_wqélﬂ DY) (2.21b)

2.2 Operatorproduktentwicklung

Um den Korrelator mit den Quark-Freiheitsgraden der Stréme in Beziehung zu setzen, be-
nutzt man die Operatorproduktentwicklung [Wil69]. Da Hadronen fiir niedrige Energien die
Freiheitsgrade der Theorie sind und Quarks aber nur bei grofsen Impulsiibertrigen auflésbar
sind, scheint eine solche Entwicklung, die Quark-Freiheitsgrade heranzieht, intuitiv nur fiir
grofse dufsere Impulse giiltig zu sein. Ein Beweis fiir die Giiltigkeit der Operatorprodukt-
entwicklung basiert auf Feynman-Diagrammtechniken und ist streng genommen nur in der
Storungstheorie erbracht [Shi79]. Nach Wilson lassen sich Operatorprodukte fiir kurze Di-
stanzen x — y in eine Reihe komplexwertiger Funktionen C, und lokaler Operatoren O,,
entwickeln:

A(@)B(y) =Y _ Culz—y) On. (2.22)

Die Wilson-Koeffizienten C’n(a: —y) sind fiir z — y singuldr. Die komplette Entwicklung
enthélt unendlich viele lokale (endliche) Operatoren O, die so geordnet sind, dass der Grad
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2.2 Operatorproduktentwicklung

der Singularitdt mit dem Index n ansteigt. Die Operatoren der rechten Seite in Gl. las-
sen sich aufgrund der konstanten Massendimension des Operatorproduktes A(x)B(y) auch
entsprechend ihrer Massendimension sortieren, wobei iiber alle Produkte von Operatoren
der betrachteten Theorie summiert wird. Abgesehen vom stérungstheoretischen Beitrag mit
O, = 1 (dim,, = 0) haben die Produkte der vorhanden Operatoren D, (dim,, = 1), ¢
(dim,, = 3/2) und G, (dim,, = 2) folgende Massendimensionen:

qq : dimpy =3, (2.23a)

qD,q : dim,, =4, (2.23b)

G* . dim,, =4, (2.23c)
q¢D,D,q : dim,, =5, (2.23d)
qowG"q + dim, =5, (2.23¢)
¢D,D,Dyq : dim,, =6, (2.23f)
¢D,Gyng : dim, =6, (2.23g)
qqqq : dim,, =6, (2.23h)

G® . dim, =6. (2.231)

Diese Entwicklung liefert eine asymptotische Reihe, wobei in dieser Arbeit die Operatoren

bis zur Massendimension 6 behandelt werden, insbesondere ([2.23f)), (2.23g) und (2.23h)). Im

Impulsraum erhilt man fiir die OPE:
/d4x @Y A(2)B(y) = Z Cn(q) Oy, (2.24)

mit C,, o< ¢~"™, wobei m eine konstante Zahl ist, die von der Massendimension des Opera-

torproduktes A(x)B(y) abhéngt. Aufgrund dieser Potenzstruktur der Wilson-Koeffizienten
werden die Glieder der Reihe auch als Potenz-Korrekturen bezeichnet. Die Reihe
ist eine Entwicklung auf Operatorniveau. Damit hingen die komplexwertigen Wilson-
Koeflizienten nicht von der Wahl des Zustandes ab, fiir welchen das Operatorprodukt aus-
gewertet wird. Insbesondere sind sie unabhéngig davon, ob die OPE im Medium- oder im
physikalischen Vakuumgrundzustand ausgewertet wird. Obwohl fiir endliche Dichten und
Temperaturen mediumspezifische Kondensate mit entsprechenden Wilson-Koeffizienten zur
OPE hinzukommen, sind die Koeffizienten der Vakuumkondensate fiir kleine Temperaturen
in guter Ndherung gleich den Wilson-Koeffizienten, die man bei der Auswertung der OPE
im physikalischen Vakuumgrundzustand erhélt.

Fiir die Evaluierung des Strom-Strom-Korrelators wird der Erwartungswert des zeitgeord-
neten Operatorproduktes der Entwicklung mit A(z) = j(z) und B(y = 0) = j1(0)
benutzt:

I(q) = Z Cn(q) (20,[) . (2.25)

Die Groke (©0,|Q?) in Gl wird als Kondensat bezeichnet. Wiirde man die OPE
in der Stérungstheorie berechnen, wiirde in diesem Fall lediglich der Erwartungswert
des Einsoperators zur Entwicklung in GI. beitragen, da alle anderen Erwartungswerte
verschwinden. Um nicht-perturbativen Effekten Rechnung zu tragen, diirfen auch die Erwar-
tungswerte hoherer Operatoren nicht verschwinden. Aufgrund des QCD-Grundzustandes |€2)

17



2 QCD-Summenregeln

geben die Erwartungswerte der Operatoren in ([2.23) endliche Beitrdge. Damit lassen sich
die nicht-perturbativen langreichweitigen Effekte in den Kondensaten absorbieren, wohinge-
gen die Wilson-Koeffizienten die perturbativen Anteile tragen. Die Einfiihrung einer Skala
i ist unumgénglich, um diese Separation in lang- und kurzreichweitige Effekte zu gewdhr-
leisten. Die Trennung der Skalen ist bei Schleifenkorrekturen mit den zugehérigen Impulsin-
tegrationen notig, da die enthaltenen kleinen Impulsbetrige zu Wilson-Koeffizienten fiihren,
die langreichweitige Effekte beinhalten. Dies macht die Redefinition von Kondensaten no-
tig [Col01]. In [Shi98| wird daher die ,praktische OPE® eingefiihrt. Die Trennung der Skalen
wird in endlicher Schleifen-Ordnung und unter Einbeziehung von Kondensaten bis zu einer
gegebenen Massendimension durch Redefinition der Kondensate erreicht.

Ist die Trennung der Skalen gesichert, wird die Benutzung von perturbativen Rechenverfah-
ren moglich. Wertet man den Strom-Strom-Korrelator fiir grofe raumartige Impulse ¢? < 0
aus, lasst sich das Wick-Theorem anwenden, welches auf der Zerlegung von Feldoperatoren
in positive und negative Frequenzen mit zugehdrigen Vernichtungs- und Erzeugungsopera-
toren fufst. Eine solche Fourier-Zerlegung ist fiir freie Feldoperatoren iiblich, fiir allgemeine
wechselwirkende Operatoren im Heisenberg-Bild jedoch nicht méglich. Allerdings erfiillen
die Operatoren im Wechselwirkungsbild der Storungstheorie die freien Bewegungsgleichun-
gen, womit eine Zerlegung wie fiir den Fall freier Felder erméglicht wird. Insofern ist das
Wick-Theorem ein storungstheoretisches Verfahren [Rom69|. Fiir n Operatoren gilt [Pes95]:

Tlo1(z1)ga(w2) .- Pnlan)] = : d1(21)d2(22) - .. Pn(n) :
+ : alle moglichen Kontraktionen : (2.26)

wobei eine Kontraktion ,L1“ durch

P1(21)P2(w2) = (O|T [¢1(21)P2(22)] |0) (2.27)
L
definiert ist und ,: ... :“ das normalgeordnete Produkt bezeichnet, d.h. innerhalb der

Normalordnung werden alle Vernichtungsoperatoren rechts von den Erzeugern angeordnet.
Am besten ldsst sich das Theorem an einem Beispiel verdeutlichen. Fiir vier Felder ergibt
sich (in Kurzschreibweise ¢;(x;) = ¢;):

T [p1020304] = : 1020304 :
D O1020304 1+ 1 P1P203P4 1 + 1 P1P2P304 :
LI L 1

+ |
+ 1 P1020304 1 + 1 Q1020304 1 + 1 P1P203¢y :
| — | I— {—
+

D 01020304 1+ 1020304 1 + 1 P12¢304 ¢ (2.28)
e &
Eine Abwandlung des Wick-Theorems erhélt man, wenn Felder, auf welche die Zeitordnung
angewendet wird, bereits normalgeordnet sind. Dann erhidlt man das Resultat in GI. ,
wobei alle Kontraktionen von Feldern, die im selben normalgeordneten Produkt notiert sind,
entfallen [Rom69)]. Fiir das Beispiel mit vier Feldern sieht man die Wirkungsweise des Theo-
rems:

T (P12 : ¢34 :] = : 1020304 : + : P1020304 1 + 1 P120304 = + : P1P2P304
| I— | I

I

+ Q12d3Ps 1 4 1 P1P2P3Ps 1+ P1d20304 1 + 1 P10203¢4 1 . (2.29)
| I— 1 |_|_l_, | —
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Wird das Wick-Theorem auf den Vakuumerwartungswert von Operatoren angewendet, ver-
schwinden die Terme mit Normalordnung aufgrund der Definition des normalgeordneten
Produkts, insbesondere gilt: (0| : (ungerade Anzahl von Operatoren) : [0) = 0. Ubrig blei-
ben somit allein die vollkontrahierten Ausdriicke. Man beachte, dass dies nur fiir den Grund-
zustand |0) der freien Theorie gilt, aufgrund von a|0) = 0, aber nicht fiir das QCD-Vakuum

2.2.1 Fock-Schwinger-Eichung — Hintergrundfeld-Methode

Die in dieser Arbeit betrachteten Korrelatoren farbneutraler Stréme sind eichinvariant. Jede
spezielle Eichbedingung an das gluonische Hintergrundfeld liefert die gleichen Ergebnisse
und kann somit geeignet gewidhlt werden. Fiir Operatorproduktentwicklungen von Strom-
Strom-Korrelatoren eignet sich die Fock-Schwinger-Eichung

(2 — 2)Au(2) = 0, (2.30)

welche unabhéngig von Fock [Foc37| und Schwinger [Sch51| im Rahmen der Quantenelektro-
dynamik eingefiihrt wurde. Die SVZ-Summenregeln haben der Eichbedingung auch zu
einer Anwendung in der QCD verholfen, da diese eine kompakte Formulierung der Quark-
und Gluon-Propagatoren erlaubt. Das in diesem Kapitel présentierte Kalkiil ist [Nov84,
Pas84| entlehnt. Fiir gewohnlich wird zff = 0 gewéhlt. Obwohl die Eichbedingung Ska-
leninvarianz aufweist und ebenso invariant unter Paritéts- und Zeitumkehr-Transformation
ist, bricht sie die Translationssymmetrie. Jedoch wird die Kanzellierung der xg-Abhéngigkeit
in den Rechnungen durch Argumente in [Nov84| gestiitzt.

Eine wichtige Implikation der Fock-Schwinger-Eichung ist, dass sich das Potential des
gluonischen Hintergrundfeldes durch den zugehorigen Feldstéarketensor ausdriicken lasst:

1
Aﬁ(m) = /da a:L"’Gfu(ax). (2.31)
0

Bei der Herleitung von Gl. (2.31)) wird von der Eichbedingung (2.30) Gebrauch gemacht.
Nach der Produktregel gilt

0="0, (1A} (W) = A (y) + ¥ 0,.A7 (v) (2.32)

mit 0, = Tgw Benutzt man die aus der Definition des gluonischen Feldstéarketensor (A.2c)
folgende Relation Gﬁy(y) = 0, A (y) — BVAﬁ(y) + ngBCAf(y)Af(y), so erhdlt man dank
der Anti-Symmetrie von Gﬁu

A(y) +y 9 A (y) = ¥ G (y) (2.33)

wobei der nicht-abelsche Term aufgrund der Eichbedingung (2.30)) verschwindet. Substituiert
man y” = az” in Gl. (2.33)), liefert die Kettenregel

% (aA;‘(ag;)> = az"Gy (ax). (2.34)

Mit der Integration iiber o von 0 bis 1 verifiziert man Gl. (2.31]).
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Dank der Fock-Schwinger-Eichung (2.30) 1dsst sich nicht nur das Gluon-Potential als Feld-
stidrketensor schreiben, sondern sie ermdoglicht auch in den Taylor-Entwicklungen beliebiger
Felder

oo
1
p(x) =) — 2% 2% (O - O §) g (2.35)
n=1
die Ersetzung der partiellen Ableitungen 0,, = % durch die kovarianten Ableitungen

Dy, (z) = 0o, —1gAq, (z). Dies wird ersichtlich, wenn man die Taylor-Entwicklung des Gluon-
Feldes A, bei 2o = 0 in Gl (2.30)) einsetzt:

a (Z ixal Y (O - - 8anAM)x:0> =0. (2.36)

Der Ausdruck auf der linken Seite verschwindet im Allgemeinen nur, falls jeder Summand der
Taylor-Entwicklung multipliziert mit z# selbst verschwindet, d.h. fiir alle n und beliebiges
x gilt

ahz® . x% (Oay - OanAp) g = 0. (2.37)

x=0

Dies hat zur Folge, dass der gluonische Term der kovarianten Ableitung keinen Beitrag lie-
fert. Auch mehrfach hintereinander ausgefiihrte kovariante Ableitungen wirken in der Fock-
Schwinger-Eichung wie die entsprechende Anzahl partieller Ableitungen. Fiir die Summan-
den der Taylor-Entwicklung eines beliebigen um den Ursprung entwickelten Feldes ¢
folgt

2% (Oay - 00 @)y = . 2% (Do -+ - Dy @)y - (2.38)

Entwickelt man den Feldstarketensor in Gl. (2.31) fiir kleine « und benutzt Gl. (2.38]) mit
¢ = G, folgt:

(2.39)

Nach der Integration iiber « erhalten wir die kovariante Entwicklung des Gluon-Feldes aus-
gedriickt durch den Gluon-Feldstérketensor:

= 1 |2 e’ (e%
AM(I) = ZO mx X 1 ..t (Dal e DanGl’N)x:O . (2.40)
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Die Fock-Schwinger-Eichung ermdglicht ebenso kovariante Entwicklungen fiir Fermion-Felder
¥, wenn man in Gl (2.38)) das beliebige Feld ¢ durch 1) ersetzt:

ba) =3 %mal e (Day . D), » (2.41)
n=0

by =3 %xo‘l o (8 Day - Da) - (2.42)
o =

Die Hintergrundfeld-Methode wird benutzt, um nicht-perturbative Effekte des Vakuums
und des Mediums zu modellieren. Die durch das Wick-Theorem erzeugten Quark-Propaga-
toren S(z,y) = —i(T [¢(x)q(y)]), die im Folgenden als stérungstheoretische Propagatoren
bezeichnet werden, beschreiben keine freie Propagation, sondern die Propagation des Quarks
in einem klassischen, schwachen, gluonischen Hintergrundfeld A, d.h. der stérungstheoreti-
sche Propagator geniigt der Gleichung;:

(1)~ my| S(ea,) = [, + A1) —mg| S(e1,0) = 63 (21 — ). (243

Lasst sich das Hintergrundfeld gA,, als Stérung behandeln, so kann S(z1,y) in eine (asympto-

tische) Reihe entwickelt werden [Itz80, Nov84|. Zur Herleitung dieser Entwicklung multipli-
k

ziert man beide Seiten der Gl. (2.43) mit dem freien Propagator iS®(z, z;) = iSO (z — z),
welcher die Gleichung

S(O)(x—zl)[—i3Z1 —mq} =W (z—z) (2.44)
erfiillt, und integriert iiber z;:
8O —y) = [ ata iSO~ 20) it + gA(1) ~ my|S(e1.0)
= /d4zl Z'S(O)(:U —21) [ —1 321 +gh(z) — mq} S(z1,y), (2.45)
wobei die zweite Zeile durch partielle Integration aus der ersten hervorgeht. Unter Benutzung

der Gl. (2.44) erhélt man die Integralgleichung, welche den stérungstheoretischen Propagator
bestimmt:

i8(00) = 18w —y) + [ a2 150 - 20)igAl)iS(10). (2.46)
wobel Einsetzen der Gl. (2.46) in sich selbst
iS(z,y) =50 (x —y) + /d42‘1 15O (& — 21)igA(21)iS (21 — )

+ / d 2120 iSO (2 — 21 )igA(21)iS ) (21 — 20)igA(22)iS (20 — y) (2.47)
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iS(x,y) iSO (z —y) iSO (z — 2) iSO (2 —y)
- = - + -< e -

iSO@—2) iSO(z1—20) iSO (20 —y)
+ - é -¢ é -¢ +
igA(z1) igA(22)

Abbildung 2.2: Storungstheoretischer Quark-Propagator im schwachen, gluonischen Hinter-

grundfeld. Fiir die diagrammatische Darstellung wurde fl# = ALO) in niedrigs-

ter Ordnung genommen (s. Gl. (2.58)).

ergibt. Unterzieht man also GI. mittels Iteration einer perturbativen Entwicklung,
lautet das Resultat:
i8(z,y) = i8S (z —y)
+ i / d'zy .. 2 iSO (2 — 20)igA(21)iSO (21 — 20) . . igA(2,)iS D (2, — v) .
"~ (2.48)

Die diagrammatische Interpretation dieser Entwicklung fiir die ersten drei Terme ist in
Abb. dargestellt. Der stérungstheoretische Quark-Propagator ist aufgrund der
Eichbedingung nicht translationsinvariant, d.h. Verschiebungen in der Raum-Zeit
x — 2’ = x — y liefern, im Gegensatz zum freien Quark-Propagator, nicht denselben Aus-
druck. S(z,y) und S(x — y,0) sind daher unterschiedliche Gréfen. Um die Eichbedingung
nicht zu verletzten, werden die folgenden zwei Fourier-transformierten stérungstheoretischen
Quark-Propagatoren eingefiihrt:

S(p) = /d4x e?*S(x,0), (2.49)
S(p) = /d4x e~ PrS(0, ). (2.50)

Die Fourier-transformierten freien Quark-Propagatoren und gluonischen Hintergrundfelder
sind

SO (q) = /d4x ' 50 (2, 0) = /d4x e 1500, z) (2.51)
Au(k) = /d4x e*T A, (2) . (2.52)

Berechnet man den Fourier-transformierten stérungstheoretischen Quark-Propagator (2.49))
mit Gl. (2.48) und driickt freie Ortsraum-Propagatoren und Hintergrundfelder durch ihre
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Fourier-transformierten (2.51)) und (2.52)) aus, ergibt sich:
— d'qp  dlqn [ d'%r  d'k
S(p) = SO - "/ "/ e

n—

x 0 (p— k1 — q1)6W (@1 — by — q2) ... 6@ (gn-1 — kn — qn)
x SO (p) AR SO (1) AK2)S (32) . Akn) S (gn) (2.53)
wobei die Impulsintegration zwei Varianten zulésst. Obwohl in [Gro95| die Integration tiber

d*qy ...d"q, vorgenommen wird, soll wie in |Hil12a| zur korrekten Herleitung der Gl. (2.59))
die Integration {iber d*ky ... d*k, gewdhlt werden:

S(p) = SO (p)+ Z(—g)ns(o)(p)/ (6;7?)14 ((;7?;4
n—1

< Ap — a1)S (@) Alar — 2)SV(g2) . .. Algn-1 — 32)SV(gn) .
(2.54)

Das benétigte Fourier-transformierte Hintergrundfeld A,,(p—q), berechnet mit den Gln. (2.52)
und (2.40), hat folgende Form:

2 (i)

Aup—a) = 20)* Y

i +2) (Day -+ Doy, Gup) (85851 "‘83"5(4)(13 — Q)> ,
0

(2.55)

wobei die Entwicklung in x den partiellen Ableitungen beziiglich des Impulses ¢ gewichen ist.
Es ist ebenso mdglich, die Fourier-Darstellung der Dirac’schen §-Distribution nach p oder
p — q abzuleiten, was in GI. auf einen zusétzlichen Faktor (—1)"*! fiihrt. Allerdings
stellt sich die Ableitung nach ¢ als die geeignete Wahl heraus. Durch partielle Integration
erhélt man fiir eine beliebige impulsabhéngige Funktion f(q):

4
| oA =i = (+4) 1), (256)

mit der Definition (*yfl) = PW/LL und

A= AN, (2.57)
n=0
A(n) _ (_i>n+1 v qo o
noo= —gm (Dal e DanGV/—L)x:O 8])61) e ap 5 (258)

wobei die partiellen Ableitungen 0 in Gl. (2.58)) immer beziiglich des Impulsarguments von
[ zu verstehen sind. Durch sukzessives Anwenden der Gl. (2.56) in Gl. (2.54) erhilt man fiir
den storungstheoretischen Quark-Propagator:

Sp)=>_ 8" (p) (2.59)
n=0
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mit
$®(p) = 5O (p) (v4) S (p)
= -5V (p) <7f~1) SO (p)
= (—1)"s(p) (M) SO@p) ... (M) SO(p) . (2.60)

n-mal (yA)S©)(p)

Die in (’yfl) enthaltenen partiellen Ableitungen wirken auf alle Funktionen (Quark-Propa-

gatoren) zur Rechten, und die enthaltenen kovarianten Ableitungen auf den néichstgelegenen
gluonischen Feldstérketensor. Benutzt man die gleichen Schritte ab Gl (2.51]) zur Berech-
nung des storungstheoretischen Propagators S(p), kommt man auf:

5(0) = SO) + 3 (-1)"SOp) (wi) SO@) ... (vi) 5O (p). (2.61)
n=1

n-mal (’yA ) S0 (p)

wobei die Pfeile in die Richtung weisen, in welche die partiellen Ableitungen von Au wirken.
Obwohl der storungstheoretische Quark-Propagator im Ortsraum nicht translationsinvariant
ist, d.h. sind S(z,0) und S(0,z) voneinander verschieden, ist die G identisch mit
GL. (59).

Um die Ordnung der im storungstheoretischen Quark-Propagator enthaltenen Entwick-
lung des gluonischen Hintergrundfeldes A*?) zu vermerken wird in Gl. folgende spe-
zifizierende Notation eingefiihrt:

Sty iy () = (1" AT SO p) ..y AW SO (p). (2.62)
Gilt k1 = ... = ky = k, reduziert sich die Schreibweise auf S{},) (»).

Ist man an der OPE von Strom-Strom-Korrelatoren in héheren Ordnungen der Stérungs-
theorie interessiert, muss fiir eine komplette Analyse auch der stérungstheoretische Gluon-
Propagator im klassischen gluonischen Hintergrundfeld einbezogen werden. Da in dieser
Arbeit keine Beitrage betrachtet werden, welche die Benutzung des stérungstheoretischen
Gluon-Propagators notig machten, wird im Folgenden eine kurze schematische Herleitung
prasentiert.

Die Propagation des Gluons wird dabei durch die Abdnderung der QCD-Lagrange-Dichte
modelliert [Shu82,|Gro95|, in welcher das Eichfeld durch

A A
Al + o (2.63)

substituiert wird. In dieser Herleitung enthalten der gluonische Feldstarketensor Gﬁy und
die kovariante Ableitung D, ausschlieflich das Hintergrundfeld AZ‘. Man wihlt die Fock-
Schwinger-Eichung fiir Aﬁ, womit die QCD-Lagrange-Dichte

1 1 1 1
L= —iG;‘VGAW -3 (Dual)® + 3 (Dya}) (Da™") + §gaﬁG£faf +.. (264)
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O)AB(

,uu

DAB
T~ ST

é é ) g Z;;
Abbildung 2.3: Schematische Darstellung des storungstheoretischen Gluon-Propagators im
schwachen, gluonischen Hintergrundfeld.

mit
D, = 8,0 + gAf}Cag, (2.65a)
AfC = fABCAD (2.65b)
GAB FABGE, (2.65¢)

eichinvariant beziiglich des freien Gluon-Feldes a/‘f bleibt |[Nov84]. Der vierte Term der
Lagrange-Dichte liefert ausschlieflich Vertexfunktionen mit einem Hintergrundfeld F,(}V), wo-
hingegen der zweite und dritte Term aus Gl. (2.64) neben Vertexfunktionen mit einem auch

Vertexfunktionen mit zwei Hintergrundfeldern Fgl,) birgt. Der stérungstheoretische Gluon-
Propagator im klassischen, gluonischen Hintergrundfeld, definiert durch

Dy (x,y) = —i(T [ag; (z)ay; (v)]) | (2.66)

ist in Abb. (2.3) dargestellt. Ergénzt man in der Lagrange-Dichte den zur Quantisierung né-
tigen Eichfixierungsterm in Feynman-Eichung —%(D“af})Q ergibt sich fiir den freien Gluon-
Propagator D,(f)y) (p) = —gu/p* und fiir die Vertexfunktionen F,(}l,) = iAfB (p + pé\)g,w —
AN (p1y — p2y) — iALNB D2y — pry) — iGAE baw. T = —AfCACBAg,, — AACATE
AfCAgB, wobei p; der einlaufende und ps der auslaufende Impuls des propagierenden Glu-

ons ist. Konstruiert man den stérungstheoretischen Gluon-Propagator wie in Abb. erhélt
man bis zur Ordnung p~5:

Dy (p) = / it eip“-y)DW(x, v)

g 4q 21 -
— ;2” o GW+9 (pD)G —g%guuDAGmp

2 2
+ g}g(pD)guyD Grop” + 95 (1’ D*G . — 4(pD)*Gw)
1 4
- gQﬁgW <p2(G>\a)2 - 4(p’\G>\U)2> + QQEgA”GM,\GU,, . (2.67)

2.2.2 Kondensate

Kondensate werden in der Operatorproduktentwicklung wie in Abschnitt eingefiihrt. Sie
sind Korrekturen zur Storungstheorie und erfassen die langreichweitigen Effekte der Theo-
rie, indem sie die Wechselwirkung von Quarks und Gluonen mit dem nicht-trivialen QCD-
Vakuum parametrisieren. Leichte Quarks und Gluonen koppeln an den QCD-Grundzustand,
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wobei sie mit entsprechenden virtuellen Teilchen annihilieren. Die Kondensate entsprechen
im Vakuum festen numerischen Werten, die, einmal bestimmt, fiir die Evaluierung aller
Summenregeln herangezogen werden kénnen. Diese numerischen Werte sind durch die Aus-
wertung von Summenregeln fiir bekannte hadronische Eigenschaften bestimmbar bzw. in
QCD-Gitterrechnungen zuginglich. Vakuumkondensate sind seit der Einfithrung der QCD-
Summenregeln Objekte vieler Untersuchungen gewesen. Bei endlichen Baryonendichten und
Temperaturen ergeben sich jedoch weitere Kondensate, die im Vakuum verschwinden. Die
Einbeziehung jener mediumspezifischen Kondensate ist fiir die Untersuchung von FEigenschaf-
ten der Hadronen in nuklearer Materie notig.

Formal sind Kondensate QCD-Grundzustands-Erwartungswerte Hermite’scher Produkte
von Quark- und Gluon-Operatoren. Aufgrund der Symmetrien des QCD-Grundzustandes
fordert man auch von den Kondensaten Invarianz unter Paritdts- und Zeitumkehr-Transfor-
mationen. Zudem sind sie sowohl Dirac- als auch Lorentz-Skalare und Farb-Singuletts. Um
die letzten drei Forderungen zu erfiillen, werden im Rahmen der Operatorproduktentwick-
lung Techniken zur Projektion von Dirac-, Farb- und Lorentz-Indizes ben6tigt. Diese sollen
in diesem Unterabschnitt behandelt werden.

Projektion von Dirac-Indizes

Die Projektion von Dirac-Indizes stiitzt sich auf die Elemente der Basis der Dirac-Algebra
C. Jede (4 x 4)-Matrix des Dirac-Raumes O;; ldsst sich mithilfe der 16 Basiselemente
mit unteren Lorentz-Indizes I'y € {1,7,,0u<y,iv5Yu, 75} und oberen Lorentz-Indizes I e
{1, 4, *<" iysyH, 45} zerlegen nach

0ij = Z dq (Fa)ij 5 (2.68)
a
wobei man nach der Multiplikation von (T') ;i und Summation iiber ¢ und j

du = {Trp [10)] (2:69)
erhilt. Dabei nutzt man die Normierung der Basiselemente der Clifford-Algebra iiber die
Dirac-Spur Trp [Fal“b} = 46°. Interpretiert man diese Spur als Skalarprodukt, erkennt man,
dass die Basiselemente I'y; und I'y eine orthogonale Basis der Clifford-Algebra bilden. Die
Normierungsrelation kann aber nur dann so einfach geschrieben werden, wenn man die Ba-
siselemente wie oben wihlt. (In der Literatur findet man héufig eine ungiinstige Notation
der Basiselemente der Clifford-Algebra T', und T'® ohne , < im Element 0,<v und ohne die
imagindre Einheit im Element iv57,. Damit wird ein weiterer Faktor €, in Gl. notig,
der fiir Projektionen auf o, den Wert ¢, = 1/2 und fiir Projektionen auf 757, den Wert
€, = —1 annimmt.)

Fiir typische zu projizierende Strukturen der OPE (g; ... ¢;) erhélt man

(@ - qg) =) _doTP (T, (2.70)
mit

1
dOPE = 2 - a) (2.71)
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und im Vergleich mit GI. vertauschten Dirac-Indizes des Basiselementes I'*, weil im
Koeffizient dg)PE ein Dirac-Skalar erscheinen soll, welcher iiblicherweise nicht als Spur notiert
ist. Aus diesem Grund ist es erforderlich, dass das Basiselement der Clifford-Algebra zwischen
den beiden Spinoren q und g steht.

Projektion von Farb-Indizes

Die Projektion der Farb-Indizes erfolgt ebenfalls auf eine orthogonale Basis. Im Fall von
(Ne x N¢)-Matrizen ist diese Basis gegeben durch die Generatoren der Symmetriegruppe
SU(N,) ergénzt durch die N.-dimensionale Einheitsmatrix. Fiir eine verkiirzte Schreibweise
notieren wir nur in diesem Unterabschnitt die Einheitsmatrix zusammen mit den Generato-
ren:

tA

(2.72)

{ In,/vV2N, falls A=0,

/2 sonst ,

wobei A die auf N.-dimensionalen Gell-Mann-Matrizen sind und die Normierungsrelation
Trc [tAtB ] = 648 /2 gilt. Damit lisst sich jede Farb-Matrix O,p zerlegen nach

Oap = ZCA (tA)aﬂ . (2.73)
A

Multipliziert man mit (tB ) ., und summiert iiber o und j3, ergibt sich fiir den Koeffizient

E
ca = 2Trc [t40] . (2.74)

Fiir die in der OPE bis zur Massendimension 5 auftretenden, zu projizierenden Strukturen
erhdlt man flir N, = 3 als einzige Farb-Singulettstruktur:

1

(Ga ---q3) = §<(j - q) (13) 5 - (2.75)

Betrachtet man jedoch Vier-Quark-Kondensate und Kondensate ab der Massendimension
6, ergeben sich noch weiter Farb-Singulettstrukturen, die hier nicht betrachtet werden sol-
len. Iin Fall von Vier-Quark-Kondensaten sind solche Projektionen im Unterabschnitt
aufgefiihrt.

Projektion von Lorentz-Indizes

Die Projektion der Lorentz-Indizes erfolgt nicht als Entwicklung in einer orthogonalen Basis
wie im Fall von Dirac- und Farb-Projektion. Vielmehr stiitzt sie sich auf die gegebenen Ele-
mente mit Lorentz-Strukturen. Im Vakuum sind dies der metrische Tensor g,,, und der total
anti-symmetrische Pseudo-Tensor €, ), (Levi-Civita-Symbol). Betrachtet man Kondensate
nicht nur im Vakuum, sondern ist auch an ihrer Temperatur- und/oder Dichteabhingig-
keit interessiert, so ist wegen der Brechung der Poincaré-Invarianz durch die Anwesenheit
eines Mediums zusétzlich dessen Geschwindigkeit v, heranzuziehen. Die Hinzunahme der
Geschwindigkeit v, des Mediums hat weitreichende Implikationen. Dies erlaubt auch die Pro-
jektion von Erwartungswerten mit einer ungeraden Anzahl unkontrahierter Lorentz-Indizes,
womit gich eine Vielzahl weiterer Kondensate ergibt. Zum Beispiel verdoppelt sich die An-
zahl der Kondensate gerade im Fall von Vier-Quark-Kondensaten einer Quark-Sorte.
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Die im Folgenden dargestellte Lorentz-Projektion auf alle méglichen Strukturen, die sich
aus den Elementen g,,,,, €,,)0 und v, konstruieren lassen, soll als totale Projektion bezeichnet
werden. Die Zerlegung nach vakuum- und mediumspezifischen Projektionen verwendet die
totale Projektion und wird im Anschluss behandelt.

Der Ansatz fiir einen Erwartungswert (Op, ) = (Op,...4,,) mit n Lorentz-Indizes lautet

<Oﬂn> = a- pﬂn s (2.76)

wobei pj, (mit zum Erwartungswert analoger Definition des Multiindex fi,) der Vektor
aller Projektionsstrukturen ist und a der Vektor der zugehorigen Koeffizienten. Gleichung
mit pfr kontrahiert liefert mit P, = Pji, © p“r . dem dyadischen Produkt aus ko- und
kontravariantem Vektor der Projektionsstrukturen,

(Op,)p™ = (Pji, o P™)a= Pra. (2.77)

Definiert man den Vektor ¢ = (O, )pF", welcher die mit allen Projektionsstrukturen kon-
trahierten Erwartungswerte enthilt, ergibt sich
a=P lc. (2.78)

Setzt man die Losung fiir den Koeffizientenvektor a in Gl. (2.76) ein, erhélt man die Projek-
tionsformel fiir n Lorentz-Indizes

(0z,) = (P, '¢) pg, - (2.79)
Der Vektor der allgemeinen Projektionsstrukturen p;, hat fiir n < 5 folgende Gestalt:
Py = Yy, (2.80&)
Puv (g,uzu
vt (2.80b)

-
Puvx = (U Eruvs
VuGuvrs VvGurs UAGuv,

v vn) T (2.80c)

Puvie = (?uu)wn
Guv9ros Gur9vos GuoJu,
VpUvGror VuUrGuo, VpVsGur;, VAVoGuvs VvUaGuls VvUAGuos

VNV T (2.80d)

Puviop = (UuEVAUp; Vv€prapr UNEpvops Vo€ puvip,
VuGvrGoprs VuGvaGrps VuGvpGres VvGurdops VvGuoGrps VvGup9res UAGuvGop,
UNGuoGvp, UAGupYvos VoG9uvGrps Vo GurGuvps VoGupGurs VpGuvdire, VpGurGvo,
VpGuo v,
VU UNGops VuVvVsGrp; VpUvVUpGre, VuVeVUpdurs VuU\VpGuo,
VpUA\VoGup; VvVaVpGur; VvUAUpGuo, VvUAVaGup; UAVoVpGur,

VU UNVEU,) T (2.80e)

28



2.2 Operatorproduktentwicklung

wobei pj, so notiert ist, dass — falls moglich — zuerst die Projektionsstrukturen, die das Levi-
Civita-Symbol enthalten, aufgefiihrt sind und in den folgenden Zeilen (Blécken) die Anzahl
der Faktoren v, in den Projektionsstrukturen von Zeile (Block) zu Zeile (Block) zunimmt.
Es sei darauf hingewiesen, dass die Projektionsstruktur v,e,, s fiir n = 5 nicht auftritt, weil
die fiinf Strukturen mit Levi-Civita-Symbol nicht linear unabhéngig sind. Es gilt:

VpEurop T VwEprop + UNEpvop + Vo€pwrp + Vp€pvre = 0. (2.81)

Um Vakuum- strikt von Mediumstrukturen zu trennen, kann die Projektion (2.76]) in einen
Vakuumanteil und einen Mediumanteil zerlegt werden:

(O,) = (O, )™ +(Og, ). (2.82)

Fiir eine ungerade Anzahl von Indizes ist die gesamte Projektion mediumspezifisch.

Die Vakuumprojektion <O,;n>"ak ist leicht zu erhalten, indem man das oben erlduterte
Verfahren fiir die totale Projektion benutzt, dabei aber p;, durch p;’{;k ersetzt, d.h. den
Vektor, der ausschlieflich die vakuumspezifischen Elemente g,, und €,,), enthilt. In den

Fallen von zwei und vier Indizes hat man fiir p}ik:
Pl = Guvs (2.83a)
vak __ (
pp,z//\o' - 6/1,1/)\0’7
Juv9ros Gur9vo, g,LLagVA)T- (2.83b)

Die Projektion, welche die reinen mediumspezifischen Beitrige enthilt, ist nach GI.
(Oz,)™4 = (Oz,) — (Op, )" . Eine Definition der mediumspezifischen Projektion durch
Zerlegung des Vektors der Projektionsstrukturen, d.h. pgfd = Pi, — p}f}‘, ist nicht mit
konform, da das Invertieren von Matrizen eine nicht-lineare Operation ist. So kann
der mediumspezifische Anteil einer Projektion immer auch Anteile enthalten, die algebraisch
der Vakuumstruktur entsprechen. Allerdings 14sst sich bereits bei der totalen Projektion die
Matrix P, ! ersetzen durch

pl =pt_p! (2.84)

n med nvak

mit P, vk = p;’ﬁbk o pfnvak Dije Matrixsubtraktion 1’ ist komponentenweise nur fiir die

Untermatrix von P, 1 zu verstehen, welche die entsprechenden Projektionsstrukturen von
P~L1  tragt. Beispielhaft wird der Fall fiir n = 2 Lorentz-Indizes aufgefiihrt. Die Matrizen

nvak
der Projektionsstrukturen und ihre jeweiligen Inversen sind

4 o T
P2=<vz v4>’ P2*1: 31 iv ) (2~85)
T 302 3t

Py yarc = 4, Pyl = (2.86)

Damit ergibt sich fiir das Inverse der mediumspezifischen Projektionsstrukturmatrix
1 — 1 L 1
-1 _ 3 3 4 _ 12 3
Py eq = e i” ool 1 i” . (2.87)
3v2 3vd 3v2 3vd

29



2 QCD-Summenregeln

Am Nicht-verschwinden des ersten Matrixelementes in der ersten Zeile/Spalte erkennt man,
dass auch algebraische Vakuumstrukturen zur mediumspezifischen Projektion beitragen.
Obigen Schritten folgend erhélt man aus den Gln. (2.82)) und (2.79) fiir die Projektion

eines Erwartungswertes mit zwei Lorentz-Indizes

<O,UV> = <OMV>Vak + <O,uu>med7 (288)
mit
v 1 e
<O,u1/> ak — Z<Oa >g,u1/7 (2.89&)
m 111 o v*P vhY
<O'u,1/> ed — g Z<Oa > - U2<Oaﬁ>:| <guy - 41)2> . (28913)

Mit dieser Vorgehensweise ist es moglich, die reine Vakuumprojektion von der medium-
spezifischen zu trennen. Ob die mediumspezifischen Anteile in Projektionsstrukturen und
Erwartungswerte faktorisieren, wie im oben explizit gezeigten Fall fiir n = 2, ist fiir n > 4
davon abhéngig, in welchen Beziehungen die Komponenten des Vektors ¢ der kontrahierten
Erwartungswerte stehen und damit von der Symmetrie (d.h. Vertauschbarkeit der indextra-
genden Elemente) bzw. der Anti-Symmetrie der zu projizierenden Indizes. Betrachtet man
Erwartungswerte mit vier Lorentz-Indizes, von denen je zwei untereinander anti-symmetrisch
sind, erhélt man eine entsprechend faktorisierte Projektion fiir den mediumspezifischen An-
teil [Zscl1]. Sind einige Indizes symmetrisch bzw. anti-symmetrisch, lassen sich Komponen-
ten von c ineinander {iberfiihren.

2.2.3 Behandlung schwerer Quarks

Abhéngig vom betrachteten Strom-Strom-Korrelator wird in der Literatur nicht einheitlich
mit schweren Quarks () umgegangen. Bei der Untersuchung von Mesonen mit zwei schwe-
ren Valenzquarks, wie Charmonium, wurde die schon in [Shi79] angegebene Schwer-Quark-
Massen-Entwicklung (SQME)E

5 _ b a%saa paw

(QQQIN) = 12M(Q\ - GG Q) + ... (2.90)
benutzt, um Kondensate schwerer Quarks in Gluon-Kondensate zu iiberfithren [Mor0O1].
Schwere Quarks selbst kondensieren nicht [Bag86|. Sie sind zu schwer, um aus dem Vakuum-
grundzustand erzeugt zu werden. Man spricht von statischen Quarks. Untersucht man Qq-
Mesonen, welche ein leichtes (¢) und ein schweres (@) Valenzquark beinhalten, ist es iiblich,
die Kondensate schwerer Quarks zu vernachléssigen [Hay04,Hil08|. Ohnehin treten Beitrige
zum schweren Zwei-Quark-Kondensat einzig im Produkt mit der leichten (verschwindenden)
Quark-Masse auf und werden daher stark unterdriickt [Hil08§].

Allerdings koppeln schwere Quarks (genauso wie leichte Quarks) an das klassische gluo-
nische Hintergrundfeld und konnen demzufolge mittels weicher Gluonen kondensieren. Be-
trachtet man das schwere Quark-Kondensat als 1-Punkt-Funktion, kann der stérungstheore-
tische Quark-Propagator benutzt werden, um eine Relation zwischen schwerem Quark-
Kondensat und Gluon-Kondensaten zu erhalten. Durch Hinzunahme von weiteren Gluonen,
die an das Hintergrundfeld koppeln, entsteht eine Entwicklung in Potenzen der inversen

!Standardnotation in der englischen Literatur: heavy-quark mass ezpansion.
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2.2 Operatorproduktentwicklung

(a) (b) (c)

Abbildung 2.4: Diagramme, die zur Entwicklung des schweren Quark-Kondensates (QQ) in
den beiden niedrigsten Ordnungen in 1/M im Vakuum beitragen: mit (a)
Gluon-Kondensat, (b) Drei-Gluon-Kondensat und (c) Vier-Quark-Kondensat.
Der mit dem Kreuz versehene Kreis markiert das schwere Kondensat, woran
alle im zu entwickelnden Kondensat enthaltenen Quark- und Gluon-Felder
koppeln. In diesem Fall sind dies lediglich die beiden Quark-Felder.

schweren Quark-Masse M — die SQME. Das allgemeine Verfahren, wieder auf Schwingers
Hintergrundfeldmethode basierend, wird in |Gen84a| eingefiihrt. Es ldsst sich der gesamte
Apparat der OPE mit dem stérungstheoretischen Quark-Propagator Sg(p) aus Gl
auf 1-Punkt-Funktionen wie

4
QQ) = —i / (j;)’mrcp Se@)]) (2.91)

anwenden [Gro95]. Auf diese Weise erhdlt man nicht nur Entwicklungen fiir das schwere
Zwei-Quark-Kondensat, sondern fiir alle Kondensate, die schwere Quarks enthalten [Gen84b),
Bag85|. Analog zum Strom-Strom-Korrelator lassen sich im Vakuum auch fiir diese Entwick-
lung Feynman-artige Diagramme notieren. Wie in |[Gen84b| aufgefiihrt, tragen im Vakuum
die in Abb. dargestellten Diagramme zur SQME des schweren Zwei-Quark-Kondensates

(QQ) = —487g;M<G2> - le()g7j21\4i’><G3> — 12079;]\43<(DG)2> +... (2.92)
mit
(@) = (GG, (2.93a)
(G®) = (f459G, GG, (2.93b)
(DGY?) = O apwt ey Y _apy"t ap) (2.93¢)
! s

bei. Die graphische Interpretation des ersten Terms in Gl. ist in Abb. dargestellt,
der zweite (dritte) Term entspricht dem Diagramm in Abb. (Abb. 2.4¢). Die ersten
beiden Terme werden als lokale Beitrdge bezeichnet. Nicht-lokale Beitrage ergeben sich in
der SQME als zusitzliche Terme mit (G2), die man aus der Schreibweise des stérungstheo-
retischen Quark-Propagators mit dem zweiten Glied der Entwicklung des Gluon-Feldes als
Differenzialoperator erhélt. Diese Ausdriicke sind insofern nicht-lokal, als dass man
das gluonische Hintergrundfeld, im Gegensatz zum lokalen Diagramm, nicht ausschlieflich
in fithrender Ordnung A©) fiir den stérungstheoretischen Quark-Propagator benutzt, son-
der ebenso A®?). Dies gilt auch fiir ((DG)?) mit (AM)2, wobei fiir diesen Term héufig auf
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(a) (b)

Abbildung 2.5: Weitere Diagramme, die zur SQME des schweren Quark-Kondensates (QQ)
beitragen: mit (a) nicht-lokalem Drei-Gluon-Kondensat und (b) gemischtem
Quark-Gluon-Kondensat im Medium, welches daher in [Gen84bBag85,Bag86|
nicht behandelt wird.

(a) (b) (c)

Abbildung 2.6: Diagramme, die zur SQME des schweren gemischten Kondensates (QGQ) im
Vakuum beitragen: mit (a) Gluon-Kondensat, (b) Drei-Gluon-Kondensat und
(¢) nicht-lokalem Drei-Gluon-Kondensat.

die Unterscheidung zwischen lokal und nicht-lokal verzichtet wird, da er im Gegensatz zu
(G3)-Beitriigen immer nicht-lokal ist.

In der SQME ergibt sich fiir den stérungstheoretischen Quark-Propagator 5(2)(17) x
A© A®?) der Ausdruck (Trc (G DAD*G"']), welcher iiber die Relation eine Ver-
kniipfung mit dem Drei-Gluon-Kondensat herstellt [Nov80,Nik83|. Eine Relation aus der
Entwicklung der Gluon-Felder zum nicht-lokalen Diagramm erhélt man auch, wenn man in
der Ortsdarstellung arbeitet, wie z.B. in [Bag86|. In Abb. ist die graphische Interpre-
tation dieses Beitrags dargestellt. Ahnlich dem Diagramm in Abb. @. ist noch ein Graph
mit gemischtem Quark-Gluon-Kondensat denkbar (s. Abb. [2.5D]). Dieses Kondensat ist aber
nicht (go,,G*"q), welches aus der Operatorkombination der OPE des Korrelators
stammt. Neben den Dirac- und Farb-Strukturunterschieden ist das in der SQME auftretende
gemischte Kondensat aufgrund seiner ungeraden Anzahl an Lorentz-Indizes ein mediumspe-
zifisches Kondensat.

Im n#chsten Schritt stiitzt sich die Entwicklung des schweren gemischten Kondensates im
Vakuum auf die Diagramme in Abb. 2.6l Eine Rechnung analog zum schweren Zwei-Quark-
Kondensat liefert mit subtrahierten ultravioletten Divergenzen im MS-Schema [BagS6]

. . g P A WP
_ v _
Dabei erscheint das Ergebnis des Graphen in Abb. in einer Entwicklung in Potenzen der
inversen schweren Quark-Masse M fragwiirdig. In Gl. (2.94)) sieht man auch sofort, dass die
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Entwicklung eines Kondensates mit schweren Quarks nur dann eine Entwicklung in positiven
Potenzen von 1/M ist, falls die beitragenden Diagramme nur Kondensate enthalten, welche
eine hohere Massendimension als das zu entwickelnde Kondensat haben. Das Problem tritt
daher in GI. nicht auf, da (QQ) das Kondensat mit der niedrigsten Massendimension
ist. Durch heuristische Betrachtungen zum Gluon-Kondensat im Grenzfall grofer dufserer
Impulse und verschwindender Quark-Massen gelangen die Autoren in |[Bag86| zu der An-
sicht, dass jedes Quark-Feld separat durch mindestens ein Gluon kondensiert. Akzeptiert
man diese Sichtweise der Kondensation schwerer Quarks, entfallen alle fragwiirdigen Falle
und eine Entwicklung in positiven Potenzen von 1/M ist sichergestellt.

2.3 Summenregeln

Im Rahmen der QCD-Summenregeln werden hadronische Eigenschaften, die mit langreich-
weitigen Phinomenen verbunden sind, iiber eine Dispersionsrelation

1 ImII(s
! / 05" _pp (2.95)

s—q

mit der Operatorproduktentwicklung eines Strom-Strom-Korrelators verkniipft, die nur fiir
kurze Distanzen Giiltigkeit besitzt und den komplexen QCD-Grundzustand mittels uni-
versaler Kondensate parametrisiert. Sie ermoglichen eine Aussage iiber das Hadronenspek-
trum, wenn die Spektraldichte geeignet modellieren werden kann und die im néchsten Ab-
schnitt dargestellte Borel-Transformation angewendet wird. Untersucht man eine einzelne
scharfe Resonanz verwendet man den einfachsten Ansatz fiir die Spektraldichte — den sog.
yPol+Kontinuum*“Ansatz [Fur92,Col01]. Da die universalen Kondensate fiir jede Summenre-
gel (im Vakuum) die gleichen numerischen Werte annehmen, lassen sich die Summenregeln
prinzipiell auf zwei Arten auswerten. Entweder man kennt die Eigenschaften der hadroni-
schen Resonanz und bestimmt daraus die numerischen Werte fiir die in der OPE beitragen-
den Kondensate, oder man benutzt bereits bekannte Werte der Kondensate, um Vorhersagen
iiber die hadronische Anregung zu treffen.

OPE-Struktur der Summenregeln

Die Operatorproduktentwicklung ist eine Entwicklung in zwei verschiedenen Variablen. Zum
einen wird der Strom-Strom-Korrelator II(g), definiert in Gl. (2.1)), in eine Stérungsreihe der
starken Kopplung oy entwickelt

1) = i [ dte (i@ 0) 3 O [atur i) L)) (296)

wobei Lint nach Gl. (A.10) mit (A.11)) eine Funktion von «y ist. Zum anderen wird die Ent-
wicklung von II(q) in Potenzen von 1/¢? vorgenommen, welche in den Wilson-Koeffizienten
Cyr(q) der OPE

=" Culg) (0n) (2.97)
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enthalten sind. Diese geht mit der Einfithrung von Kondensaten (O,,) entsprechender Mas-
sendimension einher, welche die Massendimension der Wilson-Koeffizienten kompensieren,
da das Produkt aus Wilson-Koeffizient und Kondensat eine konstante Massendimension be-
sitzt.

Grundsétzlich gibt es zwei Moglichkeiten die Entwicklungen vorzunehmen — zuerst die
OPE (2.97) und danach die Entwicklung in die Stérungsreihe (2.96)) oder umgekehrt. Die
Gleichung

Hope(q) = Z <i ciF ) (2.98)
n 0
=1 (@) + ¢ (@)al + P (@a? + ..
+(g%6%) (G2 (@) + Ci (@)ak + O (@)a? + ..
+miqq) (0<0><q> + 04 (@ak + O (g)a? + ..
< (c<°<> (gl + P (g)a?+...)
@el+ @2 +..)

Gq)
(
240> 4 ( () + CsP(q)al +C()()S+...>
7

T (2.99)

stellt die Entwicklung in die Reihe der Potenz-Korrekturen voran, so wie die OPE
in [Shi79] eingefiihrt wurde. Der untere Index der Koeffizienten C{¥ bezeichnet die Mas-
sendimension des zugehdrigen Kondensates, der obere Index die Ordnung der Entwicklung
in ag. Storungstheoretische Korrekturen der Wilson-Koeffizienten zu den Kondensaten wer-
den nachtréglich diagrammatisch ermittelt. Vier-Quark-Kondensate aus Diagrammen auf
Baumgraphen-Niveau mit hartem Gluon bleiben auf diese Weise unberiicksichtigt.

Die Gleichung

Mopr(q) = Y o (Z o <q><0n<k>>) (2.100)

k=0
=l (05(” @1 +0 @6 + ' amla) + O (6
+ (@) Z arar) >
+aj (cf“ (@1 + cf‘*@‘) @{6°G%) + i (@ymiag) + O (G
O e ajes) + O @) + .

f
T (2.101)
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hingegen stellt die Entwicklung in der Stérungsreihe vor die Entwicklung (2.97)). Diese Sicht-
weise dringt sich bei Rechnungen zu Vier-Quark-Kondensaten auf [Pas84] und folgt auch der
graphischen Interpretation der OPE in den Abbn. und Der untere Index der Koeffi-
zienten C,gn) bezeichnet die Ordnung der Entwicklung in ay, der obere Index die Massendi-
mension des zugehdrigen Kondensates. Die Kondensate (O, 1)) tragen jetzt zusitzlich einen
Index fiir die Ordnung in «g, da einige Kondensate, welche in GI. unberiicksichtigt
bleiben, erst in hoheren Ordnung der storungstheoretischen Entwicklung auftauchen, wie das
Vier-Quark-Kondensat (gqgq) aus den Diagrammen in Abb. Die GI. wird in jeder
Ordnung der Storungstheorie systematisch ausgewertet. Das Wick-Theorem kommt dabei
wie in der OPE iiblich zur Anwendung, sodass Beitrdge mit Erwartungswerten nicht-Wick-
kontrahierter Quark- und Gluon-Operatoren nicht verschwinden, sondern Kondensate bilden.
Ergeben sich dabei Diagramme mit weichen Gluonen, werden diese mithilfe der stérungstheo-
retischen Quark- und Gluon-Propagatoren erzeugt [Pas84]. Daher erhilt man in Ordnung o
der Storungsentwicklung sowohl Wilson-Koeffizienten in fithrender Ordnung (Baumgraphen-
Niveau) zu Vier-Quark-Kondensaten as(gqgq), die vom harten Gluon-Austausch stammen,
als auch Schleifenkorrekturen der Koeffizienten zu asg%(gq > 7 drqf), die mit weicher Gluon-
Propagation einhergehen.

Die Stérungsentwicklung des Strom-Strom-Korrelators ist graphisch in der Abb. dar-
gestellt. Der darin enthaltene QCD-Quark-Propagator ist der stérungstheoretische Quark-
Propagator, ergidnzt um das Quark-Kondensat [Jin93|, wie in Abb. dargestellt. Er repréi-
sentiert damit die Entwicklung . Um Diagramme, die zur OPE eines Korrelators bei-
tragen, graphisch zu generieren fiigt man die Konstruktionen des QCD-Quark-Propagators
an den entsprechenden Stellen in Abb. ein. Dabei ist darauf zu achten, dass das resultie-
rende Diagramm nicht unverbunden ist.

Oberflachlich mag die OPE als Entwicklung in zwei Variablen, der Kopplung «, und
der Potenz-Korrektur 1/¢?, erscheinen. Jedoch werden technisch allein aufseiten der Potenz-
Korrekturen drei Entwicklungen benutzt: die Taylor-Entwicklung des Quark-Feldoperators
q in GIL bzw. ([2.42)), der stérungstheoretische Quark-Propagator S(p) in GL
und darin enthalten die Entwicklung des gluonischen Hintergrundfeldes 121“ in GL . Ob-
wohl diese drei Entwicklungen zur Berechnung der Potenz-Korrekturen herangezogen werden,
haftet ihnen implizit eine Entwicklung in der Kopplungskonstanten g an. Diese Kopplungs-
konstanten kommen beim Vertauschen von kovarianten Ableitungen D, und mittels der
Bewegungsgleichung des Gluon-Feldstirketensors ins Spiel. Die Entwicklung des stérungs-
theoretischen Propagators enthilt Potenzen der Kopplungskonstanten g entsprechend der
Ordnung, bis zu welcher die Entwicklung vorgenommen wird. Dabei ist die Kopplungskon-
stante g der Entwicklung in die Definition von flﬂ absorbiert, in GIL. jedoch
offenbar.

In diesem Unterabschnitt werden dabei der Kopplung o und der Kopplungskonstanten g
verschiedene Bedeutungen beigemessen, obwohl diese natiirlich miteinander verkniipft sind.
Im Zusammenhang mit impulstragenden harten Gluonen aus der GI. wird ag verwen-
det, wohingegen fiir weiche Gluonen g benutzt wird, da diese aus den drei gerade beschriebe-
nen Entwicklungen hervorgehen. Obwohl die Potenz-Korrekturen im Zusammenhang mit den
Kopplungskonstanten g weicher Gluonen stehen, ist die Massendimension eines Kondensates
nicht ausschlaggebend fiir dessen Potenz in g. Zum Beispiel gehen die Vakuumkondensate mit
dim,,, = 6 nicht mit einer eindeutigen Potenz der Kopplungskonstanten einher. Das Konden-
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Hope(q) = -- - - — - .

Abbildung 2.7: Diagrammatische Darstellung der Entwicklung des Strom-Strom-Korrelators
in eine Storungsreihe nach Potenzen von ay, wobei die gestrichelten Linien
die Mesonenstrome bezeichnen und die Quark-Propagatoren jene aus Abb.
sind. Auf die Darstellung von Vakuum- und Kaulquappen-Diagramme wurde
verzichtet.
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QCD Quark- perturbativer

Propagator Beitrag

+ xx + éé +xoc>§79>c%~—
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oc (qq Y- qray)

nicht-perturbative Beitrige

Abbildung 2.8: Diagrammatische Darstellung der Entwicklung des QCD-Quark-Propagators
in die Reihe (2.97) mit stérungstheoretischem Beitrag und Vakuumkondensa-
ten bis zur Massendimension 6.

sat (G3) ist von Ordnung g3, wobei das Vier-Quark-Kondensat (gq >_rdrqs) (Ordnung a?)
mit g2 skaliert. Auch wenn man die Entwicklung in der Kopplungskonstanten nach weichen
(9) und harten (o) Gluonen trennt, ist es damit nicht méglich den Strom-Strom-Korrelator
fiir alle Entwicklungen in einer jeweils gegebenen Ordnung vollstdndig auszuwerten.

Die Situation wird komplizierter, wenn man fiir impulstragende, harte Gluonen den sto-
rungstheoretischen Gluon-Propagator in Gl. verwendet, welcher selbst iiber weiche
Gluonen ans klassische Hintergrundfeld koppelt und damit eine weitere Entwicklung in der
Kopplungskonstanten g birgt. Es ist zu bedenken, dass fiir Kondensate mit Feldoperato-
ren schwerer Quarks eine zusdtzliche Entwicklung angeschlossen werden kann — die SQME.
Damit sind Ordnungsschemata, welche Glieder der OPE aufgrund ihrer Ordnung in den
einzelnen Entwicklungen nach numerischer Relevanz ordnen, von begrenzter Aussagekraft.
Denn die einzelnen Entwicklungen kénnen nicht entflochten werden und somit ist es nicht
moglich jede der Entwicklungen bis zu einer bestimmten Ordnung vollstdndig zu notieren.
Die bis zu sechs Entwicklungen machen ein Ordnungschema, das nach zwei bzw. drei Para-
metern sortiert, nur eingeschrinkt maoglich.

,, Pol4+-Kontinuum“-Ansatz und Quark-Hadron-Dualitat

Alle nétigen Techniken zur Erstellung der QCD-Summenregeln wurden in den vorange-
gangenen Abschnitten dieses Kapitels bereitgestellt. Fiir grofte raumartige Impulse kann
der Strom-Strom-Korrelator durch dessen Operatorproduktentwicklung beschrieben werden,
d.h. fir —¢?> — oo gilt 1I(¢?) = Tlopr(¢?). Uber die Dispersionsrelation ist der Zusam-
menhang zur Spektraldichte p(¢) = ImII(¢?) hergestellt. Der ,Pol+Kontinuum“-Ansatz im
Vakuum [Fur92|

p(s) = ImII(s) = ImII,L(s) + ©(s — so)ImIopg(s) (2.102)
zerlegt die Spektraldichte in den phdnomenologischen Anteil

Imllpy (s) = m(2m)* [(217(0)|n)[* & (Vs = (my — ma)) (2.103)
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welcher die niedrigste hadronische Resonanz aus Gl. mit p, = (Mmy, 0) und po = (Mg, 6)
enthélt, sowie in das Kontinuum, das ab dem Schwellenwerﬂ so durch ImITopg(s) gegeben
ist. Wobei der Schwellenparameter sy so gewéhlt wird, dass er oberhalb der hadronischen
Resonanz liegt. Die Benutzung von ImIIopg(s) anstelle von ImII(s) scheint fiir grofe Impulse
legitim, ist aber vor allem durch den FErfolg in zahlreichen Anwendung gerechtfertigt. Das
Dispersionsintegral spaltet sich demnach in einen Anteil fiir niedrige Impulse und einen
Anteil fiir hohe Impulse auf. Die Summenregel im Vakuum hat damit folgende Form:

N=1 11
Mopr(q®) — Z ) (5)]mg

> (4*)"

S0 N [ele) N
1 2\ " ImlI 1 2\ " ImlI
:/ds <q> mphgs)_i_/ds (q> moipEQ(S) (2_104)
T S s—q s S s—q
0

S0

n!

In der Literatur findet man hiufig eine weitere vereinfachende Annahme zur Struktur
des Kontinuums der Spektraldichte [Rei85|Col01]. Fiir das Dispersionsintegral hat man im
Grenzwert ¢> — —oo die Relation

7 2\ N 7 2\ N rt
ImlII ImITP®
/ds ¢\ Im <8>%/d8 ¢\ ImIP(s) (2.105)
s 5 — g2 s s — q2

S0 S0

welche auch globale Quark-Hadron-Dualitit genannt wird. Dabei bezeichnet IIP*(s) den
storungstheoretischen Anteil der OPE des Strom-Strom-Korrelators. Diese Annahme ist die
abgeschwiichte Form der lokalen Quark-Hadron-Dualitét, d.h. II(s) — IIP®%(s) fiir s — oo.
Setzt man die Quark-Hadronen-Dualitdt voraus, wird im Kontinuumterm der GI.
opg(s) durch TIPet(s) ersetzt.

Im Medium verwendet man ebenfalls den ,Pol+Kontinuum®“-Ansatz, welcher jedoch zwei
hadronische Resonanzen und zwei Kontinua umfasst, die links und rechts des Ursprungs der
reellen go-Achse angeordnet sind und den Anregungen der Stréme j und 57, d.h. Hadronen
und Anti-Hadronen, entsprechen. Die Summenregeln im Medium ergeben fiir den geraden
Anteil

1 = n) w (T)‘w 0 n
(a0, 0) ~ Z ()" (1+ (-1)")
wg
1 s (1+(—1)N)+%(1_(_1)N)
= dw ImITpp (w, @ w? — ¢}
Wy
wg 0o N N 4 N
@ (DY) 20— ()Y)
/ +/ dw ImIopg(w, §) w]\(fj—l w? — ¢?
— 00 :

(2.106a)

?Dieses so ist nicht mit jenem in Abschnitt zu verwechseln, welches dort eingefithrt wurde, um den
Radius eines Kreises um den Ursprung zu definieren, in welchem der Strom-Strom-Korrelator analytisch
ist.
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und fiir den ungeraden Anteil des Strom-Strom-Korrelators

N=1 1(n) g,
Ml ) — 2 30 2Dl (ot ey

n
n=0

+
Wo
1 g (- (=DM +BA+ (DY)
=5 /dw ImTlpn (w0, @) ==

Wo

2
w? — qf

1- =DM+ 80+ (-)")
_qO :

N %
+ by / —|—/ dw ImIlopg(w, §) N
—o0 it
0
(2.106b)
Der Ansatz fiir ImII,, (w) folgt wie im Vakuumfall aus der spektralen Summe in Gl. (2.8):
ImIlph (w) = TFL6(w — (Mg — mq)) — TF_0(w + (m— — mgq)) (2.107)
mit Fi = (27)3 [(Q]5 0 (0) )|

gehort und po = (m, 0) und po = (mq, 0) angenommen wird. Die Schwellenwerte der Kon-
tinua werden typischerweise symmetrisch zum Ursprung gewdhlt, d.h. es gilt wa' = —wy -

, wobei das Matrixelement mit ,,— zum adjungierten Strom

2.4 Borel-Transformation

Die aus den Dispersionsrelationen (2.16) und folgenden QCD-Summenregeln sind
nicht besonders geeignet, um die Parameter des tiefsten hadronischen Zustandes zu bestim-
men. Im Allgemeinen beinhalten sie unbekannte Subtraktionen, und iiber die Spektraldichte
ist neben der niedrigsten Anregung wenig bekannt. Zudem resultiert die OPE aus einer
asymptotischen Reihe, fiir welche nur die ersten Glieder berechnet werden. Die Situati-
on kann durch die Anwendung der Borel-Transformation, welche seit der Einfiihrung der
QCD-Summenregeln genutzt wird [Shi79|, verbessert werden. Die Borel-Transformation ist
definiert durch den Grenziibergang [Fur92|

oy . (QQ)n—}—l d n ) )
Blf(@)=  lim a \Tage) (@) =rF0Mg), (2.108)
Q?=nM32
wobei im Vakuum Q% = —¢? gilt und im Medium entsprechend Q% = —¢3. Der neue Para-

meter Mp wird als Borel-Masse bezeichnet und bleibt im Grenzwert Q2,n — oo endlich. Im
Folgenden sollen typische Funktionen f(Q?), welche in der OPE und in der Dispersionsre-
lation auftreten, Borel-transformiert werden. Aus direkten Berechnungen mit der Definition

(2.108)) erhilt man:

(@) = (Q*)* — F(M2)=0 (k=0,1,2,...), (2.109)
(@) = (le)k — F(M3) = (k_11)!(M]§1)k—1 (k=1,2,3,...), (2.110)

F(QY) = (Q)F1og Q® — F(M2) = (~1)FE(MEMH! (k=0,1,2,...). (2.111)
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Obwohl fiir diese einfachen Funktionen, die in den Summenregeln als Subtraktionen bzw.
Potenz-Korrekturen auftauchen, die Berechnung mithilfe des Grenziibergangs schnell zum
Ziel fiihrt, sind die Borel-Transformierten komplizierter Funktionen nur schwer zu erhalten.
Fir kompliziertere Funktionen ist die Verbindung der Borel-Transformation zur Laplace-
Transformation hilfreich.

Die Laplace-Transformation ist definiert durch [Bro08|

Clg(t)] = / dt e Pg(t) = (). (2.112)
0

wobei die gegebene Funktion f(p) der komplexen Veranderlichen p die Laplace-Transformier-
te der Funktion g(t) der reellen Verdnderlichen ¢ ist. Dabei wird vorausgesetzt, dass g(t) in
ihrem Definitionsbereich ¢t > 0 stiickweise glatt ist und fiir ¢ — oo nicht stérker als e® mit
a > 0 gegen oo strebt. Fiir die inverse Laplace-Transformation gilt:

c+100

)] = / dp e £(p) = (1) (2.113)

c—100

fiir ¢ > 0. Der Integrationsweg dieses komplexen Integrals ist die Parallele Rep = ¢ zur
imagindren Achse, wobei ¢ > « gilt. Eine alternative inverse Laplace-Transformation, welche
den Zusammenhang zur Grenzwertdefinition der Borel-Transformation offenbart, ist
durch die Post-Widder’sche Umkehrformel gegeben [Hill2a]:

1 I 2 AN d\" B

e = i (5 (<4) =, (2114)

Fiir t = 1/M3 und n/t = nM3 = Q? erhilt man
1 : @)+ d \"
g <M§> = lim o (—sz) F(@Q%). (2.115)
QQ:nMé

Durch Vergleich mit Gl. identifiziert man

BI@AI = Fu) =9 (32 ) = £ @] (2.116)

B

Die Borel-Transformierte der Funktion f entspricht der inversen Laplace-Transformierten
der Funktion f. Findet man eine Funktion g, welche Laplace-transformiert der gegebenen
Funktion f entspricht, so hat man die gesuchte Borel-Transformierte F' der Funktion f (s.
Abb. . Damit erhélt man die Borel-Transformierten fiir eine grofe Menge von Funktio-
nen, die als Laplace-Transformierte der gesuchten Funktionen bekannt sind. Auch die gut
verstandenen Eigenschaften von Laplace-Transformationen lassen sich damit benutzen. Der
Démpfungssatz [Bro0§|

Lle™g(t)] = f(p+a) (2.117)
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2.4 Borel-Transformation

B
N

Abbildung 2.9: Graphische Darstellung der Gl. (2.116f), welche den Zusammenhang
zwischen Borel- und (inverser) Laplace-Transformation herstellt.

erleichtert die Berechnung der Borel-Transformierten vieler Funktionen, denn mit der Defi-
nition g(t) = L7[f(p)] sowie t = 1/M3 und p = Q* — a gilt
BIA(Q* — o)) = e/ M5B[1(Q%). (2.118)

Fiir Funktionen, wie sie bei der Auswertung der hadronischen Seite der Dispersionsrelation
auftauchen, erhélt man die Borel-Transformation:

1 e~/ Mg

(k= D (M)

1
2 2
f(Q7) (@2 +a) (Mg)
Die Borel-Transformation der Wilson-Koeffizienten, die aus den Propagatoren von Teilchen
mit endlicher Masse stammen, lédsst sich unter iterativer Anwendung der Identitét

(k=1,2,3,...). (2.119)

(@) _ s @)
= (Q%) 1_W (2.120)

und mithilfe der Gln. (2.109) und (2.119) bestimmen:

2\1 _a) )
f(Q%) = @(ﬁ)a)k — F(M3) = (k_ll)!(]\;%),zle—a/% (k=1,2,3,...).

(2.121)

Die Borel-Transformation verbessert die aus den subtrahierten Dispersionsrelationen
und folgenden Summenregeln in dreifacher Hinsicht. Sie eliminiert die Subtraktionen
geméf GI. und verbessert die Konvergenz der asymptotischen Reihe der OPE, in-
dem hohere Glieder geméfs Gl. mit 1/n! unterdriickt werden. Durch exponentielle
Faktoren im Integranden des Integrals iiber die hadronische Spektraldichte verstirkt die
Borel-Transformation den Beitrag der niedrigsten Resonanz fiir kleine Mp nahe der
Anregung.

Die Auswertung der QCD-Summenregeln soll so wenig wie moéglich von der Wahl der
Borel-Masse Mp abhingen. Daher wird die Kontinuumschwelle sg so gew#hlt, dass die Borel-
Kurve (Resonanzparameter in Abhéngigkeit der Borel-Masse) moglichst flach ist. Die Wahl
des numerischen Wertes von Mgy ist ein Kompromiss, da eine besonders grofe bzw. kleine
Borel-Masse die Summenregel in zweierlei Hinsicht beeinflusst [Shi79|. Fiir groke Werte von
Mg sind héhere Glieder der OPE durch ihr 1/(Mg)"-Verhalten besonders stark unterdriicks
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2 QCD-Summenregeln

und der unumgingliche Abbruch der OPE bei einer gegebenen Massendimension der Kon-
densate fillt umso weniger ins Gewicht. Auf der hadronischen Seite wirkt sich eine grofe
Borel-Masse jedoch negativ aus, da im Integral iiber die Spektraldichte neben der niedrigsten
Resonanz auch hohere Anregungen, welche nur grob durch ein Kontinuum modelliert sind,
Beitrége in derselben Grofenordnung liefern. Die Vorteile kleiner My, d.h. die Verstiarkung
der niedrigsten Resonanz und die exponentielle Unterdriickung des Kontinuums, gehen ver-
loren. Fiir kleine Borel-Massen werden auferdem die Potenz-Korrekturen der OPE grofer
und damit das Konvergenzverhalten der OPE schlechter.

Es werden daher Kriterien fiir eine maximale und eine minimale Borel-Masse gewéhlt, um
die Giiltigkeit der Summenregel zu gewihrleisten. Das ermittelte Intervall wird als Borel-
Fenster bezeichnet. Ein Beispiel solcher Ober- und Untergrenzen fiir die Evaluierung von
(Qg-Mesonsummenregeln folgt aus den Kriterien in [Hay04]: Die Obergrenze MJ?* fiir das
Borel-Fenster wird so bestimmt, dass im Integral iiber die Spektraldichte die Betrige fiir
die niedrigste Resonanz und das Kontinuum gleich sind. Die Untergrenze M]gni“ fir das
Borel-Fenster wird so berechnet, dass die Terme der OPE in der h6chsten betrachteten Mas-
sendimension der Kondensate maximal 20 % zur gesamten OPE beitragen. Zur eigentlichen
Bestimmung der Parameter der niedrigsten Resonanz werden dann innerhalb des Borel-
Fensters jene Mp herangezogen, fiir welche die Borel-Kurve zu gegebenem sy moglichst
stabil, d.h. flach, ist.
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3 OPE der Massendimension 6

Der Bestimmung der Wilson-Koeffizienten vakuum- und mediumspezifischer Vier-Quark-
Kondensate wird die Operatorproduktentwicklung pseudo-skalarer (Qg-Mesonen vorange-
stellt, um den Anschluss an etablierte D-Meson-Summenregeln im Medium herzustellen.
Bereits dabei kommen die Techniken der OPE in der filhrenden Ordnung der Stérungs-
theorie zum Einsatz. Nach den detaillierten Erlduterungen zur Berechnung von Vier-Quark-
Kondensatbeitrigen sind in diesem Kapitel die exakten Vier-Quark-Kondensatresultate pseu-
do-skalarer (Qg-Mesonen sowie deren Ergebnisse mit SQME aufgefiihrt. Die Differenzen der
Vier-Quark-Kondensatbeitrige chiraler Partner, welche als Ordnungsparameter der sponta-
nen chiralen Symmetriebrechung bedeutend sind, werden présentiert. Um Einsicht in die
gesamte OPE pseudo-skalarer Mesonen der Massendimension 6 zu erhalten, schliefit dieses
Kapitel Ausfithrungen zur Berechnung von Drei-Gluon-Kondensaten ein.

3.1 OPE von Qg-Mesonen bis zur Massendimension 5

In diesem Abschnitt werden die wichtigsten Ergebnisse aus |Zscll|, d.h. die OPE von Qg-
Mesonen bis zur Massendimension 5 im Uberblick, wiedergegeben. Auf Referenzen wird im
Folgenden verzichtet, da diese sich an gleicher Stelle finden. Dieser Abschnitt dient allein zur
vollstdndigen Darstellung der OPE hin zu Vier-Quark-Kondensaten der Massendimension 6.

Die Strome, welche die QQuantenzahlen und den Valenzquark-Inhalt von D-Mesonen auf-
weisen, haben die folgende pseudo-skalare Struktur:

Jp+(x) = id(z)ys5¢() (3.1a)

Jjp-(z) = ie(z)ysd(z) (3.1b)
wobel jp+(z) = j]g,(:c) gilt. Allgemeiner notiert man fiir pseudo-skalare Qq—Mesone

J(x) = iq(z)ysQ(x) (3.2)

mit zu ¢ und @ gehorender leichter (m) und schwerer (M) Quark-Masse. Der Strom-Strom-
Korrelator (2.1]) fir Qg-Mesonen liefert nach Auswertung des Wick-Theorems

2 (g) +1D(g) (3.3)

N
S
_|_
=

O3

'Es sei darauf hingewiesen, dass in diesem Kapitel ¢ in zweifacher Bedeutung in einer Gleichung auftreten
kann. Zum einen als Impuls des Mesons, zum anderen als Quark-Feldoperator des leichten Quarks. In
den meisten Fillen ist die Bedeutung eindeutig. Als Index ist immer das leichte Quark gemeint, aufer
fiir partielle Ableitungen.



3 OPE der Massendimension 6

(a) (b) (c)
Abbildung 3.1: Stérungstheoretische Diagramme in (a) Einschleifen- und (b), (¢) Zweischlei-
fenordnung.
mit
n9(q) = —i/d4a; " (: Tra p [1554(0, 2)v5S¢ (2,0)] =), (3.4a)
1P(q) = [ da i glo) 5ol 015a(0) ) (3.4D)
1Y (q / d*z €97 (: Q(0)755,(0, 2)15Q () :) , (3.4c)
H(g) = =i [ ' ¢1°(: e )s@(@)Q0)154(0) ). (3.40)

wobei (0, @) yund @ die Anzahl nicht-Wick-kontrahierter Quark-Feldoperatoren angibt. Ab-
héngig von der gewidhlten Ordnung der Entwicklung des stérungstheoretischen Quark-Pro-
pagators S; aus Gl 1) enthilt der vollkontrahierte Term I1(¥) den stérungstheoretischen
Anteil ITP*" der OPE zum Einsoperator, welcher rein perturbativ behandelt werden kann,
bzw. den Anteil weicher Gluonen Hg)g:

1O (q) = P (g) 4 112 (3.5)

Die Beitrige H(GQ, HgQ)(q) und H((f)(q) entsprechen dem nicht-perturbativen Teil des Strom-
Strom-Korrelators, zu welchem auch der Term mit vier unkontrahierten Quark-Feldoperato-
ren 11 (q) gehort, der jedoch fiir nicht-verschwindende Impulse ¢? keinen Beitrag liefert.

Nach einer Fourier-Transformation ist der Wilson-Koeffizient des Finheitsoperators wie in
Gl. (2.4) gegeben durch:

4
W) = —i [ ST [16500)5E (0 0] + 0. (36)

Dabei entspricht der erste Term dieser Gleichung dem Einschleifen-Diagramm in Abb. [3.1a]
Die nicht explizit angegebenen Terme in Ordnung o, repriisentiert durch die Zweischleifen-
Diagramme in den Abbn. und [3.1¢ finden sich fiir den Fall identischer Quark-Massen
in Standard-Lehrbiichern. Die Lésung der Gl. ist jedoch komplizierter und wird iibli-
cherweise mithilfe der Dispersionsrelation

17 ImIIPert(s)
Tt _
g = L [ g (3.7)

§—4q
M2
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3.1 OPE von Qq-Mesonen bis zur Massendimension 5

(a) (b)

Abbildung 3.2: Diagramme mit gluonischen Kondensaten der Massendimension 4.

bestimmt, wobei der Imaginéarteil des storungstheoretischen Terms iiber Cutkosky-Schnittre-
geln ermittelt wird. Im MS-Schema, ist der storungstheoretische Beitrag IR-konvergent. Fiir
m = 0 erhilt man in Feynman-Eichung

3 (s — M?)?
I Hpert -
o (s) 8w s

as (s —M?*)?[9 . [ M? s s
B2 oL, (22 41 (—)1 5
+271'2 s 4+ 2\ 7 +log M?2 08 s — M?
2 8 s — M? 8 s — M?
M2 _M2 MQ
+ log(S >+3 5 log (S” : (3.8)
s _

Dabei ist Lig(z) = — [; dt t7'log(1 — t) der Dilogarithmus.

Der gluonische Anteil ergibt sich aus den Diagrammen in Abb.[3.2] indem die storungstheo-
retischen Quark-Propagatoren in Gl. in erster bzw. zweiter Ordnung ihrer Entwick-
lung mit A = A© benutzt werden. Dabei treten zwei Terme auf, welche dem Diagramm
in Abb. entsprechen, da die weichen Gluonen sowohl an das leichte als auch an das
schwere Quark koppeln. Nach aufwendigen Rechnungen, aufgrund der zwei verschiedenen
Quark-Massen, erhélt man fiir den gluonischen Beitrag zur OPE:

a 2
100 = ¢ 26 )i (1w ~ s1r )

T @2 —M2\ 12m 24¢2— M2
as ((vG)?  G? > (vg)?
= - — -4
a T < v? 4 )¢ v?
1 1 1, m? 2 M?
X E = <_6 “glosgm T glos (_q—M>> : (3.9)

wobei die Notationen G? = G;‘VGAW und (vG)? = v“v,,Gf)\G’A”/\ verwendet werden. Der
erste Term in GL enthélt das Vakuumkondensat und trigt auch bei verschwindenden
Dichten bei. Der zweite Term hingegen ist der mediumspezifische Ausdruck, welcher im Va-
kuum verschwindet. Das IR-divergente Verhalten des Resultats durch Terme o 1/m und
o logm?, welche die fiihrenden divergenten Terme fiir m — 0 darstellen, ist offenbar. Diese
Divergenzen sind Ausdruck langreichweitiger Effekte, die von den kleinen Impulsbeitrigen
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3 OPE der Massendimension 6

(a) (b) (c)

Abbildung 3.3: Diagramme mit Quark-Kondensaten bis zur Massendimension 5: (a) Dia-
gramm mit chiralem Kondensat (3q), (b) und (c) Diagramme mit gemischtem
Quark-Gluon-Kondensat (Ggo,.,G""q).

der Schleifenintegrale herriihren. Fine saubere Trennung der Skalen, welche fiir die OPE
notwendig ist, ist nicht mehr gegeben. Durch Redefinition der Kondensate lassen sich die
IR-Divergenzen jedoch aus den Wilson-Koeffizienten entfernen. Daher werden die aus dem
Wick-Theorem stammenden, normalgeordneten Kondensate in physikalische, nicht-normal-
geordnete Kondensate iiberfiihrt. In diesem Abschnitt wird spéter eine Formel dafiir bereit-
gestellt.

Der Beitrag H((f), welcher Kondensate des leichten Quarks birgt, ergibt sich durch die
kovariante Entwicklung des Quark-Feldes und die Projektion der Dirac- und Farb-Indizes (s.
Abschnitt 2.2). Bis zur Massendimension 5 hat man:

1 . _ e a
ROESDY (@FaTrD [M955¢(9)75] ) — 104 (qTa Dy Trp [Ty550 ()75 4)
1 —
U0 T D, Ton S0 sl o) ) - (3.10)

Dabei ist T'* ¢ {U/\<p,i’y5’}/)‘,’}’5}, weil Kondensate mit diesen Dirac-Strukturen nicht in-
variant unter Paritdts- und Zeitumkehr-Transformationen sind bzw. da solche Erwartungs-
werte multipliziert mit der Fourier-transformierten symmetrischen Taylor-Entwicklung des
Quark-Feldes verschwinden. Die einzelnen Beitrige der Quark-Kondensate erhélt man durch

Einsetzten des freien Quark-Propagators Sg) ) in die drei Terme der GL (3.10). Ein vierter
Beitrag, assoziiert mit dem Diagramm in Abb.[3.3d ergibt sich fiir den stérungstheoretischen
Propagator erster Ordnung 5’8 ) im ersten Term der G1. (3.10 , wobei das Gluon-Feld in fiih-

render Ordnung A(®) eingefiigt wird. Eine eindeutige Zuordnung der anderen drei Beitrige
zu den Diagrammen in den Abbn. [3.33] und ist nicht mdoglich, weil einige Terme Beitriage
zu beiden Diagrammen liefern. Die komplikationslose Berechnung auf Baumgraphen-Niveau
liefert;:

M , 2 Mg
2 — (A - . .
W2 (@) = (409 53 — ¢ 6Dut2) (g gz
A v v
L q o 2q9"q g"
— G ama ) g ym G aniDua ) <(q2 MR g M2>

_ Mgr” 4Mq"q”
=20 (G~ )
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3.1 OPE von Qq-Mesonen bis zur Massendimension 5

_ A" "9 + ¢ g" + gt
+ (: gaDuDyq 3) < -

(¢2 — M?)3 (¢2 — M?)?
B y 1 M _ 1 6’\“'/0(]0
—(: 490, G"q 1>§m + (- 4975 MG v 3>§m7 (3.11)

wobei das letzte Kondensat die Dirac-Struktur v57y, enthilt, da ihr Verhalten unter Paritéts-
und Zeitumkehr-Transformationen vom Pseudo-Tensor e*¥? kompensiert wird. Die Lorentz-
Indizes der in GI. notierten Kondensate sind im Anschluss auf die im Medium vor-
handenen Strukturen g,,, €1 und v, zu projizieren (s. Unterabschnitt . Durch die
darauf folgende Anwendung der Bewegungsgleichung des Quark-Feldes sowie der
Relation lassen sich die Kondensate in ihre wohlbekannten Formen iiberfithren. Ter-
me, die dabei ihre Proportionalitdt zu m offenbaren, werden trotz verschwindender leichter
Quark-Massen nicht vernachlissigt. Solche Ausdriicke werden nach dem Ubergang zu phy-
sikalischen Kondensaten fiir die Kanzellierung der IR-divergenten Beitrige der gluonischen
Kondensate sorgen. Erst danach wird der Grenziibergang m — 0 vorgenommen.

Den Beitrag HS), welcher Kondensate des schweren Quarks birgt, enthilt bis auf einen
Ausdruck ausschlieflich Terme o« m. Der einzig verbleibende Ausdruck verschwindet auf-
grund des Zusammenspiels der im Folgenden prasentierten Relation zwischen normalgeord-
neten und physikalischen Kondensaten sowie der SQME. Die in den Gln. mit ,
und aufgefiihrten Resultate summieren sich zur gesamten OPE pseudo-skalarer
Qq-Mesonen bis zur Massendimension 5 im Medium, ausgedriickt durch normalgeordnete
Kondensate.

Um eine konsistente Trennung der Skalen zu erreichen, miissen die IR-Divergenzen durch
die Kondensate absorbiert werden, d.h. die Koeffizienten-Funktionen werden ausschlieflich
durch die kurzreichweitige Physik bestimmt und alle nicht-stérungstheoretischen Effekte
sind in den Kondensaten enthalten. Die IR-Divergenzen, welche fiir den Grenziibergang
m — 0 auftreten, sind Fragmente des langreichweitigen Teils des Strom-Strom-Korrelators.
Die Uberfiihrung der normalgeordneten Kondensate (: O :) mit zugeordneten Diagram-
men auf Baumgraphen-Niveau in physikalische Kondensate (O) von Ordnung ag ermog-
licht die Absorption der IR-Divergenzen. Ausgehend vom Wick-Theorem fiir Gleichzeit-
Operatorprodukte zweier Quark-Felder kann die folgende Relation zwischen normalgeord-
neten und physikalischen Kondensaten hergeleitet werden:

_ _ [ dp . -

(GO [Dyla) = (:q0 D] g ) —1/(%)4& Trep [O [—zpu —ZAM} S(p)} D, (312)
wobei O [D,] eine Funktion der kovarianten Ableitung bezeichnet und O [—ip“ — ’L'fl#} die
Fourier-transformierte Operator-Funktion mit fl# entsprechend der Definition 1} ist. Fiir

die in H((IQ) beitragenden Kondensate erhélt man:

2 (6%
(qq) = (1qq:) + %Qm?’ (log % + 1) — ﬁ@ fcﬁ Y, (3.13a)
(@iDyuq) = (: qiDpuq ) , (3.13b)
<(7’7/LQ> = <: qvuq :> ) (3.13C)
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3 OPE der Massendimension 6

1672 48 V' T

1 VU w1\, as (WG G*\
+1—8(gm,—4 . )(logw—?)) = < ) (3134)

o . 2 2 G, @
<Q’Y;LZDVC]> = <: qFY[LZDVq :> + 7m4guu <log Tl:lz) — 2 (3 fSGQ :)

(@iDyuiDy,q) = (: iDyiD,q :) , (3.13e)

o o 3m’ 12
(qiDuiDyq) = (: ¢yaiDuiD,q =) + 629 (log i 1)

2
m 7 1 s o
g (log £ 4 =) (¢ 2262
TR <°gm2 +3>< -G
2 2 2
m VLU L 2 as [ (vG) G
= (g — 4L log — : - —: 13f
+36(g“ v2><OgM2+3><7r<v2 r)9 G180
— v ~ v 1 MQ Qs ~2
(790, G*" q) = (: q90,,G"q :) — §mlog W(: ?G D, (3.13g)
(@9757Gvq) = (: 497G q 2) - (3.13h)

Die physikalischen Kondensate, die mit ihrem Normalgeordneten identisch sind, sind dies in
jeder Ordnung von ag, wenn man sich auf die Entwicklung des Gluon-Feldes in fiihrender
Ordnung flfto) beschrinkt. Die entsprechenden Impulsintegrale liefern nur fiir gerade Poten-
zen von p im Integranden nicht-verschwindenden Beitrége. Die Struktur des storungstheore-
tischen Propagators sorgt aber dafiir, dass fiir diese Kondensate der Integrand ungerade in
p ist. Fiir die gluonischen Kondensate, die bereits von Ordnung «; sind, gilt:

<%G2> = (: %Gz o (3.14a)
a. [ (vG)? 2 o, [ (0G)2 2
<W<(g) —i>>=<:w<(g) —i) ). (3.14b)

Das Einsetzten dieser Kondensate in die OPE pseudo-skalarer Qg-Mesonen im Medium
liefert nach der Projektion der Lorenz-Indizes der Quark-Kondensate und Verwendung der
Bewegungsgleichung des Quark-Feldes (A.16]) sowie der Relation (A.20):

B M B 1 Md?
Tl(q) = TP (q) + <QQ>m — (290w G" @) 5 75—

- <O;:GQ>112Q2_1M2 + <% <(v;)2 - Cf>> (qQ - 4(2‘]2)2>
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3.2 Wilson-Koeffizienten von Vier-Quark-Kondensaten

v 2 ¢ — (Uq2)2 1
(a0, (3 A M2>2>
vD)? vg)?
(@ g) q) — ;<qgale’””q>} <q2 _ Uqg) ) i(qz _MM2)3 - (3.15)

Dies ist die OPE bis zur Massendimension 5 im Grenzwert m — 0. Die Kondensatkom-
bination in eckigen Klammern in der letzten Zeile wird als mediumspezifisch interpretiert,
da sie im Vakuum verschwindet, dhnlich der mediumspezifischen gluonischen Kombination
der zweiten Zeile. Die numerischen Werte sdmtlicher in GI. auftretender Kondensa-
te finden sich in [Hil09,[Jin93]. Die OPE der pseudo-skalaren (Qg-Mesonen in GI. ist
IR-divergenzfrei, da die divergenten Terme des Vakuum-Gluon-Kondensates oc 1/m und des
mediumspezifischen Gluon-Kondensates o logm? durch entsprechende Terme der Quark-
Kondensate kompensiert werden.

Die in den folgenden Abschnitten benutzten, normalgeordneten Vier-Quark-Kondensate
werden als identisch zu ihrem physikalischen Pendant betrachtet. Zum einen sind diese be-
reits von Ordnung «g, bis zu welcher die Relation fiir Kondensate bis zur Massen-
dimension 5 ausgewertet wurde. Zum anderen ist zu vermuten, dass Korrekturen zu den
Vier-Quark-Kondensaten, zusammen mit héheren Korrekturen aus , die Divergenzen
des Drei-Gluon-Kondensates in Massendimension 6 kompensieren, welches in dieser Arbeit
nicht in die Resultate der OPE aufgenommen wird. Da die Diagramme zu den Vier-Quark-
Kondensaten in fithrender Ordnung (s. Abbn. und auf Baumgraphen-Niveau sind,
enthalten die Resultate keine IR-divergenten Terme. Ebenso liefert die SQME, welche einzig
auf schwere Quarks mit grofter Quark-Masse M angewendet wird, IR-stabile Ausdriicke. Da-
mit ist die in diesem Abschnitt prisentierte OPE, zusammen mit den Vier-Quark-Beitrigen
des Abschnittes in der angegebenen Form fiir die Auswertung in den Summenregeln fiir
(QQg-Mesonen bereit.

3.2 Wilson-Koeffizienten von Vier-Quark-Kondensaten

Vier-Quark-Kondensate im Vakuum wurden schon mit Einfithrung der Summenregeln [Shi79|
betrachtet. Thnen wurde jedoch im Vergleich zum chiralen Kondensat (Gq) zunéchst nur ge-
ringe Bedeutung beigemessen. Um die Anzahl der in einer Summenregel auftretenden freien
Parameter zu reduzieren, wurden die Vier-Quark-Kondensate mittels der Vakuumséttigungs-
hypothese faktorisiert, d.h. sie wurden durch das Quadrat des chiralen Kondensates ersetzt.
Strukturell sind Vier-Quark-Kondensate neben dem Drei-Gluon-Kondensat (G3) als Beitri-
ge zur Operatorproduktentwicklung in der Massendimension 6 wichtig. Zudem wird erwartet,
dass ihre Mediumabhéngigkeit einen entscheidenden Einfluss auf die Eigenschaften der Me-
sonen hat [Hat93|.

Es gibt vier verschiedene Typen von Diagrammen fiir Vier-Quark-Kondensate, wobei sich
zwei davon grundlegend von den iibrigen beiden unterscheiden |[Nar04]. Zum einen kann der
dukere Impuls ¢ durch eine innere Quark-Linie (s. Abb. , zum anderen durch eine innere
Gluonen-Linie (s. Abb. flielen; man spricht auch von Diagrammen mit weichem bzw.
hartem Gluon.

Die Techniken zur Berechnung der Wilson-Koeffizienten, die diesen beiden Diagrammty-
pen entsprechen, sind sehr verschieden. Diagramme mit weichem Gluon stammen in der
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3 OPE der Massendimension 6

(a) (b)

Abbildung 3.4: Diagramme mit weichem Gluon.

(a) (b)

Abbildung 3.5: Diagramme mit hartem Gluon.

nullten Ordnung der Stérungstheorie von der Taylor-Entwicklung eines nicht-lokalen Quark-
Feldes bzw. von einem an das (gluonische) Hintergrundfeld koppelnden Quark-Propagator.
Diagramme mit hartem Gluon hingegen ergeben sich in der ersten Ordnung der Stérungstheo-
rie [Shi79,[Pas84]. Die Rechnung fiir beide Falle soll im Folgenden ausfiihrlicher kommentiert
werden.

3.2.1 Diagramme mit weichem Gluon

Eine kompakte Darstellung der Methoden zur Berechnung von Wilson-Koeffizienten in der
nullten Ordnung der Stérungstheorie findet sich in [Hilll|. Das dort présentierte Kalkiil
basiert auf der Hintergrundfeld-Methode in Fock-Schwinger-Eichung [Nov84]. Der kausale
Strom-Strom-Korrelator mit dem Ansatz fiir den Strom j%X(z) := 1 (z)[Xg2(z) mit TX €
{1,495, Y, ¥57u}, wobei sich X auf einen skalaren (S), pseudoskalaren (P), Vektor(V)- sowie
Axialvektor(A)-Strom bezieht, hat folgende Gestalt:

¥(q) =i [ e co7(1 [*(@) (X 0)]) (3.16)

mit TIX € {TISP) TVA) = g1l MY T[] bedeutet die Zeitordnung und (...) die Gibbs-

Mittelung. Der Korrelator HLY,’A) lasst sich im Ruhesystem des nuklearen Mediums, d.h.

v=(1, 6), und fiir ruhende Mesonen, d.h. ¢ = (qo, 6), zerlegen in

qudv V,A Qudv (V,A
IO ( p —g,w) Y (g) + 5 ) (3.17)
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3.2 Wilson-Koeffizienten von Vier-Quark-Kondensaten

mit explizit kovariant notierten

7A 1 q ql/ uv V,A
H \/,A q qy]:[ V,A 3 8b

Dabei enthélt Il die Information iiber die (Axial-) Vektorfreiheitsgrade. Die Grofe IIj, ver-
weist auf die (pseudo-)skalaren Zusténde und kann mit dem (pseudo-)skalaren Korrelator in
Beziehung gesetzt werden |[Hilll|. Demnach ist es ausreichend den kontrahierten Korrelator
HVA) zu betrachten, wie er in Gl 1) aufgefithrt ist.

Die im Abschnitt bereitgestellten Standard-OPE-Techniken — Wick-Theorem, Projek-
tion der Dirac-Indizes auf Elemente der Clifford-Algebra sowie kovarianter Entwicklung der
Quark-Feldoperatoren unter Ausnutzung der Hintergrundfeld-Methode in der Fock-Schwin-
ger-Eichung — liefern nach einer Fourier-Transformation

¥ (g) = 11, (q) + 11, (q) (3.19)
mit
4
13 (q) = —(i)S/ (ZWI;A: Tre,p [S1(p)T*S2(q + p)T] 2) (3.20a)

HX(Q Z Z

: @2I'Trp [TT%81(—¢)TX] Da, g2

+ (=1)"@ I Trp [TTXSo(q)I™] Dg,q1 ) (3.20b)

und Dg, = D, ...D,, (und analoger Notation fiir die partielle Ableitung). Quark-Felder
sowie deren Ableitungen werden bei x = 0 ausgewertet. Falls Vektor- oder Axialvektor-
Strome betrachtet werden, versteht sich (FX) (T = (I‘X) (T*") 1. Die Notation der
Projektion der Dirac-Indizes ist hier im Vergleich zu Unterabschnltt [2.2.2) vereinfacht: Auf
obere und untere Indizes a wird verzichtet und die Kontraktion von Lorentz-Indizes entspre-
chender I' innerhalb und aufserhalb des Spurargumentes ist selbstverstdndlich. Die Grofe
Hﬁ(o) bezeichnet den voll-kontrahierten Anteil und Hi(z) den Zwei-Quark-Term, wobei w
fiir Beitréige mit weichem Gluon steht (s. Abb. [3.4).

Die Differenzen von Strom-Strom-Korrelatoren chiraler Partner, ITF 5 = IIF — TI3 sowie
H\u/)*A =11y — Hﬁ‘}, lassen eine Reduzierung der Gl. (3.20b)) zu. Dirac-Spuren von typischen
Anti-Kommutatoren, wie sie in chiralen Differenzen auftreten, schrinken die Projektion von
Dirac-Indizes auf bestimmte Elemente der Clifford-Algebra ein [Hilll]:

1 o0 (72)71 {17‘70&<5775} .
-5 (g) = 3 > - > (@O Trp [ITXS1(—q)T*] D5, ¢
n=0 ’ I

+(=1)"@ T Trp [IT*S2(q)T™] Da,q1:), (3.21)

n ALivs}
Iy A2 22 m > (- @rod"Trp [FTXS1(—q)TX] Dy, ¢
n=0 r

+(=1)"@L0 Trp [IT*S2(q)T™]| Da,qr ). (3.22)
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3 OPE der Massendimension 6

Abbildung 3.6: Vollkontrahiertes Vier-Quark-Diagramm ho-
herer Ordnung mit zwei weichen Gluonen.

Vier-Quark-Kondensatbeitrige erhilt man sowohl fiir Hﬁ(o) als auch fiir HE(Q). Dabei sind
die Terme aus Hi(o) jeweils eine Ordnung der Stérungstheorie héher als jene aus HE(Q), weil
ein zusétzlicher Gluon-Propagator benotigt wird, um das Vier-Quark-Kondensat zu bilden (s.
Abb. . Die in fiihrender Ordnung der Stérungstheorie relevanten Anteile fiir Vier-Quark-
Kondensate sind somit in Hi(z) mit n =3 und S; = SZ(O) sowie n = 0 und S; = Sﬁi{u))
halten [Nov84]. Obwohl die Beitrége aus verschiedenen Ordnungen der kovarianten Entwick-
lungen von Quark- und Gluon-Feldern sowie storungstheoretischen Propagatoren stammen,
fallt beim Vergleich der zugehérigen Diagramme lediglich die unterschiedliche Reihenfolge
der Vertizes auf.

Der Anteil mit dritter kovarianter Ableitung des Quark-Feldes, assoziiert mit dem Dia-

gramm in Abb. lautet:
X = X3
1L, (9) = Iy ns(a)

w,n=3

, (=), _ v
0> 4( 3!) {<: @I D, DD g2 )Trp [rrxaq agagsﬁ)(—q)rx}

I
+(: @1 DuDAD, Tq :)Trp [rrxaga;agsgm (q)rx}} . (3.23)

Der zweite Anteil mit weichem Gluon, entsprechend dem Diagramm in Abb. nimmt
folgende Gestalt an:

X(2 . 1, _ 1
I8, () = 1, o(q) = (0 3 (@ Trp [FTST) ) (=)™ g
r

ent-

+ @I Tep [FFXSS()A(D)(q)FX} ). (3.24)

Benutzt man den stérungstheoretischen Propagator s (p) = —SO(p) (Wflgl)) SO)(p)

(AW)
mit fl/(,l) = 9D, G\ (0)0,0% erhilt man:
gLy, v
I, (q) = 3 > 1 {<: 30T (DyGyx(0)) g2 1) Trp [FFXSfo)(—q)V” (851137(159(—(1)) FX}
r

+(: @ (DG pr(0)) g1 ) Trp [FFXS?)(q)wﬂ (a;agsgo) (q)) FX} } .
(3.25)

Im Weiteren liuft die Behandlung von Hifl und Hff)2 analog. Durch mehrfaches Anwenden
der Relation

9SO (p) = =S (p)y#SO (p) (3.26)
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3.2 Wilson-Koeffizienten von Vier-Quark-Kondensaten

und dem darauf folgenden Einsetzten des freien Dirac-Propagators S(©) (p) aus Gl 1'
ergeben sich Spuren iiber Produkte vieler Dirac-Matrizen, welche von einem Element der
Clifford-Algebra (I") sowie mehreren Dirac-Propagatoren und Vertex-Funktionen stammen.
Nach der Evaluierung der Spuren erhélt man Ausdriicke, die mit den Erwartungswerten kon-
trahiert folgende Strukturen bilden: (: I'D,, D, Dyg; :),(: GT'D?Dyg; =), (: T’ D*D,Dag; 3),
(: T D, D?q; :) fiir I und (: I DuGoags 2), (- GT D Gyag; 2 fiir II,.

Man beachte, dass drei der Clifford-Algebra-Elemente I selbst Lorentz-Indizes tragen, wel-
che mit den noch verbliebenen Indizes im Erwartungswert sowohl kontrahiert als auch un-
kontrahiert sein kénnen. Projiziert man diese unkontrahierten Lorentz-Indizes, ergeben sich
Strukturen, die es ermdoglichen zu erkennen, ob Terme Beitridge zu Vier-Quark-Kondensaten
liefern |Gro95|. Im entgegengesetzten Fall sind die Erwartungswerte — obwohl von der Mas-
sendimension 6 — auf Kondensate niedrigerer Massendimension reduzierbar, die mit der
notigen Potenz der Quark-Massen multipliziert sind bzw. enthalten solche Erwartungswerte
kovariante Ableitungen, die nicht durch die Anwendung von Bewegungsgleichungen elimi-
niert werden kénnen. Da in dieser Arbeit Vier-Quark-Kondensate untersucht werden, werden
solche Kondensate hier nicht behandelt. Thre Wilson-Koeffizienten lassen sich als Nebenpro-
dukt mit den in diesem Kapitel bereitgestellten Techniken berechnen; die Auswertung von
Erwartungswerten, die sich auf Kondensate niedrigerer Massendimension reduzieren lassen,
ist in [Hil08] behandelt. Einzig Strukturen der Art D*D, Dy bzw. D G, liefern Beitrige
zu Vier-Quark-Kondensaten. Dabei enthélt der Ausdruck mit den drei kovarianten Ablei-
tungen auch die zweite Struktur, welche unter Benutzung der Bewegungsgleichung fiir den
Gluon-Feldstarketensor auf Quark-Terme fiithrt

(: aT'D Gongi 2) = g @'t a: Y apwt’ay ), (3.27)
!

wobei I'' € {1,4",v,}, da andere Elemente der Clifford-Algebra im Kondensat die Forderung
nach Paritits- und Zeitumkehrinvarianz nicht erfiillen [Jin93,/Tho08|.

3.2.2 Diagramme mit hartem Gluon

Diagramme mit hartem, also impulstragendem Gluon erfordern eine vollig andere Heran-
gehensweise. Der Strom-Strom-Korrelator wird in der ersten Ordnung der Stérungstheorie
betrachtet [Pas84|:

X o 4 4. A iqx X X T@, )
I1*(q) —z/d xd yd z €1 (T | ™ (x) (j (O)) 51 Lint (y) Lint (2) | ) (3.28)

mit
Lint(y) = 9@ ()7 1 (y)as (y) + (1 — 2). (3.29)

Dabei soll in Ly nur der Teil der Wechselwirkung in der Lagrange-Dichte eingeschlossen wer-
den, welcher zwischen Quark und Gluon vermittelt, nicht jedoch der Teil, welcher die Selbst-
wechselwirkung der Gluonen untereinander beschreibt, weil in dieser Arbeit Vier-Quark-
Kondensatbeitrige in fiithrender Ordnung der Storungstheorie betrachtet werden sollen. Die
Felder in L;, sind als freie Felder zu betrachten, insbesondere das Gluon-Feld a/‘j‘, im Gegen-
satz zum Hintergrundfeld Aﬁ. In GL werden alle unverbundenen Diagramme, die sich
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3 OPE der Massendimension 6

(a) (b)

Abbildung 3.7: Diagramme zu den Vier-Quark-Kondensat-Beitrdgen in héhe-
rer Ordnung der Stérungstheorie: (a) HZ((Q) und (b) Hff(o).

nach dem Wick-Theorem konstruieren lassen, nicht betrachtet. Damit wird eine Darstellung
wie in Gl. unnotig.

Bevor das Wick-Theorem zur Anwendung kommt, notiert man die Produkte von Quark-
und Gluon-Feldern komponentenweise als Summen, wonach keine Riicksicht mehr auf die
Dirac- und Farb-Strukturen genommen werden muss, sondern nur noch beim Vertauschen
von Quark-Feldern ein Vorzeichenwechsel zu beachten ist. Der Strom-Strom-Korrelator in
der ersten Ordnung der Stoérungstheorie aus Gl. ldsst sich zerlegen in

1¥(q) = TV (g) + TP (g) + - W (g) (3.30)

wobei der Index h auf das harte Gluon verweist und in den hochgestellten Ausdriicken
die Anzahl der nicht-Wick-kontrahierten Quark-Felder in Klammern angegeben ist. Vier-
Quark-Kondensate ergeben sich fiir alle Summanden in Gl. (3.30). Wéhrend sich fiir den

Vier-Quark-Term HZ(M) die Beitriige in niedrigster Ordnung der Kopplungskonstanten ol
2)

ergeben, sind die Vier-Quark-Kondensat-Beitrige zum Zwei-Quark-Term H;f und zum

voll-kontrahierten Anteil Hf(o) entsprechend von Ordnung o2 und o2, weil die Benutzung

storungstheoretischer Quark-Propagatoren und damit die Einfithrung weicher Gluonen nétig

ist (s. Abb. B.7).

Um Vier-Quark-Kondensate in filhrender Ordnung der Storungstheorie zu erhalten, die in
Hfl{(@ enthalten sind, werden bis auf vier Quark-Felder alle Quantenfelder Wick-kontrahiert.
Lasst man nicht-verbundene Diagramme unberiicksichtigt, ergeben sich Graphen sowohl mit
hartem als auch mit weichem Gluon-Propagator. Da aber die Stérungstheorie fiir Propagato-
ren mit verschwindendem Impulsiibertrag nicht anwendbar ist, beschrinkt man sich auf die
Beitrage mit hartem Gluon und berechnet die anderen Diagramme, wie in Unterabschnitt
beschrieben, aus Erwartungswerten niedrigerer Massendimension unter Benutzung der
Bewegungsgleichungen.

Aus den vier Produkten von Quark-Feldern in GI. ergeben sich acht Diagramme
mit impulstragendem Gluon, wobei die Struktur der Quark-Propagatoren nahelegt, dass je
vier durch zwei Transformationen miteinander verbunden sind. Diagramme gehen ineinander
tiber fiir (y <— z) bzw. [(¢; <— ¢) und (1 +— 2)]. Mithilfe der Bezeichnungen fiir die
acht Terme (mit unterdriickten Dirac- und Farb-Indizes)

2(0) (: @1(2)q1(0)32(2)q2(y) =) , (3.31a)
2(0) (- ¢1(2)q1(0)@2(y)g2(2) 1) , (3.31b)

] = @@)ny)el?)

]

[d] = (|12(33)q_|2(z) a2(y)

-]
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3.2 Wilson-Koeffizienten von Vier-Quark-Kondensaten

0= 0O0nE)a@nE) 6000 ). (3:310)
¥l = a0amaEn@ ¢ aEn0a0nE ), (3.314)
= 00 R0 6000w ). (3.31¢)
¢ = a(n@e0)E0) ¢ 6 (E@n0nmeE ). (3:316)
4 = aOnE @R) ¢ 0@nER0E0) ), (3.31g)
7] = 0060 e@6E) ¢ 6@nwe0e:) ). (3.310)

lasst sich das Transformationsverhalten wie in den Abbn. und gezeigt darstellen.

Die (y «+— z)-Symmetrie unter den acht Beitrégen reduziert die Rechnung auf vier Terme.
Diese vier Terme (es werden [a], [b], [¢] und [d] gew&hlt, weil sie die giinstigste Impulsstruktur
der Propagatoren ergeben) konnen so gewihlt werden, dass je zwei sich durch die Transfor-
mation [(g; «— ¢;) und (1 <— 2)] ineinander iiberfithren lassen, womit die weiterfithrende
Rechnung erleichtert werden kann. Dies ist uneingeschrénkt jedoch nur fiir Vektormesonen
giiltig, weil im Allgemeinen auch die Dirac-Struktur der Terme beriicksichtigt werden muss.
Fir Vektormesonen spielt die Vertexreihenfolge in den Dirac-Spuren aufgrund der identi-
schen Vertexfunktionen keine Rolle.

Allerdings lasst sich wegen der Zyklizitdt der Spur die Transformation zwischen [a] und [b]
bei der Projektion der Dirac-Indizes geeignet anpassen, indem in den Kondensaten lediglich
die Elemente der Clifford-Algebra I'; und I'y vertauscht werden. Die Farb-Indizes stéren die
Transformation nicht.

Nach dem Einfiithren der Fourier-transformierten freien Propagatoren (mit dem freier
Gluon-Propagator in Feynman-Eichung) und der anschlieffenden Impulsintegration ergibt
sich

10 Y (g) =15, () + 10,57 (0) + 15,7 () + 11, () (3.32)
mit

Y (g) = —ﬁ(t%(t% S¥(q) @500 0399 ) (3.33)
fiir n = a,b, c und d mit den Dirac-Strukturen

S¥(@) = [P ] [nsi @], (3.342)

$¥ @) = [P (=ar| s (=g " (3.34D)

SX(q) = :VAS?)(*Q)FX] ; [wséo)(Q)FX} b (3.34c)

s¥a@) = [P @], [P0 om] - (3.34d)

Dabei ist die Summation iiber sdmtliche doppelt auftretende Indizes zu verstehen, also
Dirac-, Lorentz-, Farb- und Generator-Indizes. Die Quark-Felder werden bei = 0 aus-
gewertet. Die Beitrige mit den Subskripten a, b, ¢ und d stammen von den entsprechend
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3 OPE der Massendimension 6

| l

[b] (y <= 2) [t']

Abbildung 3.8: Transformation der Vier-Quark-Beitrdge mit hartem Gluon
und mit Quark-Propagatoren der gleichen Quark-Sorte.

| |

[d] (y z) (]

Abbildung 3.9: Transformation der Vier-Quark-Beitrige mit hartem Gluon
und mit Quark-Propagatoren verschiedener Quark-Sorten.
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3.2 Wilson-Koeffizienten von Vier-Quark-Kondensaten

bezeichneten Ausdriicken in den Gln. (3.31)). Je zwei der Terme in (3.32]), welche dem gleichen
Diagrammtyp in Abb. zuzuordnen sind, werden zusammengefasst:

X

I (q) = 10, (q) + 11, N

b(@) und I (q) = 150 () + 115 (a). (3.35)

Im n#chsten Schritt widmen wir uns der Projektion der Erwartungswerte und beginnen
mit der Farb-Struktur. Fiir die Vier-Quark-Kondensate existieren zwei Farb-Singulettstruk-
turen, jeweils gebildet durch Kontraktion mit dem Einselement des Farb-Raums bzw. mit den
Generatoren t* der Symmetriegruppe SU(N, = 3), die durch das Skalarprodukt Tre[t4t5] =
648 /2 normiert sind. Daher ergibt sich fiir die Farb-Projektion (mit unterdriickten Dirac-
Indizes und impliziter Summation tiber Generator-Indizes)

RERGE = (@100 Lpals, + 5 (@ 0851 00) (1) 5015, (3.36)
Dies ist die korrigierte Projektionsformel der mit einem Schreibfehler behafteten Gl. (39)
in [Tho07|, welche dort lediglich aus didaktischen Griinden aufgefithrt wird [Thol2].

Wir wenden uns nun der Dirac-Projektion zu. Wie im Unterabschnitt dargelegt,
werden die Dirac-Strukturen mithilfe der orthogonalen Basis der Clifford-Algebra C abgebil-
det. Mit den Basiselementen I'y, Ty gilt somit fiir die Dirac-Projektion (mit unterdriickten
Farb-Indizes) [Tho07]

Q19925 G3kq41 = % Z (01116243T2q4) (T'1) ;; (T2)yy, - (3.37)
NP

Nimmt man die Projektionsformeln ({3.36]) und in Anspruch, ergeben sich aus der
Farb-Projektion lediglich Vorfaktoren zu den Kondensaten. Nutzt man die Dirac-Projektion,
erhélt man 25 Spuren von Dirac-Matrizen pro Summanden aus Gl. , deren Auswer-
tungsstrategie davon abhingt, welche Kombinationen der Stréme 5% man untersucht. Ob-
wohl fiir gewohnliche Strom-Strom-Korrelatoren ungeeignet, kénnen im Fall von chiralen
Differenzen von Strom-Strom-Korrelatoren die in [Hill1| angegeben Projektionsresultate be-
nutzt werden. Die dort aufgefithrten Ergebnisse der Dirac-Projektion von typischen Anti-
Kommutatoren lassen sich in dhnlicher Form auch auf Anti-Kommutatoren anwenden, wel-
che mit Vier-Quark-Kondensaten assoziiert sind.

Im Fall V — A sind fiir H;L/;A = HX1 - Hﬁl (und analog im Fall P — S) nur vier Spuren zu
berechnen. Fiir die Beitriage HZQ_A reduziert sich die Anzahl der Dirac-Spuren von 25 auf 18.
Im letzteren Fall {ibersteigt der Aufwand an zusétzlicher Algebra, wegen der Anpassung des
zu projizierenden Anti-Kommutators, den Gewinn durch die Reduktion um sieben Spuren
bei Weitem, sodass besser alle 25 Spuren systematisch berechnet werden sollten. Fiir die
chirale Differenz P — S reduziert sich die Anzahl der Dirac-Spuren fiir die Beitrige Hgl_s auf
acht Spuren, von denen die Hilfte verschwindet. Wenige Vorteile bringt diese Projektions-
methode fiir HE;S—Beitréige.

Nach Farb- und Dirac-Projektion miissen noch die unkontrahierten Lorentz-Indizes, die
den Elementen der Clifford-Algebra I'; anhaften, projiziert werden. Dabei sind lediglich Pro-
jektionen von einem bzw. zwei Indizes erforderlich, da die Resultate der Spuren bereits fiir
Kontraktionen von Lorentz-Indizes in den Erwartungswerten sorgen.

Im Allgemeinen lassen Vier-Quark-Kondensate zwei Schreibweisen zu [Jin93,Dru03|. Man
kann (: ¢1Xq2q3Y qs :) auch als (: ¢1X'quq3Y’'q2 :) auffassen, wobei X, Y, X', Y’ Dirac-
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3 OPE der Massendimension 6

und Farb-Strukturen tragen. Beide Ausdriicke sind iiber eine Fierz-Transformation mitein-
ander verbunden [Dru03,|Nie04|. Interessant ist die Frage, inwieweit sich die Ausdriicke
beider Schreibweisen unterscheiden. Der Umfang der Ergebnisse der OPE ldsst sich fiir
Fierz-transformierte Kondensate in bestimmten Fillen reduzieren, wie den Resultaten im
Abschnitt [3.3] zu entnehmen ist. Es bietet sich damit auch die Moglichkeit einer Gegenprobe
fiir die Ergebnisse der OPE, wie am Beispiel ITV ™4 explizit gezeigt wird.

Obwohl die bis hierher behandelte Schreibweise in der Literatur die bei weitem verbreite-
tere ist, scheint die Fierz-transformierte Schreibweise nicht weniger geeignet. Da das Wick-
Theorem die Reihenfolge der unkontrahierten Quark-Felder nicht festlegt, 1dsst sich in (3.31])
und auch (: q1q1G2q2 :) durch (: Gi1g2G2q: :) ersetzen. Dabei bemerkt man, dass in
GL. (3.33) eine Projektion der Farb-Indizes iiberfliissig wird, weil die Farb-Indizes der Quark-
Felder auf genau die richtige Weise mit den Komponenten der Generatoren t* absummiert
werden konnen. Damit ergibt sich eine Reduktion der Kondensat-Anzahl verglichen mit der
iiblichen Schreibweise, in der beide Farb-Singulett-Strukturen auftreten (s. Gl (3.36)).

3.3 Pseudoskalare Qqg-Mesonen

In diesem Abschnitt werden Strome leichter (¢1 = ¢) und schwerer (g2 = @) Quarks mit
Massen m; = m und mo = M betrachtet. Der Strom-Strom-Korrelator fiir pseudoskalare
Mesonen ergibt sich aus Gln. und somit fiir den Strom j¥(z) = g(2)ivsQ(x).
Die Berechnung der Beitrdge von Vier-Quark-Kondensaten wird fiir beliebige Massen m
und M ausgefiihrt. Erst nachdem alle in Abschnitt erliuterten Techniken zur Berech-
nung der Wilson-Koeffizienten zur Anwendung gekommen sind, wird der Limes m — 0
gebildet. Im Gegensatz zu den Wilson-Koeffizienten der Kondensate niedrigerer Massendi-
mension treten flir Vier-Quark-Kondensate keine Divergenzen bei diesem Grenziibergang
auf, da die zugeordneten Diagramme stets auf Baumgraphen-Niveau sind. Die Einfithrung
nicht-normalgeordneter Kondensate ist in dem Sinne nicht fiir die Beseitigung eben jener Di-
vergenzen notwendig |[Jam93|, sondern vielmehr im Hinblick auf eine Entwicklung beziiglich
eines inversen Massenparameters fiir grofe Massen (Schwer-Quark-Massen-Entwicklung) zu
sehen. Nach SQME werden Kondensate mit Feldern schwerer Quarks nach dem Inversen der
schweren Quark-Masse entwickelt. Dabei kommt man auf Kondensate, die Felder leichter
Quarks und gluonische Felder enthalten |Gen84b, Gro95|.

Die hier prisentierten Ergebnisse sind sehr umfangreich und bleiben daher nach den vier
beitragenden Diagrammtypen getrennt, wobei die Benennung der einzelnen Beitrige zum
Strom-Strom-Korrelator wie in Abschnitt iibernommen wird. Diagramme mit weichem
und hartem Gluon lassen sich ohnehin nicht zusammenfassen. Wahrend Beitrige mit wei-
chem Gluon zum Teil auf Kondensate mit Feldern ausschlieklich leichter Quarks fiihren,
liefern Beitrdge mit hartem Gluon aber immer QQ¢-Kondensate, d.h. Kondensate, die Felder
sowohl leichter als auch schwerer Quarks enthalten.

3.3.1 Exaktes Resultat

Die exakten Ergebnisse fiir den Strom-Strom-Korrelator aus pseudoskalarem Strom sind
im Folgenden tabellarisch angegeben. Dabei sind die auftretenden Kondensate K; und die
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3.3 Pseudoskalare Qq-Mesonen

Tabelle 3.1: Liste der Kondensate K;”, die im Resultat fiir
Diagramme mit weichem Gluon vorkommen.

1 K

1

¢ @v”tAch?f%tAQf :)

2 (aqpt QZqﬁét g5 ) /v?

3 (aqt qzcmﬁt a5 1)

4 Qv”tAQZ(Jf%t a5 :)
5 (: QWAQ%{@WAW ) /0

6 Q'QD aptar )
f

zugehorigen Wilson-Koeffizienten W; separat notiert. Die Trennung von vakuum- und medi-
umspezifischen Anteilen ist durch die Aufspaltung der Wilson-Koeffizienten in einen Anteil
aus der Projektion der Lorentz-Indizes L;; und den Rest des Wilson-Koeffizienten Cj; ge-
wahrleistet.

Diagramme mit weichem Gluon

Das Resultat fiir das Diagramm in Abb. hat somit folgende allgemeine Form:

6
b (q) =g° > W K (3.38)
=1
mit
P Z CPw1 LPw1. (3.39)

Die Kondensate aus Diagrammen mit weichem Gluon K’ ergeben sich aus dem stérungs-
theoretischen Quark-Propagator unter Benutzung der Bewegungsgleichung fiir den Gluon-
Feldstirketensor. Die Anzahl der moglichen Kondensate ist damit selbst im Medium stark
eingeschrinkt, da die Bewegungsgleichung die Dirac- und Farb-Struktur vorgibt. Es lassen
sich fiir einen Strom-Strom-Korrelator mit zwei Quark-Sorten ¢ und @ nach GI. sechs
Kondensate bilden. Im Fall einer verschwindenden Quark-Masse (m — 0) entféllt jedoch
der Beitrag des Kondensates (: Qt4Q Y 7 q_fyétAqf 1), weil der zugehorige Wilson-Koeffizient
verschwindet. Die Kondensate sind in Tab. aufgelistet. Diese sind sowohl fiir Hg,l als
auch HP heranzuziehen.

Die nlcht verschwindenden Wilson-Koeffizienten WlP 1 zerlegt nach CP 1 und LP P
finden sich entsprechend in den Tabn.[3.2und [3.3] Verschwindet entweder der vakuum- oder
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Tabelle 3.2: Liste der Koeffizienten CZ’“”.

C‘P}wl
ij
1 1 2\’ 2 1 8 1
3 (2 — M?2)2 & — M2 9 (2 — M?2)3 3 (2 — M2)A
0 4 1 8 1
9 (q2 _ M2)3 3 ( 2 _ M2)4
0 4 M 8 M
3 (2 — M?2)3 3 (2 — M?2)3
0 21 81
9 ¢S 3¢5
0 41 81
9¢b 3¢5

Tabelle 3.3: Liste der Koeffizienten ij’wl.

L?l
i j=1 j=2 j=
2 2 2 4
T R T )
s w0 e ()
2 —4— ¢ —T—5— +6-—
(vg) (vg) (5 (v9)*)
3 q q 2 \vq
2 2 2
s (e 3, (g | (vg)!
4 4 5 q 2 5 + )
v ) 8 2( v)2 ( v)4
5 2_4(U€12) q4_7q Uzq 16 UC]4
v v v




3.3 Pseudoskalare Qq-Mesonen

der mediumspezifische Anteil des Wilson-Koeffizienten eines Kondensates, ist dies in der
Tab. der Koefhizienten C’P-’wl mit einer ,,0“ markiert. Da die Projektion der Lorentz-Indizes

P,w;

in diesem Fall unnoétig ist, smd nicht auftretende Elemente von L;;™" mit ,—* gekennzeichnet.

Die angegebenen Elemente von L~’ "1 zeigen an, ob der zugehorlge Beitrag zu HEI vakuum-

oder mediumspezifisch ist. Daruber hinaus sind auch die Elemente von CP 1 so notiert, dass

diese Trennung leicht nachzuvollziehen ist. Fiir beide Koeffizienten ist fur j = 1 der Vakuum-
Beitrag notiert und fiir j > 2 die mediumspezifischen Anteile. Auf diese Weise lassen sich
mediumspezifische Ausdriicke w1e GlL. m ) leicht identifizieren.

Fiir Vakuum-Beitrige ist L11 = 1. Fiir mediumspezifische Beitrige gibt es fiinf verschie-
dene Eintrége in Tab. [3.3] Abhéngig von der Anzahl der projizierten Lorentz-Indizes fiir
das jeweilige Kondensat sind dies: (vq)/v? (ein Lorentz-Index), ¢ — 4(vq)?/v? (awei Lorentz-
Indizes), (¢ — (vq)?/v?) (vq)/v? (drei Lorentz-Indizes) sowie 3¢* /8 —2¢?(vq)? /v? + (vq)* /v*
und ¢* —7¢%(vq)? /v® 4+ 6(vq)* Jv* (vier Lorentz-Indizes). Die Existenz der zwei verschiedenen
Strukturen fiir die Projektion von vier Lorentz-Indizes bestétigt die Aussage im Unterab-
schnitt [2.2.2] nach der die Projektionsstrukturen und die mediumspezifischen Kondensat-
strukturen im Allgemeinen nicht faktorisieren.

Wie den Termen L?’wl fiir zwei und vier Lorentz-Indizes zu entnehmen ist, liefern auch
Kondensate, die keine Mediumgeschwindigkeit v, explizit enthalten (z.B. K7}’), medium-
spezifische Beitrige. Diese stammen von Projektionen der Lorentz-Indizes, die insofern me-
diumsperzifisch sind, als dass sie nicht auftauchten, wiirde man Lorentz-Indizes einzig auf
Vakuumstrukturen projizieren (s. Unterabschnitt .

Fiir die Beitrége aus dem Diagramm in Abb. erhélt man

6
I, (q) = g* Y W2 K (3.40)
=1
mit
W = Z Com2 Ly (3.41)
7=1

Die beitragenden Kondensate sind genau jene, die auch im Resultat in Gl. (3.38) auftauchen
(s. Tab. [3.1] - Im Gegensatz zu den Wilson- Koefﬁmenten aus Gl. welche sich aus drei
Summanden zusammensetzten, tragen zu W 2 zwei Summanden bel ein vakuum- und ein
mediumspezifischer Ausdruck. Dieser Unterschied liegt in der Berechnung der Diagramme
in Abb. begriindet [Pas84]. Wie im Abschnitt dargelegt, stammen Kondensate ent-
weder (I) von Diagrammen mit weichem Gluon von der dritten kovarianten Ableitung eines
nicht-lokalen Quark-Feldes oder (II) von einem an das gluonische Hintergrundfeld koppeln-
den Quark-Propagator. Im Fall (I) liefern Lorentz-Projektionen der Strukturen mit drei oder
vier Lorentz-Indizes (: gI'D, D, Dyq :) mit I' € {1,7,}, deren Indizes entsprechend iiber drei
oder vier dufsere Impulse ¢ abkontrahiert sind, endliche Beitrige. Im Fall (II) jedoch ver-
schwinden die dquivalenten Strukturen (: gI'D,G, q :) mit {iber ¢ abkontrahierten Indizes
ufgrund der Anti-Symmetrie des Gluon-Feldstiarketensors G,5. Deshalb treten in Tab. [3.4]
fiir L 2 nur zwei verschiedene Eintriige mediumspezifischer Strukturen auf, womit auch die

Beltrage fiir j = 3 entfallen. Beide Anteile der Wilson-Koeffizienten, CZ 2 und ijm, sind
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Tabelle 3.4: Liste der Koeffizienten Cg’wz und LZ’W.

05711)2 L%wz
1 j=1 7] =2 j=1 7] =2
I — ¢ 11 Y LG
3 (g2 — M2)2 @ — M? 9 (g% — M?)3 02
2 1 (vg)?
2 0 - - 2_4
9 (q2 — M2) 02
5 0 2 M _ (wa)
3 (2 — M2)3 02 )
11
4 3 96 L ¢ - 4(“]2)
q 9q v,
5 21 _ 2 _ 4(UQ)
9 ¢b v2

in Tab. 3.4 notiert.

Diagramme mit hartem Gluon

Resultate der Berechnung von Diagrammen mit hartem Gluon-Propagator (s. Abb.
lassen eine zum Fall mit weichem Gluon analoge Aufspaltung zu:

0., (¢) = ¢° i Wit Kl (3.42)
i=1
mit
Kl = 4K(h]1)i - 3K3A)i ; (3.43a)
W = 22: ol L (3.43b)
j=1

wobei x = 1, 2. Dabei liefert HEI die Beitrige zu dem Diagramm in Abb. und Hl,; zu dem
Diagramm in Abb. 3.5b Die Kondensate treten aufgrund der Projektion der Farb-Indizes
(s. GL (3-36)) immer in der festen Kombination (3.43a) auf, wie bereits in [Koi93,Dru02]
beobachtet wurde.

In den Resultaten zu den Diagrammen mit hartem Gluon enthalten 24 unabhéngige Kon-
densate, die getrennt nach den beiden Farb-Strukturen mit 1 und den Generatoren t4in
Tab. aufgelistet sind. Diese Kondensate sind alle nach [Tho07] existierende Vier-Quark-
Kondensate, deren komplette Klassifizierung erstmals in [Tho07]| vorgenommen wurde. Das
zwolfte Kondensatpaar (: G757 qQ07“Q :)eavowt®, (2 §y57 1 qQo"“tAQ )envewv® taucht
fiir m — 0 nicht auf, da der zugehdrige Wilson-Koeffizient fiir diesen Grenziibergang ver-
schwindet. Die von ¢ = 1 bis 11 notierten Kondensate, die nicht in den Resultaten fiir
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Tabelle 3.5: Liste der Kondensate K&)i und K(htA) i die im Resul-
tat fiir Diagramme mit hartem Gluon vorkommen.

J Ky, K

1 (- 19QQ ) (: ¢t*qQt*Q :)

2 (- 7na@v"Q ) (: rttqQy Q)

3 (:G0,p0Q0""Q ) (: GoupttqQoPtQ :)

4 (@@ ) (: Prs 1t qQys7 14 Q )

5 (- 7759Q75Q 2) (: qyst?qQystQ <)

6 { q@PaQyQ ) /v? (: gpttaQpttQ o) /v

7 (: 70799Q0""Q ) guwvovp/V?  (: G0t qQ0" tAQ 1) guvov, /v
8 (: 15 PaQs¥Q =) /v* (: g5t qQysptiQ =) Jv*

9 {(qhQQ:) (: gpttqQt1Q :)

10 (- qqQ¥Q ) (: ¢t*qQpt Q2

11 (:q07qQ757"Q Deavowt®™ (- 07t qQV57" 11 Q e avowv®
12 (317"9Q0°“Q Neawowt®  (: 1157 11 qQ07tAQ e qvounv®

pseudoskalare Qg-Mesonen auftreten, sind Teil der Ergebnisse fiir die chiralen Differenzen
P —Sund V — A. Im Gegensatz zu den Kondensaten aus Diagrammen mit weichem Gluon
K}, die aus Quark-Feldern sowohl nur leichter Quarks als auch gemischt, schwerer und
leichter Quarks bestehen, beinhalten die Kondensate aus Diagrammen mit hartem Gluon
Kih immer Quark-Felder schwerer und leichter Quarks.

Die nicht-verschwindenden Wilson-Koeffizienten I/ViP’hl und WiP’hQ sind in Anteile zerlegt
in den Tabmn. und aufgefiithrt. Dabei treten nur zwei mediumspezifische Eintrage Lf;’hl

auf, weil die Projektion von héchstens zwei Lorentz-Indizes vorgenommen werden muss.

Nachfolgend wird das exakte Ergebnis fiir die Diagramme in Abb. mit Fierz-transfor-
mierten Vier-Quark-Kondensaten angegeben. Die Resultate fiir Diagramme mit weichem
Gluon lassen sich ebenso durch Fierz-transformierte Kondensate ausdriicken. Darauf wird
hier aber verzichtet, da sich fiir die Rechnung keine Vorteile ergeben. Im Gegenteil, durch
die unumgingliche Einfiilhrung von Vier-Quark-Kondensaten mit der 1 als Farb-Struktur,
neben solchen Farb-Singulett-Strukturen, fiir welche die Farb-Indizes der Quark-Felder {iber
die Generatoren ¢4 absummiert sind, wiirden die Ergebnisse sogar umfangreicher. Die Fierz-
Transformation l&sst sich hier erst nachtriglich anwenden, wohingegen die Rechnung fiir
Diagramme mit hartem Gluon die Darstellung mit Fierz-transformierten Kondensaten nahe

legt (s. Abschnitt [3.2).

Die Ergebnisse mit Fierz-transformierten Kondensaten sind mit {iberstrichenen Symbolen
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Tabelle 3.6: Liste der Koeffizienten Cg’hl und ij’hl.

C{;}hl Lf],hl
¢ Jj=1 j=2 j=1 j=2
11 24 M? 1
1 (et v 0 1
9¢° \ (¢ = M?)* ¢
11 2 _oM? 1 1 1 1 1 vq)?
2 o q2 e T3 T0R 2 \ (2 nz T 7 1 q2_4(q2)
36 g% \ (¢> — M?)?2 ¢ 108 ¢ \ (¢> — M?)?2 ¢ v
2 2 2
g Ll faA2M 1N 1 1 3 1 2, (va)
36 q2 (q2 _ MZ)Q q2 108 q2 (q2 _ M2)2 q4 1}2
11 1 1
5 |5 1+ 0 1
9q2 <q2 _M2 + q2>
11 1 1 (Uq)2
6 0 _ = 2_y
27 ¢ <<q2 —aee q4> T
11 1 1 (vq)2
8 0 — = = 2_ 4y
27 ¢ <<q2 —ae q4) e
9 0 2 M (vq)
9¢2(q2 — M?)2 02
1 M
10 0 1 (vq)
9 (¢ = M) o
1 M (vq)
11 0 o
18 q2(q2 _ MQ)Q 1)2
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Tabelle 3.7: Liste der Koeffizienten C’g’hz und ij?hz.

C£7h2 Lf;hQ
1 j=1 j=2 j=1 j=2
1 1
1 - 0 1 —
9 ¢%(q% — M?)
1 1 1 1 vq)?
2 1R2(2 _ A2 TR A2 2 1 q2—4( 2)
18 ¢%(¢* — M?) 54 q*(q? — M?) v
1 1
3 1 .
18 (¢ — 1) '
1 1 1 1 2
4 5 il 1 q2 . 4(UQ)
18¢2(¢> — M?%) 54 q*(q? — M?) v?
1 1
5 0 1 -
9 ¢%(q% — M?)
2 1 (vq)®
6 0 Bl — 2_y
27 q*(q? — M?) 1 v?
2 1 (vq)?
8 0 s - — 2_y
27 ¢ (? = MP?) T
1 M
9 0 S — - (vq)
9q*(q? — M?) v?
2 M (vq)
10 0 s -
9 q*(q? — M?) v?
1 M (vq)
11 0 - _
18 ¢*(q* — M?) v?
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. —=h .. .
Tabelle 3.8: Fierz-transformierte Kondensate K, , die im Resul-
tat fiir Diagramme mit hartem Gluon vorkommen.

; K"

7

—_

(: @¢*QQt"q :)

(: Q@Y tq )

(: qo,t*QQo " tq )

(: st QQYsY 4 o)

(: gt QQstAq 2)

(: ot QQpt"q ) v

(: o7 t1QQ0"t4q 1) guuvovp /02
(: (s Pt QQsPtq :) /v

(: ¥t QQt"q :)

(: ' QQptq )

(: g0t QQV57" 11 )€ avowv®
(: 57"t QQ07tq e qyouwt®

© 00 N O Ut e W N

—_ = =
N = O

analog zu Gl. (3.42) notiert:

12

M, (g Z Wt K (3.44)

=1

mit
2 —P,hy =P,k
_N T (3.45)
j=1

mit der Definition von ﬁgm, z = 1,2 und den Wilson-Koeffizienten Wf’hz wie in Gl. (3.43b).

Die Tab. umfasst alle moglichen zwolf Fierz-transformierten Vier-Quark-Kondensate

Fﬁl mit den Generatoren t als Farb-Struktur, die wie gefordert Dirac- und Lorentz-Skalare,
Farb-Singuletts und invariant unter Paritits- und Zeitumkehr-Transformation sind [Jin93|
Tho08§].

Die nicht-verschwindenden Wilson-Koeffizienten WZP M nd WZP’M sind nach Anteilen zer-
legt in den Tabn. [3.9 und aufgelistet.
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P,h

Tabelle 3.9: Liste der Koeffizienten 65—’}“ und L. .

L]

éfj’hl Koeffizient ffj’hl
) j=1 j=2 j=1 j=2
1 1 1 11 1 1 (vq)?
3 = =) = = 1 2y
4<(q2—M2)2+q4> 12 ¢ <(q2—M2)2+q4> ! v?
M2
4 0 1 -
q2(q21— M?2)? 1
5 — 0 1 -
(= )
: . 111 1 o,
3¢ \(2—M2)2 " ¢ 02
1 (vq)
11 0 —= — —
2 (¢ — MP)? v
12 0 SE - )
2 q2(q2 — M?)? 02
. . fp,hg fP,h,Q
Tabelle 3.10: Liste der Koeffizienten C;; ~ und L;; .
6Z~7h2 ij,hz
? j=1 j=2 j=1 j=2
1 1 1 2
3 1 1 ¢ — 4(7“1)
(> = M?)  6q*(¢* — M?) v?
2
b} 0 1 —
2 ) 2
2 1
3= M) 2
1 M (vq)
11 0 —— — —
2 (¢ — 0P?) 2
12 0 S — )
2 (@ — 0P o2
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(a) (b)

Abbildung 3.10: Diagramme, die zur SQME des Vier-Quark-Kondensates mit zwei schwe-
ren Quarks (QQqq) beitragen: Diagramme mit (a) leichtem Vier-Quark-
Kondensat und (b) gemischtem Quark-Gluon-Kondensat der Massendimen-
sion 7.

3.3.2 Resultat mit Schwer-Quark-Massen-Entwicklung

Mit Kondensaten schwerer Quarks wird im Fall von Q¢-Mesonen sehr unterschiedlich umge-
gangen. Fiir Vier-Quark-Kondensate ergeben sich drei denkbare Ansétze.

(I) Die einfachste Variante vernachlissigt alle Beitrige mit Kondensaten, die Feldopera-
toren schwerer Quarks enthalten.

Diese Ergebnisse lassen sich im néchsten Schritt zur Auswertung der Summenregeln mithilfe
der Grundzustandséittigungshypotheseﬂ umformen, welche die Faktorisierung von allgemei-
nen Vier-Quark-Kondensaten in Produkte von Zwei-Quark-Kondensaten erlaubt.

() Eine weitere Moglichkeit besteht darin, die SQME fiir das Vier-Quark-Kondensat vor-
zunehmen.

Dabei sind fiir Kondensate mit zwei schweren und zwei leichten Quark-Feldern die Dia-
gramme in Abb. von Bedeutung. Das Resultat des Diagramms in Abb. fiir das
Vier-Quark-Kondensat Kj” aus Tab. findet sich bereits in |Gen84b|. Fiir alle iibrigen
Vier-Quark-Kondensate mit zwei schweren Quarks aus dem vorangegangenen Unterabschnitt
sind die Beitrige zur SQME bis zur Massendimension 6 im Anhang [C| aufgelistet. Zur
numerischen Auswertung der Summenregeln dieser Variante kann auch die Grundzustandsét-
tigungshypothese zur Faktorisierung der in inversen Quark-Massen entwickelten Vier-Quark-
Kondensate verwendet werden.

(II) Die dritte Variante im Umgang mit schweren Quarks vertauscht die Methoden der
Variante [(TN)]

Faktorisiert man zuerst die Vier-Quark-Kondensate des exakten Resultats und wendet da-
nach die SQME an, erhélt man von@verschiedene Ergebnisse. Das auftretende Zwei-Quark-
Kondensate von Feldoperatoren schwerer Quarks wird dabei der SQME geméf GI.
unterzogen. Hat man Zugang zu den numerischen Werten fiir die exakten Vier-Quark-
Kondensate ist in und @] von einer Faktorisierung abzusehen. Die damit erwarteten

’In der Literatur, z.B. [Shi79}|[Pas84,[Nar04|, wird die vacuum saturation hypothesis diskutiert. In dieser
Arbeit wird jedoch nicht nur der QCD-Vakuumgrundzustand betrachtet, sondern ebenso der Medium-
grundzustand. Die Formulierung ,Grundzustandsittigungshypothese* [Jin93| ist daher besser geeignet.
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Tabelle 3.11: Liste der Koeffizienten Cg.

P
i j=1 j=2 j=3
P S S PR LSRN S S B
3 (q2 _ M2)2 q2 — M2 (q2 _ M2)2 9 (q2 _ MQ)S 3 (q2 _ M2)4
) 0 218
9 (q2 _ M2)3 3 (q2 _ M2)4
3 0 2 M8 M
3(? M2 3(¢° - M)

Ergebnisse bleiben von den Schwierigkeiten im Zusammenhang mit der Faktorisierung un-
beriihrt.

Beriicksichtigt man ausschlieflich die Vier-Quark-Kondensate, welche keine Felder schwe-
rer Quarks enthalten, tragen drei Kondensate zum exakten Ergebnis fiir Q¢-Mesonen bei.
Diese Kondensate stammen aus der Evaluierung von Diagrammen mit weichem Gluon. Die
Kondensate aus den Diagrammen mit hartem Gluon tragen zu nicht bei. Diese enthal-
ten immer Felder sowohl schwerer als auch leichter Quarks, da (bildhaft gesprochen) bei
der Kondensation beide an den Mesonstrom koppelnden Quark-Propagatoren (des schweren
und des leichten Quarks) zerschnitten werden. In der Notation wie im Unterabschnitt
tragen die Kondensate K;’ mit 7 = 1,2,3 aus Tab. bei Vernachlassigung der schweren
Kondensate bei. Das Ergebnis wird fiir beide Diagramme aus Abb. wie folgt notiert:

3
HE)(Q) =g Z WiP K (3.46)
=1
mit
3
P P rP
j=1

Die Koeffizienten Lf;-,

sate tragen, sind identisch mit den entsprechenden L%uu in Tab. . Fiir die iibrigen Anteile
der Wilson-Koeffizienten, welche in Tab. aufgelistet sind, gilt Cil; = C’;’wl + Cg’w.

Wihlt man diesen Umgang mit den Vier-Quark-Kondensaten, reduzieren sich die Anzahl
der zum Resultat beitragenden Terme. In der Literatur wird zudem lediglich der Vakuum-
beitrag mit der faktorisierten Form von K, d.h. (gq)?, zur Auswertung der Summenregeln
herangezogen [Hay04]. Im Gegensatz dazu ermoglicht diese Arbeit eine Behandlung der Sum-
menregeln von (Qg-Mesonen, welche Medium-Abhéngigkeiten enthélt und schwere Quarks
nicht einfach aufer Acht ldsst, sondern diese in Form der SQME beriicksichtigt.

welche die Strukturen der Projektion der Lorentz-Indizes der Konden-

Das Resultat fiir den Strom-Strom-Korrelator von QQg-Mesonen mit SQME der Vier-Quark-
Kondensate @ ldsst sich fiir die Beitrage von Diagrammen mit weichem und hartem Gluon
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Tabelle 3.12: Liste der Kondensate Ky, ;, die im Ergebnis mit der SQME vorkommen, und
der resultierenden SQME-Koeffizienten M;.

7 K M;
2 ¢? w2 1
1 N T TE —_ log — + =
(: gy qu:cmu a5 :) 3(4W)2<0gM2+2
_ _ 2 ¢° w1
2 s gt tAq, ) /02 —— log — + —
(: qu:Qf¢ qr )/v 3(4F)2<0gM2+3
- - 4 92 MQ 1
3 :qtt tAqy —— log =— — =
(:q qu:qué a5 :) 3 (anp? (ogM2 .
- - 92 g2 N? 1
4 : viA N T —— log — + =
{ zf:qw Qf;Qf'Yu ap <) 3(4W)2<0gM2+2
- ~ 2 92 /’L2 1
5 : tA / tA 7oL 2 — = 1 — —
( zf:QW szf;qw qr :)/v 3(4W)2<0gM2+3
Tabelle 3.13: Liste der Koeffizienten C};Lij.
Cﬂ,z’j
1 j=1 j=2 j=3
11 M? 1 11 1 1\?
1 T 0.2 2 g T 3 2 2 st 5 0
9¢* \(¢* — M?)* ¢ 20¢° \¢* = M? ~ ¢*)
2 0 11 L + L 0
27q2 q2_M2 q2
4 M 1 2
3 0 — 0
9¢%(¢? — M?) <q2 M2+q2>
11
4 11 11 81
3q 9 q° 3q
5 21 81
9 ¢ 3¢5
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als folgende Summe schreiben:

5
iy (g) = iy (a) + 67 Z Wir: Mi K (3.48)
i=1
mit
3
Wj\ljf,z‘ = Z Czlif,ij L1;4,ij 5 (3.49)
j=1

wobei das tiefgestellte M die Verwendung der SQME symbolisiert. Dieses Ergebnis erwei-
tert das Resultat aus um fiinf Beitrdge mit Kondensaten Kz ;, welche nach der inversen
schweren Quark-Masse entwickelten wurden. Diese fiinf nicht-verschwindenden Ky ; sind in
Tab. aufgefiihrt, zusammen mit den im MS-Schema berechneten Koeffizienten M; aus
jener Entwicklung. Die Kondensate Ky ; mit ¢ = 1,2,3 stammen von der SQME der Kon-
densate K (h]l)l fiir | = 2,6, 10 in Massendimension 6 (s. Anhang|C|) und sind (zufalligerweise)
identisch mit K" aus dem Ergebnis Hg). Die Kondensate Ky 4 und Ky 5 resultieren aus der

Entwicklung der Kondensate K}’ und Kg’. Der Wilson-Koeffizient Wj\lj“ lasst sich in zwei

Anteile zerlegen. Der Koeffizient Ll]TM ; entspricht ij’wl aus Tab. ohne die Eintrage Lg’wl
e .. . . P . . P _ ~Ph P,h

mit ¢ = 1, 2, 3. Fiir die Koeffizienten CM,ij in Tab.|3.13|gilt CM’I(Q’?))]. =C) ! Y +C,2

2(,6,10 2(,6,10);
und CJP\)/I, a(3) = Cf(’j;)lj + Cf(’f;fj. Im Gegensatz zum Resultat der Variante |(I)| bezieht HFH)

die Beitrage schwerer Quarks in fithrender Ordnung der SQME ein. Die Evaluierung der
Summenregeln von QQg-Mesonen basierend auf diesem Ergebnis erweitert die bis heute un-
tersuchten Summenregeln fiir D-Mesonen [Hay00,/Hay04,|Nar05}, Hil09,Nar12].

Grundlage der Faktorisierung von Vier-Quark-Kondensaten ist die Grundzustandsétti-
gungshypothese, welche besagt, dass beim Einfiigen eines vollstdndigen Satzes von hadroni-
schen Figenzustédnden in das Vier-Quark-Kondensat einzig der Grundzustand einen relevan-
ten Beitrag liefert. In [Shi79] wird der Beitrag des leichtesten hadronischen Zustandes, des
Pion-Zustandes, auf 1/20 des Grundzustandsbeitrages beziffert. Das Vier-Quark-Kondensat
faktorisiert damit in zwei Grundzustandserwartungswerte von zwei Quark-Operatoren. Da-
bei ist zu beachten, dass im Medium zwei verschiedene Zwei-Quark-Kondensate existieren,
(: gq :) und (: gvq :), wobei letzteres nach der Projektion der Lorentz-Struktur in der
Form (: gyq :)v”/v? in die Summenregeln eingeht. Formeln fiir die Faktorisierung, wie sie
in dieser Arbeit bendtigt werden, finden sich bei [Jin93] fiir Kondensate mit einer und zwei
Quark-Sorten, wobei die letzteren sowohl fiir Kondensate in Standardnotation als auch fiir
Fierz-transformierte Kondensate angegeben sind. Die in diesem Unterabschnitt benutzten
Faktorisierungen sind:

(a0QrQ ) = 1] (90 QQ T [11] Trp )

+ (: qq 1) (: QyuQ :)Trp [T1] Trp [y*To]
+ (gy*q ) QQ ) Trp [y*T'1] Trp [[o]

@ ) QuQ )T [T Trp [T} (3.50a)
(: qL1t*qQTt*Q ) = 0, (3.50b)
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3 OPE der Massendimension 6

Tabelle 3.14: Liste der faktorisierten Kondensate KX wobei nicht-verschwindende Beitriige
allein fiir ¢ = ¢y bzw. ¢y = gy auftreten.

i K i(= KP) unfaktorisiert Kok

U K = KY = ot amtte ) 2|20 a09? - apa 2]

2 Ku, = K§ = (apt'ey_ qpfties o)/ %[< qq :)* + (- apq :>2/v2}
VK=K = Gt Dot ) 2t a0 ata)

4 qu’Y t szqw%t qp :) —% [2<' arar )° — (: arvay :>2/v2}

MM

5 Z arpt’ay Z Qs )

[ qrqy )"+ Gryay 1>2/02}

Tabelle 3.15: Liste der faktorisierten Kondensate K] k.

i K{,), unfaktorisiert K]fak

1 K(h]l)l = (: qqQQ ) (1qq:)(: QQ )

2 Klyo = (: 07" qQ7.Q ) (: @pa ) (: QpQ ) /v°
3 Kliye = G apaQpQ ) /v* G apa ) (- QPQ ) /v°
4 K)o = (- q$aQQ :) (: @pa )(: QQ 1)

5 K(h]1)10 = (- 4qQ¥Q ) (-qq:)(: QpQ )

Tabelle 3.16: Liste der Kondensate Kﬂaflfi, die im Ergebnis mit faktori-
sierten Kondensaten und anschliefender SQME vorkom-
men, und der resultierenden SQME-Koeffizienten M2k

i K, Mk

1 (:qq:)° 1

2 (: gpq )* /0 1

3 (- aq ){(@¥q ) 1

4 (qg:)*(:G*:)*  —g?/487’M
5 (qpa(:G*:)  —g*/48n°M
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3.3 Pseudoskalare Qq-Mesonen

(arittaalstte ) =~ { (g ) Tep [0
T (s g ) @y ) (Trp [T17#T] + Trp [T Ta))
+ ( @vuq 9 g ) Trp [V T17 T } , (3.50¢)

wobei I'1 und I'y die Dirac-Strukturen der Kondensate bezeichnen. Die Vier-Quark-Konden-
sate zweier Quark-Sorten mit iiber den Generatoren t4 abkontrahierten Farb-Indizes ver-
schwinden, weil bei der Faktorisierung Spuren iiber die einzelnen Generatoren der Vier-
Quark-Kondensate auftauchen, Trc[t4] = 0. Die faktorisierten Resultate der Variante
und erhélt man durch Ersetzung der unfaktorisierten Kondensate K bzw. K ; mit

Kifak aus Tab. in den Gln. und .

Die dritte Variante , die Kondensate mit Feldoperatoren schwerer Quarks zu behandeln,
benutzt zuerst die Faktorisierung. Fiir die Kondensate aus den Diagrammen mit weichem
Gluon benutzt man die Eintrige Kz-fak mit ¢ = 1,2, 3 aus Tab. Die Kondensate K}’ und
K? des exakten Resultates verschwinden ebenso wie die in Tab. aufgelisteten Konden-
sate KhtA)i (s. Gl (3.50b))). Die Kondensate K(hﬂ)i aus Diagrammen mit hartem Gluon in
Tab. faktorisieren wie in Tab. notiert, in welcher ausschlielich die von Null verschie-
denen faktorisierten Kondensate aufgefiithrt sind. Die Anzahl der faktorisierten Kondensate
ist geringer als die Anzahl der Kondensate des exakten Ergebnisses, da diese zwei Quark-
Sorten enthalten, welche nur auf eine Weise ein Hermite’sches Operatorprodukt bilden, und
wegen der GL. .

Die Tab. enthélt zwei unterschiedliche Zwei-Quark-Kondensate mit Feldoperatoren
schwerer Quarks. Neben der wohlbekannten SQME fiir (: QQ :) wird die Entwicklung nach
der inversen schweren Quark-Masse M fiir das Kondensat (: Q7”Q :) benétigt. Diese Ent-
wicklung lésst sich analog zur GI. mittels der Gl. berechnen. Den Beitrag in nied-
rigster Ordnung o (: G2 :)/M erhilt man fiir den stérungstheoretischen Quark-Propagator
S mit A, Aufgrund des verschwindenden Impulsintegrals liefert die Ordnung 1 /M jedoch
keinen Beitrag zur SQME von (: Qv”Q :). Hohere Ordnungen werden in dieser Arbeit nicht
betrachtet, da die Massendimension der beitragenden Produkte von Kondensaten dim,, =7
iibersteigt.

Das Resultat fiir die dritte Moglichkeit im Umgang mit den schweren Quarks in Vier-
Quark-Kondensaten kann folgendermafsen notiert werden:

5
iy (q) = g° Y Wi M KR (3.51)

i=1

mit
5
P fak Pfak 5P, fak
Wi =Y Chret Lypas . (3.52)
j=1

Die beitragenden faktorisierten und nach 1/M entwickelten Kondensate K& sind zusam-

men mit den SQME-Koeffizienten MZ-fak in der Tab. aufgelistet. Die ersten drei Kon-
densate stammen von Diagrammen mit weichem Gluon. Da die K" mit ¢ = 1,2, 3 keine
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3 OPE der Massendimension 6

Tabelle 3.17: Liste der Koeffizienten C’M > mit der Notation

P fak

s =1/(¢*> — M?), die den Nenner

des freien Dirac- Propagators fiir das schwere Quark enthalt.

P fak
M,ij
i j=1 j=2 j= j=4 j=5
4 2 2 4 2 4 3 32 4 2 3 8 4
—— 3521 _ _— = = _—
578 L+ d's—d's’) 81° 97" 81° 97°
2 2 16 2 8
9 “2(1 2 4.2 4 3 10 4 43 % 4
578 L+ d's—d's") 81° 27° 8’1’ 97"
4 16
3 0 — Ms? —Ms* 0 0
o7 ® o7 ®
1 1
4 - (2q232 + 2) 0 0 0 0
q
5 0 LM + ! 0 0 0
M (e b
9 ¢? q?
Tabelle 3.18: Liste der Koeffizienten Ll;lf?;(
P,fak
M,ij
i j=1 j=2 j=3 j=4 ji=5
2
1 1 q2 _ 4(Uvq2) Lll:)éwl q2 _ 4(/1)1)(]2) Lgéwl
2
2 1 2 4(UQ) LP,’U}1 2 4('0(]) LP,’U}1
U2 13 ) ,UQ 23
5 (vq) (vq) ra (vq) o
V2 V2 V2
4 1 - - -
(vq)
5 _ _
U2
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3.4 Differenzen chiraler Partner

Feldoperatoren schwerer Quarks enthalten, ist keine SQME nétig und entsprechend gilt fiir
die resultierenden Koeffizienten Miﬁ“k = 1. Die Kondensate I(]f\“}[lf4 und K ff}l% ergeben sich aus
den Diagrammen mit hartem Gluon. Sie folgen aus der Evaluierung der Kondensate K 1fak
und K flfak aus Tab. und haben nach GI. 1} einen identischen SQME-Koeffizient.
Die Wilson-Koeffizienten lassen sich zerlegen, wobei der Lfv)’[f?;{ (s. Tab. @I) das Resultat
aus der Projektion der Lorentz-Indizes der exakten Kondensate vom restlichen Koeffizienten

C]F\)/}f?;{ (s. Tab. ) separiert.

3.4 Differenzen chiraler Partner

In diesem Abschnitt werden die Operatorproduktentwicklungen der Strom-Strom-Korrelato-
ren chiraler Partner untersucht. Im Allgemeinen bezeichnet man den Isovektor-Vektorstrom
j,Y = 1/_’7#7?@0 und den Isovektor-Axialvektorstrom ;ﬁ‘ = 7;75'Yu7?¢ als chirale Partner, da die-
se liber eine chirale Transformation miteinander verkniipft sind |[Leu09|. Gleichsam werden
skalarer und pseudoskalarer Strom als chirale Partner bezeichnet, genauso wie Hadronen,
welche an entsprechende Strome koppeln. Die hadronischen Anregungen, deren Quantenzah-
len beispielsweise mit den Quantenzahlen des Isovektor-Vektorstroms JZ¢ = 17~ und des
Isovektor-Axialvektorstroms J©¢ = 1+ iibereinstimmen, sind das p- und a;-Meson.

Die Ergebnisse von [Hill1| erweiternd sind in diesem Abschnitt die Vier-Quark-Kondensat-
beitrdge fiir Differenzen von Strom-Strom-Korrelatoren chiraler Partner angegeben. In den
Operatorproduktentwicklungen der Korrelatoren fiir Differenzen chiraler Partner entfallen
chiral-gerade Kondensate. Chiral-ungerade Kondensate — neben bestimmten Vier-Quark-
Kondensaten auch das chirale Kondensat — kénnen als Ordnungsparameter der spontanen
Brechung der chiralen Symmetrie SU(Ny)1, x SU(Ny)g aufgefasst werden. Die unabhéngigen
links- und rechts-héndigen Transformationenﬁ] lassen sich fiir die Wahl ©, = ©f = O%
(0, = —6f = 0%) als Rotationen im N -dimensionalen Raum der Quark-Sorten

Y — ) = e O Y & (1 — DOt ¢ (3.53)

mit den Generatoren t* der SU(Ny) (mit impliziter Summation iiber a) und I' = 1 (I' = 3)
als Vektor(Axial)-Transformation schreiben [Hill2a]. Die O, sind dabei NJ% — 1 infinitesi-
male Rotationsparameter. Fiir masselose Quarks ist die QCD-Lagrange-Dichte unter bei-
den Rotationen invariant. Die zugehorigen (klassisch) erhaltenen Strome sind der Vektor-
und der Axialvektorstromﬁ. Allerdings spiegelt das Massenspektrum der Mesonen die chi-
rale Symmetrie nicht wider. Die Massen chiraler Partner, wie jene des Vektormesons p
und des Axialvektormesons aj, sind nicht entartet sondern unterscheiden sich erheblich:
my, = (775,49 £ 0,34) MeV zu mg,, = (1230 + 40) MeV [Ber12|. Die Mischung von Vektor-
und Axialvektorstrom unter der Axial-Transformation, welche einen nicht-verschwindenden
Grundzustanderwartungswert anzeigt, wird daher als spontane Symmetriebrechung interpre-
tiert [Leul0].

3Die Grofien Of r sind die Rotationsparameter der Transformationen ¢L.g — YL, r = e‘iei,RtGwL,R,
wobei ¢r, = %(1775)1/1 (Yr = %(1+’y5)1/)) der linkshéndige (rechtshindige) Spinor ist. Es gilt ¢ = ¥r,+9r.
‘Der Axialvektorstrom ist aufgrund einer Quantenanomalie nicht erhalten [Pes95|. Betrachtet man das
Matrixelement des schwachen Pion-Zerfalls erkennt man, dass aufgrund der geringen Pion-Masse der
Axialvektorstrom jedoch anndhernd erhalten ist [Koc97|. Daher wird er als partially conserved current

bezeichnet.
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3 OPE der Massendimension 6

Fiir nicht-verschwindende Quark-Massen ist die chirale Symmetrie explizit gebrochen, da
der Massenterm der QCD-Lagrange-Dichte )Mt nicht invariant unter der Axialtransfor-
mation ist. Obwohl Strome, die mit Mesonen schwerer und leichter Quarks verkniipft sind,
weder erhalten noch mit einer Symmetrietransformation assoziiert sind, mischen sie unter
Vektor- und Axialtransformation, wenn man sich auf den Anteil leichter Quarks beschrinkt.
Der Vektorstrom transformiert sich wie folgt [Hilll]:

j}Y?T — Qz’}/,LLTw —_ jLV’T = j:{’T + iTZF’}/ﬂ@a[ta, T]¢, (354)

wobei man das Resultat mit +(—) fiir die Vektor(Axial)-Transformation erhélt und 7 eine
Matrix im Raum der Quark-Sorten ist. Im Fall von drei Quark-Sorten ¢ = (1,2, 3)"
mit einem schweren Quark (v3) ldsst sich die Transformation durch die Wahl ©, =
(©1,09,03,0,...,0) und 2t* = A* (Gell-Mann-Matrizen) die chirale Transformation auf
den leichten Quark-Anteil (11, 9) beschrinken. Eine solche Transformation lasst auch die
zugehorige QCD-Lagrange-Dichte invariant. Wihlt man speziell 7 = (A* + i)\%)/2, womit
sich der Vektorstrom geméf [Hilll]

VLT 7y IV, T VT i n . -
Gi T = nets — T =507 = 5 (O3 Tyutts + (O1 +102)ual s (3.55)

transformiert, erkennt man die Mischung von Vektor- und Axialvektorstrom fiir die Axi-
altransformation mit I' = 75. Analoge Ausdriicke erhélt man fiir die Stréme skalarer und
pseudoskalarer Qg-Mesonen. Die Massenaufspaltung zwischen chiralen Partnern der Me-
sonen, die aus einem leichten und einem schweren Quark bestehen, muss also analog zu
Mesonen leichter Quarks [Hil12b| durch Ordnungsparameter der spontanen chiralen Symme-
triebrechung bestimmt werden, die durch das chirale Kondensat und die in diesem Abschnitt
aufgelisteten Vier-Quark-Kondensate gegeben sind.

3.4.1 Der Fall P -S

Die exakten Ergebnisse fiir die Differenz der Strom-Strom-Korrelatoren aus pseudo-skalarem
und skalarem Strom sind tabellarisch angegeben. Die zu den Ergebnissen fiir pseudo-skalare
Mesonen analoge Darstellung der Resultate erméglicht im Folgenden die Listen der auftre-
tenden Kondensate in den Tabn. [3.1] [3.5] und [3.8] aus Abschnitt [3.3] zu benutzen.

Diagramme mit weichem Gluon

Die Ergebnisse fiir das Diagramm in Abb. haben folgende allgemeine Form:

6
M 5(g) =g* Y W5 K (3.56)
=1
mit
3
Wip_s,wl _ Z Cg_s’“’l ij—s,wl ' (3.57)
j=1

Das Resultat reduziert Gl. (3.56) enorm, da in der chiralen Differenz zu den Ergebnissen
fiir Diagramme mit weichem Gluon einzig das Kondensat K¥ = (: g1t4q Zf q_fﬁtAqf :) bei-

trigt. Der zugehorige Wilson-Koeffizient Wif_s’wl, zerlegt nach C’Z,lfj_s’wl und ng_s’wl, findet
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3.4 Differenzen chiraler Partner

Tabelle 3.19: Liste der Koeffizienten C’Z_S’wl und ij_s’wl.

Cg—s,wl ij—s,’w1
5 0 8 M 16 M  (vg) (vg) 2 (vq)?
3(¢2— M2)3 3 (2 — M2)* 02 2 2

Tabelle 3.20: Liste der Koeffizienten C’Z_S’wz und ij—s,wg.

CiP;—S,wQ LZ—S,UJQ

) j=1 j=2 j=1 453=2
4 M
3(q? — M?)3 v2

sich in der Tab. Die auftretenden Elemente von ng_s’wl sind mediumspezifisch und

stammen von der Projektion eines Lorentz-Index bzw. dreier Lorentz-Indizes.

Fiir die Beitrége aus dem Diagramm in Abb. erhélt man

6
HS];S(Q) _ 92 Z WiP_S’wz sz (3.58)
=1
mit
2
-5 2 3 s pse 359
j=1

Im Gegensatz zu dem Wilson-Koeffizienten aus Gl. ([3.56)), welcher sich aus zwei Summan-
den zusammensetzt, trigt zu I/ViP_S’w2 ein Summand bei, weil die Berechnung von Hg;s
aufgrund der Anti-Symmetrie des Feldstirketensors keine Projektionen von mehr als zwei
Lorentz Indizes erfordert. Beide Anteile des Wilson-Koeffizienten, Ct: 2 und ng_s’w, sind

37
in Tab. notiert.
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3 OPE der Massendimension 6

Diagramme mit hartem Gluon

Die Resultate zu den Diagrammen mit hartem Gluon lassen sich auch im Fall P — S wie im
Unterabschnitt zerlegen:

12
_ —S,hg
M S(g) =g* Y W " K] (3.60)
=1
mit
KM= 4K(h]1)i - 3K85A)i’ (3.61a)
2
P—S,hq P—S,he 7 P—S,ha
W) - Z C;. Ly, : (3.61b)
j=1

wobei z = 1,2. Dabei liefert Hl}j_s die Beitrige zu dem Diagramm in Abb. und Hg_s
zu dem Diagramm in Abb. . Aufgrund der Projektion der Farb-Indizes (s. GL )
treten die Kondensate immer in der festen Kombination auf.

Die nicht-verschwindenden Koeffizienten VVZ-P*S’h1 und VVilLs’h2 sind in Anteile zerlegt
in den Tabn. und aufgefiihrt. Dabei treten auch hier nur zwei mediumspezifische
Eintrige Lgﬁ 1 auf, weil die Projektion von hochstens zwei Lorentz-Indizes vorgenommen
werden muss. Dies ist aber nicht demselben Grund wie dem fiir LE;_S’MQ geschuldet, sondern
resultiert aus den Dirac-Spuren. Tragen die Elemente der Clifford-Algebra (I'y und I'e in
GlL. ) zusammen drei oder vier Lorentz-Indizes, sorgen die Spur-Resultate fiir die Kon-

traktion von mindestens zwei Indizes.

Die Ergebnisse fiir die Diagramme in Abb. [3.5|mit Fierz-transformierten Vier-Quark-Kon-
densaten werden mit {iberstrichenen Symbolen analog zu Gl. (3.60]) notiert:

12
—P-§ —P_S8.hy —h
0, (0)=¢>> W, " K/, (3.62)
1=1
P—S,h 2 P—Sh, —P-Sh
j=1
mit ﬁix_s = ﬁix — ﬁzw, x = 1,2. Die nicht-verschwindenden Wilson-Koeffizienten WZP —Sh

und Wffs’h{‘) sind nach Anteilen zerlegt in den Tabn. und m aufgelistet.

Die Tabn.[3.23 und erscheinen umfangreicher als die Resultate in nicht-Fierz-transfor-
mierter Schreibweise in den Tab. und allerdings tragen in den kombinierten Re-
sultaten ﬁl;?l_s + ﬁl,: ® neun Kondensate und in lel_s + Hl,;_s zehn Kondensate bei, da die
Wilson-Koeffizienten der {ibrigen Kondensate verschwinden.
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3.4 Differenzen chiraler Partner

Tabelle 3.21: Liste der Koeffizienten CE-_S”“ und ij_s’hl.

Cgfs,hl ijfs,hl
i j=1 ji=2 j=1 j=2
2 24 M2 1
1 = ¢+ + = 0 —
9¢* \ (¢ — M?)* ¢
1 1
5 2P + p 0 1 —
2 M
10 O - N @
9 q2(q2 _ M2)2 fU2
1 M (vq)
11 0 S — —
9 q2(q2 _ M2)2 U2

Tabelle 3.22: Liste der Koeffizienten Cgfs’hz und ijfs’h?

05_87h2 L’Z—S,hg
i j=1 j=2 j=1 j=2
2 1
1 — 0 1
9 2(¢2 — M?)
1 1
3 — 0 1
9 2(q2 — M?)
2 1
5 — 0 1
9q%(q? — M?)
10 0 4 M (vq)
9q( — 01?) 02
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3 OPE der Massendimension 6

Tabelle 3.23: Liste der Koeffizienten ég_s’hl und ZZ_SJ“.

65-_8’]11 Koeffizient ZZ—SM
1 1
1 — 0 1 —
((qQ _ M?Q + q4>
M
2 0 1 -
P VP
1 1 1
3 — — 0 1 —
()
M2
4 0 1 .
q2(q21_ M?2)2 1
5 — 0 1 —
(= + )
9 0 M (vq)
72 (¢? ]\—4M2)2 (02)
vq
10 0 _———— -—
2 (q® — M?)? 02
11 0 _EL @
2q2(q2 — M?2)2 02
1 M (vq)
12 0 -—-
2 (2 — M?)? 02

Tabelle 3.24: Liste der Koeffizienten éfj_s’hz und fg_s’hz.
éfj—s,hz ZZ—S,hQ
) j=1 7] =2 j=1 453=2
2
1 —_— 0 1 _
7*(q? 3 M?)
3 —_— 0 1 -
q2(q22— M?)
5 _ 0 1 —
A~ 217)
9 0 M (v
q4(qj\[ M?) v?
10 0 a(.2 2 o (02)
g (g —MM ) v
11 0 —_——— — m
2¢*(¢* — M?) v’
19 0 1 M B L))
2q*(¢* — M?) v’
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3.4 Differenzen chiraler Partner

Tabelle 3.25: Liste der Koeffizienten C’Z-\J/-_A’w1 und L?;-—A’“”.

V-A, V-A,
C,LJ w1l L,Lj w1
1 j=1 J=2 J = j=1 j5=2 7=3
3 o ®_M 64 M () (v) (> (v9)
3 (2 — M2)3 3 (2 — M2y ) 2\ )

342 Der FallV - A

Die exakten Ergebnisse fiir die Differenz der Strom-Strom-Korrelatoren aus Vektor- und
Axialvektorstrom sind wie im Unterabschnitt tabellarisch angegeben. Die Listen der
auftretenden Kondensate in den Tabn. [3.1] und aus Abschnitt sind fiir die Re-
sultate im Fall V — A heranzuziehen, weil eine Notation in analoger Weise zur Notation fiir
den pseudo-skalaren Fall auch hier moglich ist.

Diagramme mit weichem Gluon

Das Resultat fiir das Diagramm in Abb. hat somit folgende allgemeine Form:

6
My M) =g Y W4 Ky (3.64)
i=1
mit
3
Wl-V_A’wl _ Z Ci\]/"—A,wl L?;_A’wl. (3.65)
j=1

Wie im vorangegangenen Unterabschnitt ist WFY AU der einzige nicht-verschwindende
Wilson-Koeffizient. Aufgespalten in C?\)Q-_A’wl und L;g_A’wl ist er in der Tab. notiert.
Das Kondensat K§ ist mediumspezifisch, weshalb kein Beitrag fiir j = 0 existiert. Auch das
Resultat zum Diagramm aus Abb. liefert das mediumspezifische Kondensat K%', des-
sen Wilson-Koeffizient aufgrund der verschiedenen Techniken der Berechnung jedoch keinen
Summanden aus der Projektion von drei Lorentz-Indizes enthilt.

Im Allgemeinen liefern die Beitrige aus dem Diagramm in Abb.

5
My, Mgy =g2 Y W) 2 K (3.66)
=1
mit
2
V—-Aws V—Aw V—Aw
Wi =y O Ly (3.67)
j=1

wobei beide Anteile des nicht-verschwindenden Wilson-Koeffizienten, C;;*A’W und L;/j*A’wZ,

in Tab. notiert sind.
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3 OPE der Massendimension 6

Tabelle 3.26: Liste der Koeffizienten C’i\]/-_A”“’2 und LZ\-;_A’W.

C;J/'—A,wg L?;—A,wg
i j=1 j=2 j=1 j=2
3 0 EL — @
3 (2 — M?)3 V2

Das Kondensat K¥ = (: gt'q Zf (jfyétAqf ;) ist das einzige Kondensat, das zur Differenz
der Korrelatoren chiraler Partner fiir Diagramme mit weichem Gluon beitragt. Gleichzei-
tig ist es auch das einzige Kondensat des im dufleren Impuls ¢ ungeraden Strom-Strom-
Korrelators Ty fiir Diagramme mit weichem Gluon mit Stromen, die sich aus schweren
und leichten Quarks zusammensetzen, da der Wilson-Koeflizient des dquivalenten Konden-

sates K¢ = (: QtAQ Zf qf;étAqf :) im Grenziibergang m — 0 verschwindet.

Diagramme mit hartem Gluon

Die Beitrége der Diagramme mit hartem Gluon-Propagator (s. Abb. lassen auch im Fall
V — A eine Zerlegung wie im Unterabschnitt Zu:

Iy ~4a) = ¢° i AR (3.68)
=1
mit
Kl' = 4Ky, = 3K{a),, (3.69a)
WY e 22: Oy e YA (3.69b)
j=1

wobel x = 1,2. Dabei liefert HX;A die Beitrdge zu dem Diagramm in Abb. und HX;A
zu dem Diagramm in Abb. [3.5b] Die Kondensate treten aufgrund der Projektion der Farb-
Indizes (s. Gl (3.36)) immer in der festen Kombination ([3.69a)) auf.

Die nicht-verschwindenden Wilson-Koeffizienten I/VZV —Ahnd I/VZ»V_A’h2 sind in den Tabn.
und in Anteile zerlegt aufgefiihrt. In der chiralen Differenz V — A der Strom-Strom-
Korrelatoren tragen fiir HX;A nur drei Kondensat-Kombinationen th bei. Daher kann fiir
diese Betrdge mit dem geringsten Aufwand die Konsistenz der Ergebnisse mit Standard-

. . . . _ =V—-A
und Fierz-transformierten Kondensaten iiberpriift werden, d.h. H;{l A= IT,, = Exempla-

risch wird nach der Préisentation der Resultate mit den Kondensaten F? dies verifiziert.
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3.4 Differenzen chiraler Partner

Tabelle 3.27: Liste der Koeffizienten C};_A’hl und L?;_A’hl.

V—Ah V—Ah
Cij 1 Lz’j 1
1 j=1 j=2 j=1 j=2
81 24 M? 1
1 _<q2+ 22+2> 0 1 o
9¢> \(¢> — M?)? ¢
81 1 1
=z — 0 1 _
5 9 g2 <q2M2+q2>
8 M
10 0 8 B )
9¢2(q2 — M2)2 02
Tabelle 3.28: Liste der Koeffizienten C;;_A’hz und L?;_Aﬁz.
V—A,h V—A,h
Cij 2 Lz‘j 2
i J=1 J=2 J=1 J=2
4 1
1 — 0 1 _
92 (g2 — 1) 2
2 1
3 0 a P 4(11(]2)
27 ¢*(q? — M?) v
4 1
5 —— 0 1 —
922 — M17) 2
8 1
7 0 S P 4(vq2)
27 ¢*(q? — M?) v
4 M
10 0 4 S )
9q*(¢* — M?) v
1 0 2. M B CO)
9 (2 — M17) 2
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Tabelle 3.29: Liste der Koeffizienten 62;71&’}“ und f}-;iA’hl.
—V—Ah —V_A,h
i Jj= j=2 j=1 j=2
4AM?
1 0 1 -
RUTOE
2 1 1 0 1
(2 — M222 P
3 2M 0 1
q2(q21— M?)2 1
4 4 0 1 —
(@)
4AM?
5 0 1 _
A=
9 0 oM )
A NP v
(vq)
10 0 2 — -—
(2 — M2)2 02
M (vq)
11 0 — —
(2 — M2)? 02
12 0 M ()
(2 — M2)2 02
Tabelle 3.30: Liste der Koeffizienten 62;_A’h2 und ZX_A’hQ.
cy Ly
i j=1 j=2 j=1 j=2
2 2 1 2
2 202 2 242 2 1 ¢ — 4(Uq2)
¢*(¢*> — M?)  3q*(¢> — M?) vt
2 2 1
4 Sia 2 3 1o -a
¢*(¢* — M?) 3q*(q* — M?) v
8 1 (vq)
6 0 —— — -4
3q*(q> — M?) ! v?
8 1
8 0 S o 2 4(UQ)
3¢4(¢* — M?) v?
M (vq)
9 0 —
e 2
vq
10 0 —
q*(q* — M?) v’
11 0 _2M - (vq)
e 2
v
12 0 —
(= 07) v




3.4 Differenzen chiraler Partner

Nachfolgend wird das exakte Ergebnis fiir die Diagramme in Abb. mit Fierz-transfor-
mierten Vier-Quark-Kondensaten mit iiberstrichenen Symbolen wie im Unterabschnitt
angegeben:

12
=V-A —V—Ahy —=h
I, (q) = g9 Z W, K; (3.70)
=1
mit
V—Ah 2*\/ Ahy +V—-Ah
j=1
und ﬁZx_A = ﬁZx —ﬁiw, x = 1, 2. Die nicht-verschwindenden Wilson-Koeffizienten W;/—A’hl
—=V—Ahy . . . .
und W, sind nach Anteilen zerlegt in den Tabn. und |3.30| aufgelistet.

Auch wenn die Anzahl der Eintrige in den Tabellen fiir die Ergebnisse zu Diagrammen mit
hartem Gluon den vermuten lasst, dass die Resultate mit Fierz-transformierten Kondensaten

Ffb umfangreicher als die mit Standard-Kondensaten th seien, ist die Anzahl der beitragen-
=V-A  =V-A . _ _ o .
den Kondensate zu der Summe HXI —i—HXQ geringer als zu H}; A —|—H>L/2 A Damit sind die
Resultate ausgedriickt durch Fierz-transformierte Kondensate Fﬁl von geringerem Umfang
als die Resultate mit Kondensaten K. Wihrend die Ergebnisse der Differenzen von Strom-

Strom-Korrelatoren chiraler Partner nur wenig von der Fierz-transformierten Schreibweise
profitieren, reduzieren sich im Fall des pseudoskalaren Korrelators die Beitrige erheblich.

Im Folgenden wird exemplarisch anhand der Resultate zu Abb. im Fall V— A nachge-
wiesen, dass die Ergebnisse ausgedriickt durch Kondensate in Standardnotation gleich den
Ergebnissen mit Fierz-transformierten Kondensaten sind, d.h. die Gleichung HZ;A = ﬁZI_A
wird verifiziert.

Nach Tab. sind die Kondensat-Kombinationen K {L, K gL und K {LO einer Fierz-Transfor-
mation zu unterziehen. Fiir das komponentenweise notierte Kondensat

K(hjm =(: CZQQfQZQ? Daplyslijlpg (3.72)

mit Farb(Dirac)-Indizes in griechischen (lateinischen) Buchstaben, wihlen wir die Fierz-

Transformation im Farb-Raum so, dass ein Teil des Ergebnisses das Kondensat K (}; ay1 kan-
zelliert. Dafiir verwenden wir Gl. (B.8b) in der Form
9 3
(Wap(1)3s = 3 asltN)r5 + 5 )as(tU)rs. (373
Damit ergibt sich
9, . 8~ 3, A ~
Ky, = s @} QQ] )t )as(t)pLiiIx + s gt qQt Q) . (3.74)

Werden die Gln. (B.1)) und (B.2)) zur Fierz-Transformation der Dirac-Struktur herangezogen,
erhélt man mit den Basiselementen der Clifford-Algebra 'y, Ty = 1 und ', [y:

1 . 1
1,1 = Z‘; T []lF HC} (Co)a(Ca)is = 7 D (Ce)aalT); (3.75)
C7

C
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3 OPE der Massendimension 6

Achtet man beim Vertauschen der Quark-Felder g und @ auf den Vorzeichenwechsel, ergibt
sich fiir das Kondensat

9 = 3
h - 1A c A h
Ko =—15 D (et QQTt g ) + 1K (3.76)
Fiir die Kondensat-Kombination K} = 4K(h]1)1 - ?)K(’;A)1 erhélt man:
9 — AT C
Ki == (alet"QQrt'y ). (3.77)

C

Auf analoge Weise liefern die anderen beiden Kondensat-Kombinationen:

9 g, .
Kf = =3 > T [75Fd'y5f ] (: LA2QQT gt - , (3.78)
c,d
9 S _
Kl = =1 > Trp [[9,0°] ( a0t QQrat"q ). (3.79)
c,d

g

Nach der Evaluierung der Spuren und dem Ausschluss von Kondensaten, die nicht Zeitum-
kehr-invariant sind, kommt man auf

Kl = 9 [<: QA q ) — (: gt QQY t g 1) + %(r qoupt*QQo" tq )

4
+( gt QQysY g ) + ( st QQyst g 1) | (3.80)
9 _ B _
Kl = -3 [<: Gt QQt g ) + (- @ QQyt ¢ :)
1, g , o i
=5 (&7 100t QQVs " q 2) + P70 Y575t QQat g 1))
(3.81)
In der Notation der Fierz-transformierten Kondensate hat man:
9 [— — 1— — —
K} =— Ky + Ky + 5[(’; Ky Kf;] : (3.82)
h 9(—n —h leh —h  —h
K5 :—Z Kl—K2+§K3+K4+K5 5 (383)
h 9[—n —n 1 /—n  —n
KlOZ_Z K9+K10—§<K11+K12> . (3.84)

Unter Benutzung der Gln. (3.68)) und (3.69b)) sowie der Wilson-Koeffizienten in Tab.
kann das erwartete Ergebnis

— =V—-A
) ~* =11, (3.85)

gezeigt werden.
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3.5 Andere Beitrige der Massendimension 6 bzw. Ordnung o!

Abgesehen von Vier-Quark-Kondensaten existieren weitere Kondensate der Massendimensi-
on 6. Im Vakuum sind dies das Drei-Gluon-Kondensat neben Kondensaten geringerer Mas-
sendimension multipliziert mit der entsprechenden Potenz der Quark-Massen. Im Medium
ergeben sich weitere Kondensate durch die Hinzunahme der Mediumgeschwindigkeit v,, als
Projektionsstruktur fiir Lorentz-Indizes. Aus Gl. erhélt man in der Massendimensi-
on 6 neben Kombinationen von kovarianten Ableitungen und Gluon-Feldstirketensoren, die
auf Vier-Quark-Kondensate fiihren, auch Kombinationen, welche die Benutzung der Bewe-
gungsgleichung des Feldstérketensors nicht zulassen, aber dank der Mediumgeschwindigkeit
ebenso Lorentz-Skalare bilden.

Die Wilson-Koeffizienten von Vier-Quark-Kondensaten skalieren mit g2 bzw. o, und sind
von erster Ordnung in der Stérungstheorie, obwohl die zugeordneten Diagramme auf Baum-
graphen-Niveau sind. Demzufolge ist ein Vergleich der Wilson-Koeffizienten von Vier-Quark-
Kondensaten mit den Wilson-Koeffizienten des chiralen Kondensates in FEinschleifenordnung
von Interesse, da letztere in der filhrenden Ordnung der Stérungstheorie mit ¢° = o ska-
lieren, aber auf Einschleifen-Niveau von Ordnung ! sind. Dieser Abschnitt riickt daher
das Drei-Gluon-Kondensat und die Einschleifen-Korrektur zum chiralen Kondensat in den
Mittelpunkt.

3.5.1 Drei-Gluon-Kondensat

Um FEinsichten in die gesamte Operatorproduktentwicklung von Strom-Strom-Korrelatoren
bis zur Massendimension 6 zu erhalten, werden neben Vier-Quark-Kondensaten auch die
gluonischen Kondensate betrachtet. Die Bestimmung des Wilson-Koeffizienten des Drei-
Gluon-Kondensates (G3) im Vakuum wird anhand der Darstellung in |[Nik83] nachvollzogen.
Mediumspezifische Drei-Gluon-Kondensate werden nicht untersucht, da sich diese Arbeit auf
Kondensate beschrinkt, welche die Projektion von maximal fiinf Lorentz-Indizes erfordern.
Offensichtlich ist fiir Drei-Gluon-Kondensate die Projektion von sechs Lorenz-Indizes nétig.

Die Berechnung der Wilson-Koeflizienten des Drei-Gluon-Kondensates erfolgt dhnlich der
Bestimmung der Wilson-Koeffizienten der Vier-Quark-Kondensate mit weichem Gluon in
der niedrigsten Ordnung der Storungstheorie. Im Gegensatz dazu riickt in GI. der
vollkontrahierte Term T ") 1} in den Fokus. Die Benutzung des darin enthaltenen sto-
rungstheoretischen Quark-Propagators in verschiedenen Ordnungen seiner Entwick-
lung liefert 13 Beitrdge zur OPE. Die verschiedenen Typen der zugehorigen Diagramme sind
in Abb. dargestellt. Nach Feynman-Regeln lassen sich vier lokale und neun nicht-lokale
Diagramme generieren. Der vollkontrahierte Ausdruck

4
10 (q) = —(i)? / (3;;4« Trop [Sq(p)T™Sq(q+p)TY] 2) (3.86)

wird mit folgenden Kombinationen der storungstheoretischen Quark-Propagatoren S, und
Sg in der Notation (2.62) betrachtet:

e Sq = Sﬁ)g(m)v So =5y + (¢+—Q), (3.87a)
Hi,(l?) : Sq = 5(52()/](@)’ Sq = ngg(o)) + (¢ +— Q), (3.87b)
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3 OPE der Massendimension 6

(a) (b) (c)

Abbildung 3.11: Graphische Darstellung der Beitrdge zum Drei-Gluon-Kondensat in der fiih-
renden Ordnung der Storungstheorie: (a), (b) Diagramme mit lokalem Kon-
densat und (c) Beispiel eines Diagramms mit nicht-lokalem Kondensat.

Hi,(g) : Sq = Sél()gm))’ Sq = SSEA(O)) + (¢ +— Q),
Sq = 522()14(2)715(0))7 Sq = Sg)) + (¢+—Q),
Sq:Sf(li(ogA&)y 5Q :SC(QO) + (= Q),
5y S0 S o
S =S iy S@ =5 4y (3.87¢)

wobei der Beitrag Hﬁ(g) (Hi(l?)) dem Diagramm in Abb.|3.114{(3.11b|) entspricht und die erste

Zeile von Hf,i,(g ) dem Diagramm in Abb. Exemplarisch wird die weitere Evaluierung
(0)

X(0
von IIiyq” vorgenomimen:

4
W00 = ~0)° [ 555 (~15) € Tre (G GunCinrl 9

X Top T4 (T Sq(a +p)TX| + (4 Q) (3.89)
mit
THevox (p) = SO (p)y# {6{555,0) (p)7” [35 S (p)y* (8; S (p))} } : (3.89)

Die partiellen Ableitungen in T}"” W}‘T(p) werden mittels GI. 1} in weitere freie Quark-
Propagatoren Séo) und ~-Matrizen iiberfithrt. Damit ist in GI. lb die Dirac-Spur von
15 Termen zu bestimmen, welche Produkte aus acht freien Quark-Propagatoren und acht ~-
Matrizen sind. Die Spur iiber die Farb-Matrix des Produkts der drei Gluon-Feldstirketenso-
ren G, = Gl’:‘ytA liefert

Tre [t4Pt9] = — (a*PC +if48C) | (3.90)

=

wobei die total symmetrische Groke d4B¢ in Gl. li definiert ist und f4BC die total
anti-symmetrische Strukturkonstante der Symmetriegruppe SU(3) bezeichnet. Obwohl der
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3.5 Andere Beitrige der Massendimension 6 bzw. Ordnung o

Operator dABCGAGBGC in den Zwischenergebnissen auftaucht, trigt er aufgrund des Furry-
Theorems nicht zum Endergebnis bei [Nik83].

Die der Dirac-Spur entstammenden Ausdriicke werden mit der Projektion der Lorentz-
Indizes des Drei-Gluon-Kondensates [Hub82,|Nik83|

1
ABC ~A ~B ~C ABC ~A B C
<f Gp,pGVO'GAT> :ﬂ<f GQBG /BWG 'yoz)
X (guTgupgoA + 9uoc9vr9rp + Gur9ur9pe + GrpGuvGor
= uoGur9rp — GurGvr9po — Gup9urGor — ga)\guung) (391)

im Vakuum multipliziert. Fiir den Korrelator mit pseudo-skalaren Stromen, d.h. T = ivs,
erhélt man damit
P(0) 9, LABC A BB O d'p
— 4 . @,
I, (q) = ZZ< f GogG77,GET >/ o)

y {_ 1 B (qp)
(> = m2) (g +p)?>—md] (2 —m2)"[(a+p)—m}]
+3mq (mq — 3mg)p* — 8mg(qp) + mg (2mq + mg) }
(p? — m2)°[(q + p)? — m2)]
+ (g +— Q). (3.92)

Zur Evaluierung der drei benétigten Impulsintegrale in dimensionaler Regularisierung be-
nutzt man die Wick-Rotation, welche [d*p/(2m)* = ipt=P [dPp/(2m)P liefert, und die
Feynman-Parametrisierung. Die Integrale haben folgende Form [Itz80)]:

/ ar 1
2m)P (g —p)? +m3]" (p? + m3)"

= (471-)D/2 F(n)r(m) In—l,m—l,n-l—m—D/Z(q Y ml7 m2) ? (3933“)

/ ar Pu
(2m)P [(q = p)? + m3]" (p? +m3)"™

_ 4 T(nt+m-—D/2) 2 2 2
- (47]_)D/2 F(n)f‘(m) In,m—l,n-l—m—D/Q(q y M1, m2) ) (3.93b)

/ aP PuPv _ 1
(2m)P [(g —p)2 +m3]" (p? +m3)™  (4m)P/2T(n)L(m)
2

g
8 {%F(n +m = D/2 =1l 1t nim-pja-1(a*,mi, m3)

+ quur(n +m — D/2)1n+1,mfl,n+me/2(q27 m%, m%)} ) (3-93C)

wobei I'(z) = [;°dt t*~! ¢~ mit # > 0 die Gamma-Funktion ist und fiir das Integral ; ;

1

I”k(q ml,mz /da
0

(1 —a)

. (3.94)
(1 —a)g® +am?+ (1 —a)mj]
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gilt. Im Gegensatz zu Charmonium |Nik83| ergeben sich aufgrund der voneinander verschie-
denen Quark-Massen my # mg bei der Auswertung der Integrale I; ;; sehr umfangreiche
und komplizierte Ausdriicke, deren Verhalten fiir mgy — 0 nicht abzulesen ist. In |Zsc11] wer-
den Methoden bereitgestellt, welche die Bestimmung des Divergenzverhaltens der Integrale
bei einer verschwindenden Quark-Masse erlauben.

Die Behandlung der Beitréage Hﬁb zum Drei-Gluon-Kondensat in Abb. [3.11b| ist ana-

log zum dargestellten Verfahren fiir Hﬁa vorzunehmen. Berechnet man die nicht-lokalen

Beitrige I}, erhéilt man Erwartungswerte (Trc [Gu, DaDpGor]) und (Tre [DAGwD,Gor)),
wobei der letztere Ausdruck dank der Translationsinvarianz des Grundzustandes in den erst-
genannten iiberfiihrt werden kann. Die Evaluierung der Farb-Spur ist in diesem Fall trivial.
Die Projektion der Lorentz-Indizes auf Vakuumstrukturen liefert unter Zuhilfenahme der
Bianchi-Identitéit und der Bewegungsgleichung des Gluon-Feldstérketensors [Nik83, Nov80)|

A _
<G,LL1/D>\DPG;4T> =2K g)xp(g;rrgau - g;wgur)
+ K™ (9urGvp9or + Guo9urdrp — Gur9urdpo — IwGuoYrp)

+ K+ (gupgaugrA + 9ur9or9pr — Gup9orGvr — g)xrg;wgup) (3'95)
mit
2
g _ _ g
K* = E<Z artiar Y apyttap) £ 5 (FABCGL,GPP,GE). (3.96)
f 1

Dabei taucht ein Vier-Quark-Kondensat auf, welches man nicht in der filhrenden Ordnung
der Stérungstheorie erhélt. Das zugeordnete Diagramm ist von Einschleifenordnung und
skaliert mit g* oc o2. Im Abschnitt in welchem die Berechnung der Diagramme mit
Vier-Quark-Kondensaten auf Baumgraphen-Niveau dargestellt ist, wird es deshalb nicht be-
handelt. Ohnehin ist fiir die Berechnung dieses Vier-Quark-Kondensates die Projektion von
sechs Lorentz-Indizes auf alle mdéglichen Vakuum- und mediumspezifischen Strukturen er-
forderlich, die sich aus den Gréken g,,, €u00 und v, bilden lassen, was iiber den Rahmen
dieser Arbeit hinausgeht. Die Evaluierung der Dirac-Spur sowie die Berechnung der auftre-
tenden Impulsintegrale im Rahmen der dimensionalen Regularisierung mit anschliefsendem
Grenziibergang m, — 0 birgt dhnliche Schwierigkeiten wie im Fall der lokalen Beitrdge aus
Abb. B.11alund [3.11bl

Um das Drei-Gluon-Kondensat als Kondensat der Massendimension 6 in ebenso rigoro-
ser Weise wie das Vier-Quark-Kondensat in die Medium-OPE des Strom-Strom-Korrelators
einzubeziehen, muss das im Unterabschnitt beschriebene Kalkiil zur Projektion von
Lorentz-Indizes fiir den Fall von sechs Indizes erweitert werden. Damit einhergehend wird
die Anzahl der Drei-Gluon-Kondensate zunehmen. Fiir mediumspezifische Drei-Gluon-Kon-
densate ist man genauso wie bei Vier-Quark-Kondensaten konfrontiert mit der nur ungenii-
genden Kenntnis der numerischen Werte der Kondensate. Eine Parametrisierung z.B. der
Dichteabhéngigkeit, welche auch im Sektor der Vier-Quark-Kondensate erfolgreich zur An-
wendung gebracht wird [ThoO7], ermoglicht jedoch Aussagen iiber die mediumspezifischen
Modifikationen jener Kondensate.

3.5.2 Chirales Kondensat in Einschleifenordnung

Vier-Quark-Kondensate sind in der OPE Potenz-Korrekturen héherer Ordnung, wohingegen
die Quark-Beitrage in fiihrender Ordnung der Potenz-Korrekturen durch das chirale Konden-
sat repréisentiert werden. Auf Einschleifen-Niveau skaliert das chirale Kondensat allerdings
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(a)

Abbildung 3.12: Diagramme der Einschleifenkorrekturen zum chiralen Kondensat, welche der
Vertex-Struktur des Diagramms in Abb. entsprechen.

genauso wie das Vier-Quark-Kondensat in der fiihrenden Ordnung der Stérungstheorie mit
al. Allein die Ahnlichkeit der Diagramme zu Vier-Quark-Kondensaten mit hartem Gluon in
Abb. B.5]zu den Diagrammen des chiralen Kondensates in Einschleifenordnung in Abb.
lasst Beriihrungspunkte bei der Berechnung vermuten und wirft gleichzeitig die Frage nach
dem numerischen Verhiltnis dieser Beitrage auf.

Wie im Unterabschnitt erfolgt die Berechnung der Einschleifenkorrekturen des chi-
ralen Kondensates geméf Gl. in der ersten Ordnung der Stérungstheorie. Die Zwei-
Quark-Kondensatbeitrége erhilt man, indem alle Feldoperatoren bis auf zwei Quark-Felder
Wick-kontrahiert werden. Man findet damit den Beitrag H;f@) aus Gl . Das Wick-
Theorem liefert 16 beitragende Diagramme, von denen je zwei durch die Transformation
(y <— z) ineinander tibergehen. Dies ist die doppelte Anzahl von Beitrdgen wie im Fall
H;L((4), da es genau zweil Moglichkeiten gibt, zwei der vier nicht-Wick-kontrahierten Quark-
Feldoperatoren zu kontrahieren. Im Weiteren wird in diesem Unterabschnitt die Berechnung
des zu IT} X(4) analogen Ausdrucks vorgenommen, d.h. es werden die mit dem Diagramm
in Abb. - assoziierten Diagramme in Abb. [3.12] evaluiert. Die betrachteten Terme des
Wick-Theorems sind (mit unterdriickten Dirac- und Farb-Indizes):

(1) Q)220 QW) (: a(x)al(0) 9. (397)
() Q2)Q:(0)9(0)a(x) (: Q)Q(W) ) (3.98)

Mit den Standard-OPE-Techniken — Projektion von Dirac- und Farb-Indizes sowie der ko-
varianten Entwicklung von Quark-Feldern — erhilt man nach der Fouriertransformation

X(2 d*k 1 (=)™
Hh __Z/ 27r4k:2 n! Z

a

% {(:(a Da,) T >aa"TrD [rarxsm )7*Sq(a — k)Se(@)T™ |
+(=1)"(:(Q Da,)Tu@ 3) 05" Trp [T ST S, (k — )T So (k)| } - (3.99)

Um ausschlieflich Zwei-Quark-Kondensate zu erhalten sind fiir die stérungstheoretischen
Quark-Propagatoren Sg 4 die freien Propagatoren Sg) )q zu verwenden und es muss die kova-
riante Entwicklung der Quark-Felder bei n = 1 abgebrochen werden. Verwendet man héhere

Ordnungen der Entwicklungen von Sg, und/oder des Quark-Feldes erhélt man analog zu
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GlL. Quark-Kondensate ab der Massendimension 5 auf Einschleifen-Niveau, wie das
gemischte Quark-Gluon-Kondensat oder Vier-Quark-Kondensate (s. Abb. .

Der Abbruch der kovarianten Entwicklung des Quark-Feldoperators bei n = 1 und die
Forderungen nach Invarianz unter Paritéts- und Zeitumkehr-Transformationen an die Kon-
densate, welche zudem Lorentz-Skalare sind, schrinken die Projektion der Dirac-Indizes auf
1 und ~* ein. Man erhilt fiir den Erwartungswert mit den Quark-Feldern ¢ in GI. vier
Kombinationen: (: gq :), (: ¢Duq :), (: ¢yuq :) und (: ¢y,D,q :). Die Erwartungswerte mit
den Quark-Feldern @ liefern die gleichen Kombinationen, sollen aber im Folgenden nicht
weiter berilicksichtigt werden, da wir an der Grofenordnung des Wilson-Koeffizienten des
chiralen Kondensates interessiert sind. Schwere Zwei-Quark-Kondensate erfordern die An-
wendung der SQME, womit diese in gluonische Kondensate iiberfithrt werden. Es sei jedoch
darauf hingewiesen, dass das Diagramm in Abb. [3.12b] assoziiert mit dem schweren Zwei-
Quark-Kondensat, drei verschieden Propagatoren enthélt: den Gluon-, den schweren und den
leichten Quark-Propagator, was fiir die Berechnung die Verallgemeinerung der Gln.
auf drei voneinander verschiedene Massen erfordert [Rom06).

Fiir den Korrelator mit pseudo-skalarem Strom sind im n#chsten Schritt die Dirac-Spuren
mit ' = iv5 zu berechnen und mit den Ergebnissen der Projektion der Lorentz-Indizes
fiir die Erwartungswerte im vorigen Absatz zu kontrahieren. Die in den umfangreichen re-
sultierenden Ausdriicken enthaltenen Impulsintegrale lassen sich mithilfe der Gln. (3.93))
auswerten, nachdem man im Zéhler auftretende, gerade Potenzen des Impulses ({iber dessen
Richtungen integriert wird) durch geschicktes Kiirzen mit dem Nenner des Integranden be-
seitigt hat. Es wird vermieden, die umfangreichen Ergebnisse fiir alle vier Erwartungswerte
explizit anzugeben. Stattdessen wird das Resultat

2 2
PR, y_ 9 M M —
H <q>—?m2q2_w<1+qz_w><'qq>
x{lg“z <1+2M2> M2<2—|—M2>lg( M2>
0g — — | = — — | log | ——~
7 7 > > >
M? M? M?
- <1 - 2) log (1 - 2) +3=5 + 2} (3.100)
q q q

fiir den ersten Erwartungswert aufgefithrt, d.h. es wird in Gl. (3.99) » = 0 und T', = 1
gesetzt. Das Ergebnis ist im MS-Schema und mit der Renormierungsskala p notiert. Wertet
man Gl. (3.100) fiir groRe raumartige Impulse aus, d.h. fiir —¢? > M?, erhilt man:

2 2
PR, y_ 9 M Iz o
I, (e) = 35 2P <10g Z7 2) (vqq:), (3.101)

welches einen gréfseren Beitrag als C’ihl(: JtiqQytAQ :) aus Gl fiir jene An-
nahme liefert, vorausgesetzt die numerischen Werte fiir die Kondensate sind in der glei-
chen Gréfsenordnung. Die Summenregeln werden aber erst nach Anwendung der SQME auf
die Vier-Quark-Kondensate und einer Borel-Transformation ausgewertet. Obwohl diese den
Grenziibergang Q? = —¢?> — oo benutzt, werden die Beitrsige fiir eine endliche Borel-Masse
Mgy evaluiert. Letztlich kann nur ein Borel-transformiertes Resultat entscheiden, welches nu-
merische Verhéltnis Vier-Quark-Kondensatbeitrige und solche mit dem chiralen Kondensat
in Einschleifenordnung haben.
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4 Zusammenfassung und Ausblick

Das in vielen Anwendungen so erfolgreiche Konzept der QCD-Summenregeln fiir Mesonen
wurde mit seinen wichtigsten Komponenten dargelegt. Dabei wurden vakuum- und medium-
spezifische Unterschiede beziiglich der Dispersionsrelation, OPE und Borel-Transformation
herausgestellt. Insbesondere die Operatorproduktentwicklung (OPE) erfuhr eine detaillierte
Darstellung. Hervorzuheben sind die Ausfiihrungen zur Projektion von Lorentz-Indizes, wel-
che die bisherigen ungiinstigen Formulierungen ablsen und das Problem auf das Finden des
Vektors aller moglichen Projektionsstrukturen reduzieren. Neben dem storungstheoretischen
Quark-Propagator fand auch der oft vernachléssigte stérungstheoretische Gluon-Propagator
Beachtung, da dieser fiir Schleifen-Korrekturen zu gluonischen und gemischten Kondensaten
von Bedeutung ist. Die reichhaltige OPE-Struktur der Summenregeln, welche technisch bis
zu sechs Entwicklungen enthélt, wurde diskutiert und dabei die Ordnung der Entwicklun-
gen allein nach der Kopplung o und der Massendimension der Kondensate hinterfragt. Zur
Behandlung schwerer Quarks wurde der Kalkiil der Schwer-Quark-Massen-Entwicklung préa-
sentiert und fiir die Anwendung auf Vier-Quark-Kondensate mit Feldoperatoren schwerer
und leichter Quarks abgestimmt.

Diese Arbeit erweitert die OPE (pseudo-skalarer) QQ¢-Mesonen um Vier-Quark-Konden-
satbeitrdge zur Massendimension 6. Die detailreiche Herleitung der Wilson-Koeffizienten
von Vier-Quark-Kondensaten offenbart die duale Natur dieser Kondensate. Vier-Quark-
Kondensate mit assoziierten Diagrammen auf Baumgraphen-Niveau treten sowohl in der
fiihrenden als auch in der ersten Ordnung der Storungstheorie auf. Die Berechnung der
Wilson-Koeffizienten aus Diagrammen mit weichem und hartem Gluon unterscheidet sich
dabei mafigeblich. Das exakte Resultat der Vier-Quark-Kondensatbeitrage zur OPLE pseudo-
skalarer QQg-Mesonen wurde hier erstmals préisentiert. Bisherige D-Meson-Summenregeln ent-
halten keine Vier-Quark-Kondensate aufgrund der komplizierten Berechnung ihrer Wilson-
Koeffizienten und der unzureichenden Kenntnis ihrer numerischen Werte. Die Bestimmung
dieser Werte wird dank des raschen Fortschritts auf dem Gebiet der QCD-Gitterrechnung
in Kiirze erwartet. Um die Vier-Quark-Kondensatbeitrige sofort zur Auswertung von Sum-
menregeln heranziehen zu kénnen, wurde jedes der fiinf vakuum- und sieben mediumspezi-
fischen Kondensate der Faktorisierung bzw. der Schwer-Quark-Massen-Entwicklung unter-
zogen. Drei verschiedene Anséitze liefern dabei Vier-Quark-Kondensatbeitrige reduziert auf
Produkte von Kondensaten geringerer Massendimension, deren numerische Werte und Dich-
teabhéngigkeiten bekannt sind. Diese Arbeit erméglicht damit die konsistenten Einbeziehung
von Vier-Quark-Kondensaten in die Summenregeln von Qg-Mesonen im nuklearen Medium.

Neben dem chiralen Kondensat kénnen bestimmte Vier-Quark-Kondensate als Ordnungs-
parameter der spontanen chiralen Symmetriebrechung aufgefasst werden. Diese chiral-un-
geraden Kondensate treten in der Differenz-OPE chiraler Partner auf. Die Resultate mit
vakuum- und mediumspezifischen Vier-Quark-Kondensaten fiir die Partner P —S und V—A
wurden dargelegt, da das exakte Wissen um die Mediumabhéngigkeit dieser Kondensate
Voraussetzung fiir die Untersuchung der chiralen Symmetrierestauration ist, welche auf der
Anderung jener Ordnungsparameter beruht. Die diskutierten Fierz-Transformationen ver-
kniipfen Vier-Quark-Kondensate mit verschieden angeordneten Quark-Feldoperatoren und



4 Zusammenfassung und Ausblick

erdffnet damit die Moglichkeit einer Gegenprobe fiir die Ergebnisse der Diagramme mit har-
tem Gluon, wie sie im Fall V — A explizit durchgefiihrt ist.

Die in dieser Arbeit prasentierten Resultate der OPE pseudo-skalarer (Qg-Mesonen drén-
gen auf eine erneute Evaluierung der Summenregeln von D-Mesonen. Die Erweiterung der
Methode zur Projektion der Lorentz-Indizes von Feldoperatoren auf sechs Indizes wird die
Hinzunahme von mediumspezifischen Drei-Gluon-Kondensaten erméglichen. Damit kann die
gesamte OPE der Massendimension 6 in die Analyse der Summenregeln einbezogen werden.
Zudem erlaubt die Projektion von sechs Lorentz-Indizes den direkten Vergleich der Ansétze
zur Behandlung der Vier-Quark-Kondensate mithilfe der Schwer-Quark-Massen-Entwicklung
in Massendimension 7.

Im n#chsten Schritt kann die dabei verwendete Faktorisierung von einer Parametrisierung
durch zusétzliche dichteabhéingige Faktoren s abgelost werden [Tho08|. Exakte Vier-Quark-
Kondensate, deren Faktorisierung verschwindet, sind nicht identisch Null, sondern faktori-
sieren aufgrund ihrer Dirac-Struktur nicht in chirale Kondensate. Parametrisiert man diese
Kondensate iiber Faktoren & ldsst sich die Gesamtheit aller Vier-Quark-Kondensate fiir die
Auswertung von Summenregeln nutzbar machen.

Neben der Erweiterung der OPE und damit verbundenen erneuten Auswertung der QQq-
Meson-Summenregeln im umgebenden nuklearen Medium sind auch weitere strukturelle Un-
tersuchungen relevant. So ist der Ursprung des unterschiedliche Verhaltens von Vier-Quark-
Kondensaten, in exakter und faktorisierter (bzw. parametrisierter) Form, unter chiralen
Symmetrie-Transformationen ungeklart.
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A Quantenchromodynamik im Uberblick

Dieses Kapitel erhebt nicht den Anspruch eine Einfithrung in die QCD zu geben, sondern
klart die in dieser Arbeit verwendete Notation und stellte benutzte Definitionen und Relatio-
nen zusammen. Insbesondere werden keine Details zur Quantisierung und BRS-Transformati-
on angegeben. Ein Blick auf die Lagrange-Dichte der klassischen Chromodynamik reicht zur
Einfiihrung der verwendeten Konventionen. Eine empfehlenswerte Einfiihrung in die QCD
ist in [Pas84] gegeben. Die eichinvariante klassische Lagrange-Dichte, welche Grundlage der
QCD ist, lautet:

L= (iy" Dy, — M) — %GfVGAW : (A.1)

mit der folgenden Notation:
ijﬁ(x) = 0, (1n.)* — igAﬁﬁ(m) kovariante Ableitung, (A.2a)
AP (z) = (t1)*P Al (x) Gluon-Feld, (A.2b)
Gu(x) = ;[D#(x), D,(z)] = tAGﬁV(:E) Gluon-Feldstérketensor, (A.2¢c)
*(x) Quark-Felder, (A.2d)
(v"*)ij Dirac-Matrizen, (A.2e)
tA = %)\A Generatoren der Eichgruppe SU(N.), (A.2f)
A Gell-Mann-Matrizen fiir N, = 3. (A.2g)
Dabei werden Lorentz-Indizes durch die griechischen Buchstaben p, v, A, ..., Dirac-Indizes
durch lateinische Buchstaben 1,7, k, ..., Farb-Indizes durch die griechischen Buchstaben

a, 3,7, ... und Generator-Indizes durch lateinische Groksbuchstaben A, B, C, ... bezeichnet.
N, gibt die Anzahl der Farben an, fiir die QCD gilt: N. = 3. Uber doppelt auftreten-
de Generator-Indizes ist die Summation von 1 bis N2 — 1 zu verstehen und kontrahierte
Lorentz-Indizes werden in Einstein’scher Summenkonvention notiert. Fiir die Generatoren
der Symmetriegruppe SU(N,) gelten die folgenden Relationen:

[t4, 5] = if AP (A.3)
Tre [tY] =0, Tre [t4P] = %MB, Tre [t4tP¢C] = % (a4BY +if4B9) | (A4

wobei fABC die total anti-symmetrische Strukturkonstante der SU(N.) ist und die symme-
trische Groke d4BC durch den Anti-Kommutator

1
{t41P} = Z5ABJlNc + dABoe (A.5)
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definiert ist. Damit erhélt man aus Gl. ((A.2c]) fiir den Gluon-Feldstérketensor:

Gh, = 0uA) — 0,AL + gf*PCABAT wnd G, = -G}, (A.6)
Zudem geniigt der Gluon-Feldstirketensor der Bianchi-Identitét:

D)\G;w + DMGV)\ + DZ/G)\,U, =0. (A7)

Wie der Gl (A.6) zu entnehmen ist, enthélt der letzte Term der Lagrange-Dichte (A.1)) die
Gluon-Selbstwechselwirkung, d.h. Drei- und Vier-Gluon-Vertex.
Die Dirac-Matrizen geniigen den Relationen:

{277} =2¢9""14, (A.8)
Trp [y¥] =0, Trp [y#4"] = 49", Trp [ungerade Anzahl von v*] =0, (A.9)

mit der Minkowski-Metrik ¢ = diag(1l,—1,—1,—1). Spuren mit einer hoheren geraden
Anzahl von Dirac-Matrizen lassen sich mit GI. und unter Ausnutzung der Zyklizitdt
der Spur berechnen. Hiufig wird die Notation ¢ = +*a, fiir Vierervektoren a, eingefiihrt,
z.B. liisst sich die eichinvariante Lagrange-Dichte mit der kovarianten Ableitung I) schreiben.

Das Quark-Feld ¢ = ¢ = (u,d,c,s,t,b)" ist ein Vektor im Raum der Quark-Sorten, fiir
welchen die Massenmatrix M diagonal ist. Entsprechend ihrer Masse, die der Referenz |[Ber12]
entnommen werden kann, lassen sich leichte und schwere Quarks unterscheiden. Up- und
down-Quark sind nahezu masselos. Das néchst schwerere Quark ist das strange-Quark. Die
Massen der schweren Quarks vom Typ charm, bottom und top sind um Gréfenordnungen
hoher.

Die Kopplungsstiarke g der QCD, welche im Wechselwirkungsteil

Ling(x) = g(z)y"t4p(z) As) ()
- Lo (0,430) - 0,4)(0) AP A )

— 1P FAPCPAPE AB () AT (1) AP () AP () (4.10)

der Lagrange-Dichte (A.1)) auftaucht, ist definiert durch

g = Viras, (A.11)
4m

- 2 )
(33 — 2Ny) log <Aécn>

a,s(q®) = (A.12)

wobei Ny die Anzahl der aktiven Quark-Sorten angibt und AéCD die Renormalisierungs-
skala der QCD ist. Die laufende Kopplung ist das Einschleifenergebnis. Aufgrund
des Verhaltens der Kopplungskonstante fiir grofle Impulsiibertrige wird die QCD auch als
asymptotische frei bezeichnet.

Die Lagrange-Dichte folgt aus der Forderung nach der Invarianz von £ unter folgen-
der Transformation:

Y (x) — (@) = U (2) () (A.13)
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mit der unitédren (N, x N.)-Matrix

Ulz) = e84 @) (A.14)
Damit erhilt man folgende Transformationen im Farbraum:

b(z) — Y (2) = (@)U (2), (A.15a)

Dp(z) — Diy) (x) = U(z)Dyip(z) (A.15b)

Dy(z) — D), (z) = U(z)Dy(z)U' (), (A.15¢)

Ay(x) — Al (z) = U(z) Ay (2)UT (z) + ; [0.U ()] U (2), (A.15d)

Guw(z) — G, (x) = UG (2)UT(2). (A.15e)

Aus der Lagrange-Dichte (A.1)) erhdlt man die Bewegungsgleichungen fiir die Quark- und
Gluon-Felder:

Y D,q = —imq, (A.16)

qy" D= imq, (A.17)

DMG/J,I/ = _gtA ZQf’YVtAQf ) (A18)
!

wobei fiir weiche Gluonen, die Summe {iber die Quark-Sorten f auf leichte Quarks beschriankt
ist, d.h. f = u,d(, s). Mithilfe der Bewegungsgleichungen zeigt man:

1
D? = gMVD,LLDl/ = ’Y“DH'YVDV + §gU;WGMV ) (A.19)
1
D?*q = <290WG“” - m§> q, (A.20)

wobei die Dirac-Matrizen o, durch

1 )
Oy = ) ['Y;u’Yu] =1 ('Yu'Yu - g;w) (A.21)

definiert sind.
Die Green-Funktionen der in (A.1]) enthaltenen Differentialoperatoren liefern als 2-Punkt-
Funktionen im Impulsraum den freien Quark-Propagator

Oy —__Ptm A22
S (p) pg —m2 4+ in ( ’ )
und den freien Gluon-Propagator
k. k
DO (k) = g + (1 — &)1 A23
0 = g |-+ - O (4.23)

mit dem FEichfixierungsparameter ¢ und n | 0. Die Eichfixierung erfolgt durch die Hinzu-
nahme des Terms —2—1£(D“A;:‘)2 zur Lagrange-Dichte 1} womit die kanonischen Vertau-
schungsrelationen von Feldern und ihren kanonisch konjugierten Impulsen erfiillt sind. Ohne
den eichfixierenden Term verschwindet die nullte Komponente des zum Gluon-Feld gehori-
gen kanonisch konjugierten Impulses und ein wichtiger Schritt der kanonisch Quantisierung
der Lagrange-Dichte der Chromodynamik kann nicht vollzogen werden. In dieser Arbeit wird
die Feynman-Fichung mit £ = 1 verwendet.
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B Fierz-Transformationen

Im Folgenden werden allgemeine Fierz-Transformationen [Pes95,Nie04] und solche mit Sym-
metriebeschrankungen [ZhalOLBral2| betrachtet. Der prisentierte Zusammenhang zwischen
Fierz-transformierten Vier-Quark-Kondensaten und Kondensaten in iiblicher Notation er-
moglicht einen Vergleich der Ergebnisse mit Ff und th Trotz der hier auf andere Weise
notierten Summen iiber Basiselemente der Clifford-Algebra bzw. Generatoren der Symme-
triegruppe SU(N,) wird die enge Verbindung zwischen der Fierz-Transformation und der
Projektion von Dirac- bzw. Farb-Indizes der Vier-Quark-Kondensate sichtbar (vgl. Unterab-

schnitt [2.2.2)).

Die betrachteten Quark-Felder tragen Dirac- und Farb-Indizes, weshalb die Fierz-Trans-
formation sowohl im Dirac- als auch im Farb-Raum vorgenommen werden muss, um die
Vier-Quark-Kondensate mit den Strukturen (: ¢1Taq2@Tsqs @) und (@ @it 1q2q3tTyqy :)
in Kondensate mit vertauschten Quark-Feldern ¢ und ¢4 zu iiberfithren: (: 1T¢q4G3Tqq2 :),
(: it Tequqst T4Q 2).

Im Dirac-Raum ist also die Relation zwischen (I'y);;(I'p) und (I'c)y(T'q)r; gesucht. Im
Allgemeinen ist diese gegeben durch die lineare Kombination

( a Zj Fb kl ande c zl Fd)k]7 (Bl)

wobei I'y € {1,7,, au<y,i75fyu,fy5} der Basis der Clifford-Algebra C mit dem Skalarprodukt
Trp [T'oI'y] = 4045 = 1ap, welches eine Metrik 7g, mit I'y = ), napI? induziert; entsprechend
gilt 4T € {1, v*, o"<Y, iy5y*, v5}. Multipliziert man Gl (B.1)) mit (I'c);(T'f);% erhélt man

Cop® = TGTI‘D [CoLalple] (B.2)

Die allgemeine Fierz-Transformation (B.1) mit den Koeffizienten Cypeg = Tr [[oIqlI]
gilt nicht nur fiir die Clifford-Algebra des Dirac-Raumes, sondern fiir alle Gruppen, deren

Basiselemente sich als Matrizen I', darstellen lassen und deren Skalarprodukt eine invertier-
bare Metrik n,, = Tr [['oI'p] induziert.

Die Fierz-Transformation im Farb-Raum ist aufgrund der Forderung nach Invarianz der
Vier-Quark-Kondensate unter den Transformationen der Symmetriegruppe SU(N, = 3)
spezieller als Gl. (B.I)), da nicht alle Kombinationen von Matrizen, welche die Basis im
Farb-Raum bilden, diese Forderung erfiillen. Invarianten zu gewdhlter irreduzibler Dar-
stellung A einer beliebigen Symmetriegruppe sind Summen der Art > (T2 (04%),.
(a=1,...,dim.A). Damit stellen die Fierz-Transformationen bei gegebener Symmetrie kein
Umordnen der Komponenten von Basis-Matrizen dar, sondern von Invarianten der Symme-
triegruppe:

Z(F FAa Z Can Z Fb zl k] ) (B3)

a
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wobei die Fierz-Koeffizienten C' 45 lediglich von den entsprechenden Darstellungen abhéngen.
Summiert man Gl (B.1)) mit a = b iiber a und beachtet, dass die Koeffizienten (B.2)) nur

fiir ¢ = d nicht verschwinden, erhdlt man

Cas=Y Ca =Y Tr [FfrErAaer] . (B.4)

a

Im Farb-Raum der SU(N.) gibt es die Eins-Darstellung Z (dimZ = 1) und die funda-
mentale Darstellung 7 (dim7 = N2 — 1) mit den Generatoren t¢, die durch das Ska-
larprodukt Trg [t“tb} = 6% /2 normiert sind. Im Zuge der einheitlichen Darstellung der
Fierz-Transformationen wird hier der Generator-Index a statt wie bisher A verwendet und
Summen {iber die Generator-Indizes werden explizit notiert. Die endgiiltigen Transformati-
onsformeln werden dann wieder in der Standard-Notation mit A und impliziter Summation
angegeben. Wihlt man I'Z = 1 und I/ = ¢2, gilt wegen der Definition der Metriken

nk = Tr [TI0f] = Trc [1] = N, (B.5a)
1
nl, = Tr [T7T7] = Tre {t“tb} = 0 (B.5b)

fiir T2% = 1 /N, und I'7® = 2¢®. Damit ergeben sich die Fierz-Koeffizienten

1 1 N2 -1 1

Nc ) T Nc ) TT Nc ) TT Nc ( )

Crz =

Benutzt man Gl. (B.3) mit den Koeffizienten erhilt man im Fall der Symmetriegruppe
SU(N,) die beiden Fierz-Transformationen

(Dij(Dp = i(l)il(ﬂ)kj +2 ()t (B.7a)

2 _
S = S (WalDs = - S (Eat)s. (B.7)

a

Setzt man N, = 3 und schreibt in Standard-Notation den Generator-Index A mit impliziter
Summation und die Farb-Indizes mit kleinen griechischen Buchstaben «, £, v und 4, so
haben die Fierz-Transformationen folgende Form:

—_

(Dag(L)ys = 3(Las(L)ys + 2(tM)as(t*)5 4 (B.8a)
()as(t)35 = 5 (Was(Drs — 5 )as(t)s5- (B.50)

Soll iiberpriift werden, ob die Resultate fiir den Strom-Strom-Korrelator ausgedriickt
durch Vier-Quark-Kondensate in iiblicher Schreibweise und durch Fierz-transformierte Kon-
densate identisch sind, miissen die Kondensate der kompletten Beitrige fiir die Diagramme
in Abb. und transformiert werden. Ein kondensatweiser Vergleich der Wilson-
Koeffizienten zu den einzelnen Kondensaten ist wegen Gl. im Allgemeinen nicht mog-
lich. Der geschickte Gebrauch der Fierz-Transformationen im Farb-Raum verkiirzt die
Rechnung erheblich, wie die exemplarischen Rechnung im Fall V— A in Unterabschnitt
zeigt.
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C Schwer-Quark-Massen-Entwicklung von
Vier-Quark-Kondensaten

Fiir die Entwicklung von Vier-Quark-Kondensaten, welche Feldoperatoren zweier schwerer
Quarks enthalten, in Potenzen der inversen schweren Quark-Masse M wird die zu Gl. (2.91)
dquivalente Formel verwendet. Diese erhélt man durch Anwendung der in [Gen84a| angege-
benen Schritte zur Herleitung von (2.91)):
_ , d4p

DXt qQrX 1 Q - :—'/
(:q qQ Q1) = —i on)i

mit dem stérungstheoretischen Propagator Sg(p) aus Gl. und A=0,1,...,8, d.h. die
Farb-Struktur mit 1 ist wie im Unterabschnitt hier ebenfalls enthalten. Die Ordnung
der Entwicklung in 1/M und die Massendimension des assoziierten gluonischen Kondensates
héingt von der zugrunde liegenden Ordnung S (q) des stérungstheoretischen Propagators
und der benutzten Ordnung der Entwicklung des gluonischen Hintergrundfeldes fl&k) aus
Gl ab. Im folgenden sind die Ergebnisse der Entwicklung bzw. die allgemeinen Tech-
niken zu deren Berechnung dargestellt. Es werden gluonische Kondensate der Massendimen-

sion 6 und 7 behandelt.

(: ¥4 T p [FX’tAsQ (p)] ) (C.1)

C.1 Massendimension 6

Die Schwer-Quark-Massen-Entwicklung von Vier-Quark-Kondensaten der Massendimension
6 erhélt man mit dem storungstheoretischen Quark-Propagator

So(p) = S{jw, ()
=~ 25O m)y (DaG) SO ) {1 + 75O} SO ). (C2)

Das entsprechende Diagramm der 1-Punkt-Funktion ist in Abb. dargestellt. Die Ergeb-
nisse der Entwicklung fiir die Kondensate aus den Tabn. [3.1Jund[3.5]mit {iber die Generatoren
t4 abkontrahierten Farb-Indizes der Quark-Felder in Ordnung 1/M? sind:

(: ¢t"qQt'Q 1) =0, (C.3a)
2 2

(: qrt?qQy Q) = —% (4‘(;)2 <log % + ;) K, (C.3Db)

(: qrst”qQrst?Q ) = 0, (C.3¢)

(: qrst?aQy st Q ) = 0, (C.3d)

<: qguptAQQUthAQ :> = O, (C.3e)

GuwVaUp(: Goot1qQo"PtQ ) Jv* = 0, (C.3f)
2 2

(: (jg/JtAqQﬁtAQ N Jv? = —% (4“(;)2 <log % + ;) Ko, (C.3g)
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(: qrspt qQrsyt*Q ) /v* =0, (C.3h)

_ A AA 4 g p?o1 .

(1 qt"qQYt"Q 1) = “3(n)? <10g 2 8> Kz, (C.31)

(: @ptqQt'Q 1) = 0, (C.3)

V°Cavow(: G157 @t Qo tAQ 1) = 0, (C.3k)
V2 Eavow(: G07tAqQys7 A Q ) = 0. (C.31)

Die Kondensate K (h]l)i aus der Tab. verschwinden. Die Null-Ergebnisse haben seitens der

Rechnung verschiedene Ursachen. Zum einen tauchen Spuren iiber einzelne Farb-Matrizen
auf (K &)i), es verschwinden Impulsintegrale (Gln. (]C.3a[),(]C.Se[),(]CBf]),(]C.Sj[)) sowie Dirac-
Spuren (Gl. (C.3¢)) und es gibt Kanzellierungen aufgrund der Symmetrien der Lorentz-
Indices (Gln. (C.3d)),(C.3h)). Die Kondensate in den Gln. (C.3K) und fithren auf
Erwartungswerte, die nicht invariant unter der Zeitumkehr-Transformation sind. Das erste
von Null verschiedene Resultat ist bereits in [Gen84b| zu finden, allerdings ohne den
Summanden 1/2 in der Klammer. In [Gen84b||Gen84a| wird weder eine allgemeine Gleichung
zur Berechnung der SQME von Vier-Quark-Kondensaten noch des gemischten Quark-Gluon-
Kondensates angegeben. Da die durch die gleichen Schritte hergeleitete allgemeine Formel
der SQME des gemischten Kondensates die in |Gen84b| aufgefithrten Ergebnisse reprodu-
ziert, wird auch die Herleitung der GI. fiir korrekt erachtet und fiir die Berechnungen

verwendet.

Fiir Fierz-transformierte Kondensate aus der Tab. ist die SQME schwieriger, da nicht
die schweren Quark-Felder ein Skalar bilden, sondern immer die gemischten Skalare gI'Xt4Q
und QFX/tAq auftreten. Um den stérungstheoretischen Quark-Propagator benutzen
zu konnen, missen Dirac- und Farb-Indizes der schweren Quark-Feldoperatoren projiziert
werden (s. Unterabschnitt [2.2.2). Dies bedeutet, dass fiir Fierz-transformierte Kondensa-
te in jeder Ordnung der SQME mehrere Kondensate beitragen. Fiir ein allgemeines Fierz-
transformiertes Kondensat gilt:

(: gLt QQT X t4q )
1< dp
=Y 302 [ S Tt Trop [T T So(n)TY 4] ). CA4
Tl [ Gt aratPatics o] ) (©4)
Benutzt man den stérungstheoretischen Quark-Propagator (C.2)), erhdlt man
(: gDt QQT X t4¢ )

8 4

g 1 d*p @ o

= —ig E 7 E 2/ (271_)45F ATX TN (¢ gl tP g Tre [tBtA (DaGZ,A)tA] )
a B=0

(C.5)
mit der Dirac-Spur
SU™ A (pX pX')
= Trp [F“FXS(O) (p)v S (p) {VAS(O) (p)y™ + S (p)vk} SO (p)FX'] , (C.6)
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C.1 Massendimension 6

welche umfangreiche Ausdriicke ergibt, die nicht geeignet sind, mit den Vakuumerwartungs-
werten kontrahiert zu werden. Stattdessen sollen die Lorentz-Strukturen der Erwartungs-
werte projiziert werden (s. Unterabschnitt [2.2.2)). Diese Projektionen, kontrahiert mit den
Spurresultaten, ergeben haufig kompakte Ausdriicke, wie im Fall von Gluon-Kondensaten.
Mit der Schreibweise

(: qLatBqTrc [tPtH (DaG o) t1] 1) = (T4 Do Gy (C.7)

reduziert man das Kondensat auf die relevanten Anteile fiir die Projektion der Lorentz-
Indizes, welche, wie in Unterabschnitt dargestellt, vorgenommen wird. Der Ansatz hat
folgende Form:

<FaDozG1/)\> = a- ' Pry,av > (CS)

wobei pr, avx der Vektor aller Projektionsstrukturen ist, welcher fiir verschiedene Dirac-
Strukturen I', im Medium den folgenden p;, aus den Gln. (2.80) entnommen werden kann:

Iy = ]]-7 75 Pr,,avx = Pavi (Cga)
Lo = Ye, Y57 Pr.,avx = Peav (Cgb>
r, = O pe Pr,,avx = Pyeav - (Cgc)

Mit ¢? = (Ty DG, )p" A, dem Vektor der mit allen Projektionsstrukturen kontrahierten
Kondensate, und dem Inversen der Matrix P = (pr,,ava) © (P' ) erhélt man

<: qFXtAQQFX’tA >
d*
gy e

Die Ergebnisse der Projektion, kontrahiert mit den Spurergebnissen, liefern nicht die erhoft-
ten kompakten Resultate. Daher verbleiben wir mit der allgemein giiltigen SQME fiir
Fierz-transformierte Vier-Quark-Kondensate bis zur Massendimension 6 und geben exempla-
risch die kiirzeste Entwicklung

o\ PX PXY (P eB)  pr, v - (C.10)

o 1\, -
(: g5t QQystq : 72 5 { ( 5+ 6) Cawt®a Y apytPar )
f=u,d
1
- 772<: at"q Z arptay 2
f=u,d

v

44 3l T [P (0D)Go) ¢ :>} (1)

explizit an.
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C SQME von Vier-Quark-Kondensaten

C.2 Massendimension 7

Um Beitrige der SQME von Vier-Quark-Kondensaten mit zwei schweren Quarks in der
Magsendimension 7 zu erhalten, wie sie in Abb. dargestellt sind, nutzt man den sto6-
rungstheoretischen Quark-Propagator

2
= -GG SO (oSO (p) {780 ) s )y
+77 SO )PSO )7 +77 SO )17 p)7*} SOp)  (C12)

fiir die Berechnung mit Gl. (C.1)). Man erhélt:

S 2 d4 :
(¥ t4qQrX t“Q):gZ / (27545“‘7“*”%; ar¥t4qGE G, ) Tre [t44P(°]  (C.13)

mit der Dirac-Spur
ST = Ty 1Y SO )y (0) {15 ()70 )7
SO SO )y + 47 SO )7 SO ) sOw)| . (Ca9)
Die Auswertung der Farb-Spur erfolgt mit

L sne fiir A=0,
Tre [t4P19] = 2v/6 (C.15)
%(dABC + z'fABC) sonst ,
wobei nach der Definition im Unterabschnitt fiir 9 = 1/4/6 gilt und die Matrizen
t4 mit A=1,...,8 die Generatoren der Symmetriegruppe SU(3) bezeichnen. Der zusitzli-
che Faktor im Fall A = 0 ist so gewéhlt, dass die Normierungsbedingung Trc [tAtB ] = 048/2
erfiillt wird.
Die Evaluierung der Dirac-Spur ST AT Jigfert im Gegensatz zur Farb-Spur weniger
komprimierte Ausdriicke. Lediglich fiir IX’ = ~5 folgt mit
4iM
S’y57u>\VO' _ mgw\au (ClG)
ein kompaktes Ergebnis. Fiir alle tibrigen Basiselemente der Clifford-Algebra erhélt man
iiberaus umfangreiche Resultate. Daher wird, wie fiir Fierz-transformierte Kondensate der
Massendimension 6, die Projektion der Lorentz-Indizes des Erwartungswertes in Gl.
vorgenommen. Die Kontraktion der Resultate der Dirac-Spur mit den Projektionsstrukturen
liefert haufig kompaktere Ausdriicke. Mit der Schreibweise

(: ¥t qG LGS, ) = (TXGunGuo) (C.17)

reduziert man das Kondensat auf die relevanten Anteile fiir die Projektion der Lorentz-
Indizes. Der Projektionsansatz hat folgende Form:

<FXG,M)\GV0> = a-PrX pave s (C18)
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C.2 Massendimension 7

wobei prx ,y,, der Vektor aller Projektionsstrukturen ist, welcher fiir verschiedene Dirac-
Strukturen I'* im Medium den folgenden Pji, aus den Gln. 1) entnommen werden kann:

X =1, s Prxwe = Ppive (C.19a)
r* = Yps V5Vp PrX paxve = Ppuiveo s (C.19b)
r*= Trp Prxive = Prouivo - (C.19¢)

Die Projektion mit der Gréke o,, erfordert die Erweiterung des in Unterabschnitt
dargelegten Verfahrens zur Projektion der Lorentz-Indizes auf sechs Indizes. Fine konsisten-
te Einbeziehung der SQME mit Kondensaten der Massendimension 7 geht daher iiber den
Rahmen dieser Arbeit hinaus. Die Resultate der Projektionen von vier und fiinf Indizes soll
aber nicht unkommentiert bleiben. Die Projektion von fiinf Lorentz-Indizes liefert ausschliefs-
lich mediumspezifische Ausdriicke und geht mit der Einfiihrung von zehn Kondensaten der
Massendimension 7 einher. Die Resultate der Projektion, kontrahiert mit den Ergebnissen
der zugehdrigen Dirac-Spuren, sind insbesondere fiir die SQME von mediumspezifischen
Kondensaten sehr umfangreich und werden hier nicht dargestellt.

Die Projektion der Erwartungswerte mit vier Lorentz-Indizes, d.h. TX = 1, 75, ergibt auf-
grund der Anti-Symmetrie in den Indexpaaren (uA) und (vo) die komprimierten Resultate

T*G\Gro) = (TXGCAGro) ™ + (T2G 0 G o)™, (C.20)

1 AV,
<FXG;L/\GVU>Vak = ﬂgu Ao <FXG,U,,)\,GV/O',>€O'/J)\Z/

1
+ 150G {guwre = Guogav} (C.21a)
m 1 X (vG)?
<FXG;L>\GVU> ed — ﬁ <4<(U2)> - <FXG2>> {g;wg)\u — Guv9ro
UV, Uy UV, Vo VA\Vs (X%
+2 < ’ZQ 9ro — 2}2 9w + 1}2 g,lw - 1)2 gua)} (021b>
mit

(TXG?) = (TXGunG*YY (C.22a)
(MX (@2 = v o (TXGun G ™) (C.22b)

Die kontrahierten Produkte aus den Spurergebnissen und den Projektionen der Lorentz-
Indizes liefern kompakte Ausdriicke mit konvergenten Impulsintegralen [Pas84]. Exempla-
risch wird hier das Resultat der SQME in Massendimension 7 fiir das Kondensat K ?11)1 aus

Tab. [3.5] angegeben:

1 ¢*1

L= A ~Auv .

(: qqQQ ) = —

Das allgemeine Resultat der SQME von Vier-Quark-Kondensaten mit Feldoperatoren zweier
leichter und zweier schwerer Quarks in der Massendimension 7 erhélt man mit der Definition
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C SQME von Vier-Quark-Kondensaten

cABC = (FXGHAGW>pFX’“/\W, des Vektors der mit allen Projektionsstrukturen kontrahier-

ten Kondensate, und dem Inversen der Matrix P = (ppx,u/\w) o (pF X’“’\”")

(: chXtAQQFX/tAq )

g d'p X o A,B,C —-1.ABC
= -7 (27r)4S PV 145 C] (P e ) Prx ave - (C.24)
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D QCD-Lichtkegel-Summenregeln

Die Methode der QCD-Lichtkegel-Summenregeln ist ein Hybrid aus den von Shifman, Vain-
shtein und Zakharov eingefithrten Techniken und der Theorie von harten Prozessen. Dabei
werden Strome eines im Vergleich zu leicht abgednderten Strom-Strom-Korrelators in
der Nihe des Lichtkegels entwickelt. Dieser Zugang ermdglicht die Bestimmung von Uber-
gangsformfaktoren, wobei sowohl die harten Streubeitréige, als auch die weichen (Endpunkt-)
Beitrige erfagst werden. Das hier préisentierte Einfithrungsbeispiel zur Herleitung einer QCD-
Lichtkegel-Summenregel ist [Col01| entnommen.

Der Ausgangspunkt von Lichtkegel-Summenregeln ist das T-Produkt zweier Stréme, wel-
ches von rechts mit dem QCD-Grundzustand und von links mit einem leichten hadronischen
Zustand auf der Massenschale multipliziert wird. Ein physikalisches Beispiel ist durch den
Prozess eTe™ — mlete™ gegeben. Der rein hadronische Anteil dieser Reaktion ist die
iiber elektromagnetische Strome stattfindende Fusion zweier virtueller Photonen zu einem
neutralen Pion. Der Korrelator dieses Prozesses hat die Form:

Fupa) =1 [ o e @ )T [j(@)55(0)] 1)
= 5uu)\ap>\an(Q27 (p - Q)Q) ) (Dl)
wobei p der Pion-Impuls ist und ¢ sowie p — ¢ die Photonen-Impulse sind, mit Q? = —¢>.
Der elektromagnetische Quark-Strom ist definiert durch
];m(x) = Z €qq Vg (D.2)
q=u,d

mit den zur jeweiligen Quark-Sorte gehorenden elektrischen Ladung e,. Wir betrachten den
Korrelator im chiralen Grenzwert, d.h. es gilt p? = m2 = 0.

Zur Herleitung der Lichtkegel-Summenregeln wird der Korrelator fiir grofe Impulse
Q? und |(p—q)?| ausgewertet und mittels der analogen Dispersionsrelation zu dem ha-
dronischen Spektrum verkniipft. Modelliert man die Spektraldichte auf die einfachste Weise
mithilfe eines , Pol4+Kontinuum“- Ansatzes, erhélt man fiir den Kanal des j ™ mit dem Impuls
p — q eine Dispersionsrelation in der Variablen (p — q)?:

70 sem (2[00 06 om
Fu(pig) =23 SOV @I E = D)0 )i 0)19)

2 _ _ 2
1 7 ImF L(Q?,5)
+/d8u s D.3
™ s—(p—q)? (D3)
S0

wobei Q? fest ist. Die niedrigste hadronische Anregung mit den Quantenzahlen des Photons
entspricht dem p°-Meson. Damit alle p°-Zustéinde erfasst sind, wird {iber die Polarisation
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summiert. Die Resonanz des w%-Mesons, welche sehr nah an der p°-Resonanz liegt, wird
durch den Faktor 2 einbezogen. Alle htheren Anregungen werden ab dem Schwellenwert s
durch ein Kontinuum modelliert. Fiir die Matrixelemente gelten die Definitionen:

0 - em Or _ Fpﬂ( ? () V' Ao D4
(m @), @)lp"(p = @) = — ——ewnae” " ¢"p7, (D.4)

D
(W — )i (0)]2) = jgmpew* . (D.5)

Dabei ist I’ der Formfaktor des Ubergangs v*p — m, [, die Zerfallskonstante des p-

Mesons, m,, dessen Masse und el(,p ) dessen Polarisation.

Der Strom-Strom-Korrelator (D.1)) wird nicht, wie in der OPE, in lokale Operatoren ent-
wickelt, sondern in der Nihe des Lichtkegels 22 = 0, was einer Summation unendlich vieler
lokaler Operatoren entspricht. Die folgende Argumentation zeigt, dass bei groken Q? = —¢?
und (p—q)? der dominante Teil des des Integranden in von der Region des Lichtkegels
22 = 0 stammt. Trotz der Annahme p? = 0 des chiralen Limes, ist p nicht notwendigerweise

identisch Null. Fiir die invariante Variable

v=ap=5 (@~ (-0 (D.6)
gilt

vl ~1(p = a)?| ~ Q* > Agep - (D.7)
Es ist Konvention das Verhéltnis

£= o (D3)

so zu definieren, dass es fiir grofse Impulse (D.7)) endliche Werte annimmt, d.h. £ ~ 1. Betrach-
tet man ein Inertialsystem, in welchem der Pion-Impuls p klein ist aber nicht verschwindet,
d.h. es gilt |p] ~ p, |po| ~ p und p? < Q?, v, dann ergibt sich fiir

qo ~ Q% /4 + O(p) (D.9)
und das Argument der Exponentialfunktion in Gl. (D.1)) lasst sich wie folgt approximieren:

2 4¢2 2
qT = qoTo — q3T3 = alfﬂfo - ( ?652 + Q2> T3 = Cif(a?o —x3) — 25563- (D.10)

Um einen stark oszillierenden Integranden, welcher keinen signifikanten Beitrag zum Integral
liefern wiirde, zu vermeiden, fordert man xg — x3 ~ 4u/Q%*¢ und gleichzeitig xo ~ &/2u.
Daraus folgt:

2
xi o~ <x3+;2'u§> :m%—l—;—i—()(&) (D.11)

und damit 2% = 22 — 2% ~ 1/Q? — 0 fiir Q% — o0o. Zugleich gilt xg ~ z3 ~ £/2u > 1//Q?,
d.h. es ist kein OPE in lokale Operatoren um z = 0 anwendbar.
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Im Folgenden wird die fiihrende Ordnung der Lichtkegel-OPE des Strom-Strom-Korrela-
tors (D.1)) berechnet. Dafiir beschrinken wir uns beziiglich des elektromagnetischen Stroms

auf eine Quark-Sorte. Die Auswertung des zeitgeordneten Produktes fiihrt auf den Propaga-
tor leichter Quarks S (x,0) = —i(0|T [¢(2)G(0)]|0) im Ortsraum:

5O) (2.0 # D.12
Mithilfe der Identitdt v,v v\ = —i€uwrcY’V5 + GV + GuaVu + 9apYw erhilt man den
relevanten Ausdruck fir den Strom-Strom-Korrelator:

) A
Fu(p.q) = —iegawm/d‘lx e ' 52,1 (m0(p)| = @(z)77v5q(0) : |Q) . (D.13)

Um zu zeigen, dass die Lichtkegel-OPE in jeder Ordnung einer Summation {iber unendlich
viele lokale Operatoren entspricht, wird aus didaktischen Griinden im Folgenden die Entwick-
lung des Erwartungswertes in lokalen Operatoren vorgenommen. In Fock-Schwinger-Eichung
gilt fiir das Operatorprodukt

2()10750(0) = 3 0™ (4(0) D, ) 707154(0) (D.14)

n=0

wobei sich das Matrixelement jedes Summanden wie folgt zerlegen ldsst:

(7°(D)| : §DexDas - - - Do Vo154 = |Q) = (=) Pavs Pars - - - Pevn P M
+ (=) "GayanPas - - - Pan Do M), + ... . (D.15)

Der erste Term in Gl. (D.15) ist total symmetrisch und im chiralen Grenzwert, d.h. p? = 0,
spurlos. Er enthilt einzig Vierervektoren. Die nachsten Terme enthalten eine oder mehrere
Minkowski-Metriken, wobei einer explizit angegeben ist. Setzt man die Entwicklung (D.14)

in Gl (D.13)) ein und benutzt die Definitionen (D.15) und (D.8§)), erhélt man:

n—2
F(Q* (p— q)?) )} = QQZ@M " Q4Z : o (D.16)

Da & ~ 1 gilt, kdnnen die Summen nicht abgebrochen werden. Damit ist gezeigt, dass eine
Entwicklung in eine endliche Anzahl lokaler Operatoren nicht méglich ist. Stattdessen muss
iber unendlich viele Matrixelemente M,,, M/, ... lokaler Operatoren summiert werden. Es
existiert eine Hierarchie der Terme in GI. . Die Koeflizienten der Summen sind in ho-
heren Ordnungen durch entsprechende Potenzen von 1/Q? unterdriickt. Der Unterschied der
Matrixelemente im ersten und zweiten Term der rechten Seite von GI. ist deren Twist,
wobei Twist als die Differenz zwischen der Massendimension und dem Spin eines spurlosen
und total symmetrischen, lokalen Operators definiert ist. Die Matrixelemente M,, haben
Twist 2. Dies wird leicht ersichtlich, wenn man den Operator ohne kovariante Ableitung
betrachtet: Massendimension 3, Lorentz-Spin 1. Kovariante Ableitungen haben Massendi-
mension und Spin 1, &ndern also den Twist der Matrixelemente nicht. Multipliziert man
beide Seiten der Gl. mit gaya, wird klar, dass die Matrixelemente M, Operatoren
mit Twist 4 enthalten. Der beitragende Operator mit der niedrigsten Massendimension ist
(q f)z)%%q. Eine Entwicklung von Operatorprodukten in der Nahe des Lichtkegels wird
demzufolge in Komponenten mit steigendem Twist vorgenommen.
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In fiihrender Ordnung dieser Entwicklung um 2? = 0 wird das Matrixelement in G1. (D.13])
parametrisiert durch

()] : Ax)10750(0) ¢ |Q) g0 = —ipajg / du €7 (u, 1) (D.17)

wobei ¢, (u, ) die Lichtkegel-Verteilungsamplitude des Pions fiir den Twist 2 ist, normiert
durch fol du @p(u, p) = 1 Die Grofle p bezeichnet ab hier die Renormierungsskala. Ent-
wickelt man die linke Seite von GI. wie in Gl mit (D.15) und benutzt man
die Reihendarstellung der Exponentialfunktion auf der rechte Seite von , identifiziert
man:

M, = —i\J;% /du u"pr(u, @) . (D.18)

Die Funktion ¢ (u) multipliziert mit fr ist ein universales nicht-perturbatives Objekt, wel-
ches die langreichweitigen Effekte des Pions parametrisiert. Zusammen mit den Vertei-
lungsfunktionen hoheren Twists ist o (u) das Aquivalent zu den Kondensaten der SVZ-
Summenregeln.

Einsetzen von Gl. (D.17) in (D.13)) liefert:
1

A
. T i(up—q)z L
F;u/(py q) = (2)262;};55/11/)\017 /du o (u, p /d4$€( p=a) o204
0
f / (up* =)
2 s p —dq

—=EuvioP /du T y D.19
Vo / ol (up—q)? (D-19)

wobei der Anteil up® im Zihler aufgrund der (Anti-)Symmetrie der Lorentz-Indizes im Pro-
dukt mit €,,,,p? verschwindet. Mit p?> =0 und @ = 1 — u erhélt man:

F,uzz(pa Q) = euy)\UpAqUFTW2(Q2’ (p - Q)2) (D20>

mit

Frua(Q% (p — 9)*) = \";’% duuQ;‘)_’f(u“(’p“z i (D.21)
0

wobei 1/(2Q? — u(p — ¢)?) als Streuamplitude bezeichnet wird.
Der erste Term des hadronischen Ausdrucks (D.3)) liefert mit den Definitionen (D.4)) und

03):
23" (T (p)17,™ ()| 0°(p — 9))(p° (p — @)15.5™(0)[$2) A7 V2FP™(Q?) f,

:5 )\
—(p—q)? HRE T m2 — (p — q)?

pol
(D.22)

'Um die Eichinvarianz zu erhalten, enthilt die komplette Definition den Weg-geordneten Faktor
Pexp [z’g f01 da x“A;‘(ax)tA], welcher in Fock-Schwinger-Eichung (2.30) den Wert Eins annimmt.
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Mit der Quark-Hadron-Dualitat

ImF(Q?,s) = ImPry2(Q?, s) = Wfﬂ(e?gei) /O 1 du o (u)8(aQ? — us) (D.23)

im Integranden des zweiten Terms von (D.3) erhilt man:
P

0o Ug
1 / ImF, (Q?, s) A o fr(€l+e3) pr(u)
ds—F22 2 — e " u__d /du , D.24
) I P V3 i@ — u(p— g (b-24)
S0

wobei uf = Q*/(sh + Q?) als obere Integrationsgrenze aus der Dirac’schen §-Distribution in
Gl stammt. Damit konnen die explizit kovarianten Grofen allein betrachtet werden,
d.h. auf die Lorentz-Struktur 5W,\Up>‘q°' kann verzichtet werden.

Subtrahiert man den Ausdruck des hadronischen Kontinuums von der Lichtkegel-
Entwicklung, erhdlt man die Summenregel:

ﬂpm(QQ)fp _ fﬁ(eg—kez) /1d or(u) (D.25)

mz — (p — q)? V2 YaQz —ulp — g

Ug

Eine Borel-Transformation beziiglich des Impulses (p — ¢)? mithilfe der Transformations-
formel ([2.119) fiihrt auf den Ubergangsformfaktor:

2 2 ; ()2 2
FPm(Q?) = fw(esfj ca) /du(pﬂéu) exp [— 5]\3]% + ]\n/}%] : (D.26)

P
Uo

Ersetzt man den elektromagnetischen Strom ji™ im Strom-Strom-Korrelator @ durch
Strome mit anderen Quantenzahlen und Quark-Sorten, ist man in der Lage mit der hier
prisentierten Methode auch Formfaktoren von Ubergéingen anderer Hadronen zu bestimmen,
an welchen das Pion beteiligt ist. Diese Ersetzung liefert eine andere harte Streuamplitude,
wohingegen die Verteilungsamplituden der Lichtkegel-Entwicklung die gleichen sind.

Die Lichtkegel-Verteilungsamplitude ¢, (u) wurden zuerst bei Untersuchungen zu Prozes-
sen mit grofen Impulsiibertrdgen in der stérungstheoretischen QCD eingefiihrt. In diesem
Zugang beschreibt ¢, (u) die Verteilung des Anteils des longitudinalen Pion-Impulses, wel-
cher von einem Valenzquark im Inertialsystem mit unendlichem Impuls getragen wird. Die
Lichtkegel-Verteilungsamplitude des Pions mit Twist 2 hat folgende Form:

or(u, ) = 6ult |14+ Y an(p)C*(u—1)| (D.27)
n=24,...

- ~3/2 5. . . . .
wobei Cn/ die Gegenbauer-Polynome bezeichnen und die Koeffizienten a,, renormierungs-

skalaabhingig sind. Fiir 4 — oo verschwinden die a,, und man erhilt die sogenannte asym-
ptotische Verteilungsamplitude gogras)(u) = 6ud.
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