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Zusammenfassung

Zusammenfassung

Durch das Anlegen elektrischer Hintergrundfelder kbnnen aus dem Vakuum Elektron-Positron-
Paare erzeugt werden. Dabei unterscheidet man zwischen zwei grundlegenden Prozessen, dem
klassischen Schwinger-Effekt, bei dem die Paarerzeugung als exponentiell von der Feldstirke
abhingiger quantenmechanischer Tunnelprozess aufgefasst werden kann, und der dynamischen
Paarerzeugung resultierend aus der Absorption eines oder mehrerer virtueller Photonen des
Feldes. In dieser Arbeit wird unter Zuhilfenahme numerischer Integrationsroutinen der Ver-
starkungseffekt im Impulsraum der dynamisch assistierten Schwinger-Paarerzeugung fiir un-
terschiedliche Feldkonfigurationen untersucht. Er kann hervorgerufen werden durch die Super-
position von einem starken, niederfrequenten mit einem schwachen, hochfrequenten Feld, ist
also ein Resultat des Zusammenspiels von Schwinger- und dynamischer Paarerzeugung. Durch
die Quantisierung des Dirac-Feldes kann ein gewohnliches Differentialgleichungssystem fiir die
Dichte erzeugter Elektron-Positron-Paare hergeleitet werden. Es bildet die Grundlage der in

dieser Arbeit vorgestellten numerischen Resultate.

Abstract

It is possible to produce electron-positron pairs out of the vacuum by applying an electric
background field. There are two different processes. The classical Schwinger effect, where the
creation can be interpreted as a quantum mechanical tunneling event with an exponential
dependence on the field strength, and the dynamical pair creation caused by the absorption
of a single or a multiple number of virtual field photons. In this thesis, by using numeri-
cal integration methods, the enhancement of dynamically assisted Schwinger pair production
is investigated for different field configurations. The effect is caused by the combination of
Schwinger and dynamic pair creation. A strong field with low frequency is superimposed by a
weak field with high frequency. After quantizing the Dirac field it is possible to get a linear
differential equation system that determines the produced electron-positron pair density which

is fundamental for the numerical results presented in this thesis.
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1 Einleitung

1.1 Dirac-Gleichung und die Erzeugung von Antiteilchen

P. Dirac gelang im Jahr 1928 die erste zugleich lorentzinvariante wie quantenmechanische
Beschreibung des Elektrons [2]. Die spéter nach ihm benannte Dirac-Gleichung erméglichte
relativistische Korrekturen zur nichtrelativistischen Schrodinger-Theorie und einen theoreti-
schen Zugang zu Phinomenen wie der Spin-Bahn-Kopplung und daraus resultierenden expe-
rimentellen Befunden wie der Feinstrukturaufspaltung im Energiespektrum von Atomen. Sehr
bemerkenswert ist die Tatsache, dass die Dirac-Gleichung, obwohl als Ein-Teilchen-Theorie
konstruiert, dennoch die theoretische Vorhersage der Existenz von Antiteilchen, d.h. insbeson-
dere des Positrons, moglich machte. Bereits ein Jahr nach der Verdffentlichung durch Dirac
zeigte O. Klein [4], dass bei der eindimensionalen Streuung von Elektronen der Energie E,
und Ladung —e an einer Potentialstufe der Form ¢(z) = —O(z)V;/e mit der Hohe V4 > 2mc?
ein Bereich m < E, < Vi — mc? exisitert, in dem der Reflexionskoeffizient R = —j,./jein Werte
R > 1 und der Transmissionskoeffizient T' = j;/jein, Werte T < 0 annimmt. Der Strom reflek-
tierter Teilchen j,. ist also grofser als der Strom einlaufender Teilchen j.;, und die transmittierte
Stromdichte j; negativ. Die transmittierten Teilchen kommen aus entgegengesetzter Richtung
oder haben die entgegengesetzte Ladung +e. Eine mogliche Interpretation besteht darin, dass
bei der Streuung zusatzlich die Erzeugung von Elektron-Positron-Paaren stattfindet.

Fiir die als Ein-Teilchen-Theorie entwickelte Dirac-Gleichung ist ein solches Resultat zunichst
widerspriichlich. Anschaulich ldsst es sich jedoch im Modell des Dirac-Sees erklaren. Die Lo-

sungen der freien Dirac-Gleichung?

(10, — m) (7, 1) = 0 (1)
sind ebene Wellen der Form

(7, 1) = poe'PT e, (1.2)
Ihre Energieeigenwerte sind gegeben durch

E. = £+/p*+ m2. (1.3)

'In natiirlichen Einheiten (h = c = 1).



Damit ist das Energiespektrum insbesondere auch nach unten unbeschrinkt. Elektronen miiss-
ten also, z.B. bei der Kopplung an ein elektromagnetisches Feld, in der Lage sein, unendlich viel
Energie abzustrahlen, was nichtzuletzt die Stabilitit von Atomen unmoglich machen wiirde.
Dirac postulierte daher den Grund- bzw.Vakuumzustand des Systems als jenen, in dem alle
Zusténde negativer Energie besetzt sind, sieche Abb. 1.1. Dann folgt geméf des Pauli-Prinzips,
dass ein zusatzlich erzeugtes Elektron die positive Energie E, > m besitzen muss. Andererseits
kann ein Teilchen negativer Energie —F, unter Zufiihrung der positiven Energie E, entfernt
werden. Der zuriickbleibende unbesetzte Zustand (,,Loch“) kann als Antiteilchen mit entge-
gengesetzter Ladung +e, also als Positron interpretiert werden. Um im Vakuum ein Elektron-
Positron-Paar zu erzeugen, muss einem Teilchen negativer Energie mindestens die Energie
2m zugefithrt werden. Diese Energie wird gerade durch das Anlegen des Stufenpotentials mit

Vo > 2m zur Verfiigung gestellt.

Positives Kontinuum

Negatives Kontinuum

Position

Abbildung 1.1: Vakuumzustand im Bild des Dirac-Sees.

Allerdings bleibt unklar, warum der so definierte Vakuumzustand des Systems trotz offenkundig
unendlicher Ladungs- und Energiedichte keinerlei elektromagnetische bzw. gravitierende Wir-
kung ausiiben soll.? Eine vollstindige, in sich schliissige Beschreibung der Elektron- und Posi-
tronerzeugung kann nur im Rahmen der Quantenfeldtheorie als Mehrteilchen-Theorie gegeben
werden. Durch Quantisierung des Dirac-Feldes ldsst sich insbesondere das nach unten unbe-
schrinkte Energiespektrum (1.3) beseitigen.®> Ohne Kopplung an ein dukeres Viererpotential

A* ergibt sich fiir die Lagrange-Dichte des Dirac-Feldes

L=V(in"9, —m)V. (1.4)

2Vgl. [15] S. 161.
3Eine Einfiihrung in die Quantisierung des Dirac-Feldes findet sich z.B. in [9].
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Der Hamiltonoperator H des Systems in 2. Quantisierung folgt dann unmittelbar aus

H= /dr3 <g—§¢/ — ,c) (1.5)

und kann durch Entwicklung der Quantenfeldoperatoren ¥ in den Eigenzustinden der freien

Dirac-Gleichung (1.1) diagonalisiert werden. Man erhélt damit

2

=[5 Y (s + (7 7) (1.6

und kann a}(ﬁ) als fermionischen Erzeugungsoperator eines Elektrons und b;r(ﬁ) als fermio-
nischen Erzeugungsoperator eines Positrons, jeweils mit Impuls p und Spin j, betrachten.
Der Hamiltonoperator H hiingt damit nur noch von den Teilchenzahloperatoren ns (p) =
a}(ﬁ)aj(ﬁ’) und n§+ (p) = b}(ﬁ)bj(m ab. Die Gesamtenergie Eq des Vielteilchenzustandes [Q2)
ergibt sich damit unmittelbar aus der Teilchenzahl der Elektronen und Positronen mit Spin j

und Impuls p. Der Vakuumzustand |0) ist dann durch

nS (7)0) = nS (7)]0) =0 (1.7)

charakterisiert und hat die Grundzustandsenergie Fy = 0. Damit ist das Energiespektrum

nach unten beschrinkt.

1.2 Klassischer Schwinger-Effekt und Schwinger-Limes

Als Schwinger-Effekt bezeichnet man die Erzeugung eines Elektron-Positron-Paares im Vaku-
um aus den virtuellen Photonen eines zeitlich konstanten, rdumlich homogenen elektrischen
Feldes der Feldstéirke Ey. Im Bild des Dirac-Sees bedeutet ein externes Feld eine ,Verkippung”
des negativen und positiven Kontinuums um den Winkel o mit tan(«) = eEjy. Dies erhoht die
quantenmechanische Wahrscheinlichkeit dafiir, dass ein Teilchen aus dem negativen Kontinu-
um in das positive Kontinuum tunnelt. Dabei bezeichne L die Tunneldistanz, die mindestens
zuriickgelegt werden muss. Dies ist in Abb. 1.2 anschaulich dargestellt. Mit zunehmender
Feldstiarke Ey nimmt L weiter ab. Fiir L > A¢ = 27 /m sollte die Tunnelwahrscheinlichkeit ex-
ponentiell und fiir L < A¢ nicht mehr unterdriickt sein, wobei A die Comptonwellenlange des
Elektrons ist. Unter dieser Annahme lésst sich mit L. := 2/m < A¢ aus tan(a) = 2m/L = eFEy
die kritische Feldstirke E. = m?/e abschiitzen, unterhalb derer die Wahrscheinlichkeit der
Erzeugung eines Elektron-Positron-Paares exponentiell unterdriickt ist. Eine exakte Herleitung
findet sich in den Arbeiten von F. Sauter [11] und J. Schwinger [13]|, weshalb sich in der Li-
teratur auch der Begriff Sauter-Schwinger-Effekt etabliert hat und E, als Sauter-Schwinger-
Feldstiarke bezeichnet wird. Nach Schwinger gilt fiir die Paarerzeugungswahrscheinlichkeit P



.. . eEy
Positives Kontinuum

Negatives Kontinuum

Position

Abbildung 1.2: Schwinger-Paarerzeugung im Bild des Dirac-Sees.

pro Volumen V und Zeit ¢

wEc

7|'TTL2
P x Eje <0 = Eje” o (1.8)

und damit die fiir quantenmechanische Tunnelprozesse charakteristische exponentielle Ab-
héngigkeit, in diesem Fall von der Feldstirke Ej. Fiir die kritische Feldstéirke ergibt sich der
Wert £, ~ 10'®V/m. Bislang konnten Feldstirken in dieser GroRenordnung experimentell
auf makroskopischer Ebene nicht realisiert werden. Neue Laser-Anlagen wie ELI (Extreme
Light Infrastructure) und XFEL (X-Ray Free-Electron Laser) konnten diesbeziiglich neue
Moglichkeiten schaffen.

Um die Elektron-Positron-Paarerzeugung tatsachlich beobachten zu kénnen, bietet sich der Zu-
gang iiber rdumlich homogene jedoch zeitabhingige elektrische Felder an, wie sie zum Beispiel
im Schwingungsbauch zweier aufeinander gerichteter Laser erzeugt werden kénnen. Ein sol-
ches Feld E(t) ist neben seiner Amplitude Ey durch die Frequenz 1/7 charakterisiert. E. Brezin
und C. Itzykson [1]| zeigten, dass in rdumlich homogenen, zeitlich verédnderlichen Feldern die

Paarerzeugungswahrscheinlichkeit

Eg —WEEOCQ(V) (19)
g(v) +0.57¢'(7)

P x

ist mit der Funktion g(vy) = (4/7) fol dz+/(1 — 22)/(1 + 7222) und ihrer Ableitung ¢’(y) nach
dem Argument v. Eine Darstellung von g(v) findet sich in Abb. 1.3. Dabei wird v = m/eFyr
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Abbildung 1.3: Verhalten der Funktion g() aus Gl. (1.9).

auch als Keldysh-Parameter bezeichnet.? Fiir v < 1 strebt die Funktion g(v) — 1 und man
erhilt im Limes v — 0 Gl (1.8). In zeitabhingigen Feldern mit Feldstidrken Ey ~ E. und

Frequenzen 1/7 < m dominiert somit der Effekt der klassischen Schwinger-Paarerzeugung.

1.3 Dynamische Paarerzeugung und

Multi-Photonen-Absorption

Nun soll der zweite Grenzfall v > 1 betrachtet werden. In diesem Fall strebt die Funktion
g(y) — 0. Sie ist in Abb. 1.3 dargestellt. Aus GI.(1.9) folgt dann unmittelbar

E AmT 1 AdmT r<1/dm
Poc(e%;);) E§:<%> BT E" g (1.10)

Offenkundig lasst sich in diesem Fall die Elektron-Positron-Paarerzeugung nicht mehr als
quantenmechanischer Tunnelprozess mit exponentieller Abhéngigkeit von der Feldstirke Ej
verstehen. Der Fall v > 1 korrespondiert zu zeitabhéngigen Feldern E(t), fiir deren Ampli-
tude Fy < E, und fiir deren Frequenz 1/7 ~ m gilt. Die zeitliche Anderung des Feldes ist
wesentlich kiirzer als die bendtigte Tunnelzeit. Daher ist die Paarerzeugung nur iiber die Ab-
sorption eines oder mehrer virtueller Photonen des Feldes moglich. Ein Photon besitzt die
Energie 1/7. Zur Erzeugung eines Paares muss mindestens die Energie 2m zur Verfiigung ste-

hen. Die Anzahl der zu absorbierenden Photonen n, um ein Paar zu erzeugen, ist dann durch

4Vgl. Unterabschnitt 3.3.1.
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n > 2m7 gegeben. Fiir Felder mit 7 < 1/2m ist die Absorption eines einzigen Photons zur
Erzeugung eines Elektron-Positron-Paares moglich. Die Multi-Photonen-Paarerzeugung konn-

te bereits experimentell bestiitigt werden.®

Positives Kontinuum

Negatives Kontinuum

Position

Abbildung 1.4: Dynamische Paarerzeugung im Bild des Dirac-Sees.

1.4 Dynamisch assistierter Schwinger-Effekt

Im Folgenden wird die Uberlagerung zweier elektrischer Felder betrachtet. Das erste Feld
befinde sich im diskutierten Schwinger-Limes aus Abschnitt 1.2 und das zweite im Regime
der dynamischen Paarerzeugung, wie sie in Abschnitt 1.3 diskutiert wird. Die durch das An-
legen eines solchen Feldes erzeugte Anzahldichte an Elektron-Positron-Paaren kann die ein-
fache Superposition der einzelnen Anzahldichten um Grokenordnungen tibersteigen. In [7] wird
von Verstiarungsfaktoren von bis zu 500 fiir die Uberlagerung zweier Sauter-Pulse der Form
E;(t) = Eysech®(t/7;) berichtet. Dieser Effekt wird als dynamisch assistierter Schwinger-Effekt
bezeichnet. Im Bild des Dirac-Sees lasst er sich wie folgt erkldren. Durch das angelegte erste
Feld £y, ~ E. ist die Wahrscheinlichkeit dafiir, dass ein Teilchen aus dem negativen Kon-
tinuum in den Bereich des positven Kontinuums tunnelt, nicht unterdriickt. Dieser klassische
Schwinger-Effekt wird durch die Absorption von virtuellen Photonen des zweiten Feldes der En-
ergie 1/m ~ m insofern verstéirkt, dass dadurch Teilchen aus dem negativen Kontinuum in den
Bereich der klassisch verbotenen Energiebarriere angehoben werden. Dies fiihrt schliefslich zu
einer Verringerung der Tunneldistanz L. Die Wahrscheinlichkeit fiir ein Tunnelereignis steigt.
Dies ist in Abb. 1.5 dargestellt.

5Vgl. SLAC Experiment E-144: http://www.slac.stanford.edu/exp/e144/.
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€E0,1

Positives Kontinuum

3

Energie

Negatives Kontinuum

Position

Abbildung 1.5: Dynamisch assistierte Schwinger-Paarerzeugung im Bild des Dirac-Sees.

Der dynamisch assistierte Schwinger-Effekt bildet die Grundlage dieser Arbeit. Verschiedene
Feldkonfiguration, die im Abschnitt 3.2 diskutiert werden, sollen unter Zuhilfenahme nu-
merischer Integrationsroutinen auf einen mdglichen Verstarkungseffekt beziiglich der Paar-
erzeugung untersucht werden.

Dazu erfolgt in Kapitel 2 die Herleitung einer Differentialgleichung zur Bestimmung der erzeug-
ten Quasiteilchendichte f(p)t), die, wie in Abschnitt 2.2 diskutiert, fiir asymptotische Zeiten
t — oo als die reale Teilchendichte erzeugter Elektron-Positron-Paare interpretiert werden
kann.

In Kapitel 3 ist dargestellt, welche Form die in dieser Arbeit untersuchten elektrischen Felder
besitzen. Der Abschnitt 3.3 dient der Herleitung einer dimensionslosen Darstellung von dem
Differentialgleichungssystem (2.38).

In Kaptel 4 werden die numerisch erhaltenen Teilchendichten f(p,ts) erzeugter Paare fiir
die verschiedene Feldkonfigurationen diskutiert. Dabei soll insbesondere unter Betrachtung
der iiber den Impulsraum abintegrierten Anzahldichte n der aus dem dynamisch assistierten

Schwinger-Effekt resultierende Verstirkungsfaktor untersucht werden.

6Siehe Gl. (2.40).



2 Quantenkinetische Theorie

In diesem Abschnitt soll eine kurze Herleitung der quantenkinetischen Theorie fiir Elektro-
nen im ausschlieflich zeitabhiingigen klassischen elektrischen Hintergrundfeld E (t) erfolgen.
Insbesondere wird der Fall ohne dufseres Magnetfeld B betrachtet. Dies ermoglicht den theore-
tischen Zugang zur Ermittlung der Anzahl erzeugter Elektron-Positron-Paare, wie er u.a. von
S. Schmidt et al. [12] entwickelt wurde, iiber die zweite Quantisierung des Dirac-Feldes und
die Diagonalisierung des zeitabhédngigen Dirac-Hamiltonoperators H (). In diesem Abschnitt
folgen wir im Wesentlichen den Arbeiten von F. Hebenstreit et al. [3], A. Otto [8] und M.
Orthaber [6].

2.1 Diagonalisierung des Dirac-Hamiltonoperators
In Coulomb-Eichung ist das Viererpotential
AR (t) = (0, A(t)). (2.1)

Wir wiithlen im Folgenden A(t) = A(t)é, und damit E(t) = —A(t)é, = E(t)é.. Nach dem

Prinzip minimaler Kopplung ist die Dirac-Gleichung
(@'70@ ey [ﬁ - ieA(t)éz} - m) U(7,t) = 0. (2.2)
Die Ortswellenfunktion W(7,t) ldsst sich in den Impulseigenzustédnden | ) entwickeln:

d3p

v = [ @1 7)) = [ g, (2.3
So erhélt man die Dirac-Gleichung
(70, — 7 - ®(p.t) — m) ¢(p,t) = 0 (2.4)

fiir die Modenfunktion ¢(p,¢) mit dem zeitabhéngigen Feldimpuls 7(p,t) = p'— eA(t)é,. Um

diese zu 16sen, wahlt man

o(p,t) = (i7°0, — 7 - 7(p.t) + m) ¢(p, 1) (2.5)
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als Ansatz. Daraus ergibt sich fiir ¢(p,t) die iterierte Dirac-Gleichung
(07 + W* (B, t) + ieB()7"y®) ¢(p,t) = 0. (2.6)

Dabei ist w?(p,t) = m? + p3 + (p — eA(t))2 = + (p — eA(t))2 mit dem Impuls p;, =
\/ (P2 +p2) = 0 senkrecht und py = p, parallel zur Feldrichtung. Jetzt besteht die Moglichkeit

eine Entwicklung von (;B(ﬁ, t) in den Eigenvektoren der Matrix v°y3 durchzufiihren. Sie ist
durch

0 o,
'yt = ( ) (2.7)
o, 0

gegeben und besitzt die Eigenwerte A, = 1 und A3,4 = —1. Fiir die dazugehorigen Eigenvek-
toren W, mit j = {1,2,3,4} folgt 1°9*W; = \;W,. Es liisst sich ¢(p,t) als

670 = > 0,7 OW, (28)

entwickeln. Um die Entwicklungskoeffizienten g;(p,t) zu bestimmen, setzt man Gl. (2.8) in GL
(2.6) ein. Dies ergibt fiir jeden Koeffizienten eine Gleichung in der Form eines zeitabhéingigen

Oszillators
(07 + W’ (5. t) + ieE(t)A;) g; (5, t) = 0. (2.9)

Da es sich bei (2.9) um eine Differentialgleichung 2. Ordnung handelt, zerfillt g;(p,t) in zwei

linear unabhéngige Losungen g]i (p,t) mit
95(B,1) = a;(B) - g (5 t) + b (D) - g7 (B 1)- (2.10)

Damit existieren fiir jedes 7 = {1,2, 3,4} zwei zusétzliche Lésungen und damit insgesamt acht
linear unabhéngige. Da die Dirac-Gleichung (2.4) eine Differentialgleichung erster Ordnung
ist und nur vier linear unabhéingige Losungen zuldsst, sind vier der gefundenen Loésungen
redundant. Wir eliminieren diese, indem wir im Folgenden ausschlieRlich j = {1,2} wiihlen.!
Da Ao = 1 gilt, miissen nach (2.9) die Funktionen gli/Q(ﬁ, t) die gleiche Differentialgleichung

erfiillen und es folgt

9i (B, t) = g5 (B, t) = g~ (P, 0). (2.11)

Dies ist auch insofern plausibel, als dass kein duferes Magnetfeld angelegt wird und die Dy-

namik daher unabhingig von der Spineinstellung sein sollte, was durch (2.11) offenkundig

! Alternativ ist natiirlich auch die Wahl j = {3,4} méglich.
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gegeben ist.

Jetzt kann man (2.8) als

0= (40) 5" @) +b@) -9~ (50) W (2.12)

j=1

.

schreiben. Durch Quantisierung des Dirac-Feldes wird a;(p) zum fermionischen Vernichtungs-
operator a;(p) fiir Elektronen und b;(p) zum fermionischen Erzeugungsoperator b;(—ﬁ) fiir
Positronen.? Setzt man (2.12) in (2.5) ein, erhiilt man den Ausdruck

= (UJ P t)a;(p) + vj(—p t)bi(—ﬁ)) (2.13)

=1

.

fiir den Feldoperator ¢(p,t) mit

ui(p.t) = ("0, = 7 - #(p. 1) +m) g* (5. t)W}, (2.14)
vi(=p,t) = ("0 — 7 - ®(.t) +m) g~ (B. W

als linear unabhéngige Basisspinoren. Es gelten die fermionischen Antikommutator-Relationen

{a,),0l(@} = 2m) 8,05 - D),
(2.15)
{bi(). 8@} = (2m)0;0(5 - D).

Alle nicht explizit aufgefiihrten Antikommutatoren verschwinden.

Betrachtet man den Hamiltonoperator H des Systems, so zeigt sich, dass dieser im Allgemeinen
auch Nichtdiagonalelemente besitzt.> Damit diese verschwinden, iibertrigt man einen Teil der
Zeitabhéngigkeit auf die Operatoren a; und b;. Dies ldsst sich iiber die unitére, zeitabhéngige

Bogoliubov-Transformation
(2.16)

realisieren. Da es sich um eine unitére Transformation handeln soll, muss fiir die Koeffizienten

(@) + |8, 1) =1 (2.17)

2Eine kurze Einfiihrung zur Quantisierung des Dirac-Feldes findet sich u.a. in [9].
3Eine ausfiihrliche Darstellung der Diagonal- und Nichtdiagonalelemente von H findet sich in [6].
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gelten. Fiir die feste Zeit t ergeben sich daher die Relationen

{40, 4@ 0} = n)'e06 -0,

‘ (2.18)
{Bi5.0), Bl(@.0)} = @r)0,:8(7 - ).

Alle anderen Antikommutatoren verschwinden. Die so gefundenen zeitabhéngigen Operatoren
A;(p,t) und B;(p,t) konnen daher ebenfalls als fermionische Erzeugungs- und Vernichtung-
soperatoren interpretiert werden. Ist kein elektrisches Feld angelegt, dann miissen sie mit den

Vakuum-Operatoren a;(p) und b;(p) zusammenfallen, weshalb

Ayak (ﬁ )

2.19
5vak( ) ( )

1,
0

gilt. In der Situation, in der kein duferes elektrisches Feld angelegt ist, ldsst sich (2.9) analytisch
16sen. Fiir die beiden linear unabhiingigen Lésungen g-, (p, t) ergibt sich mit w(p) = \/m? + p?

eTiw(P)t

+ —
Goar (D1 1) = N OIEGESR (2.20)

Der ausschlieflich impulsabhéingige Nenner dient der Normierung der Basisspinoren (2.14). Nur
in diesem Fall ohne angelegtes elektrisches Feld, d.h. wenn die Losungen ebene Wellen mit posi-
tiver und negativer Energie sind, ist eine Teilchen /Antiteilchen-Interpretation des quantisierten
Dirac-Feldes moglich. Nun benutzt man die aus der Bogoliubov-Transformation gewonnenen
zeitabhédngigen Erzeugungs- und Vernichtungsoperatoren zur Darstellung des Feldoperators
¢(p,t). Dazu ersetzt man in (2.13) die alten Basisspinoren (2.14) durch neue Basisspinoren
U;(p,t) und V;(—p,t). Ihr Zusammenhang

B 5 ’ (2.21)
Uj(_pat) = (p7 )‘/J(_ at)_ ( ) ( )
ist durch die Bogoliubov-Transformation gegeben. Dann lisst sich der Feldoperator ¢(p,t) als
2
-y ( B,t) + V(5. ) BI(—F, t)) (2.22)
7=1
schreiben. Fiir die Spinoren U,(p,t) und V;(—p,t) wéhlt man

Uj(p,t) = (Y'w(@,t) — 7 - 7(B,t) +m) GH(p. )W},

7 ’ (2.23)
Vi(=p,t) = (= w(p.t) — 7 - 7B, t) +m) G~ (5, t)W;.

Sie sind im Fall ohne elektrisches Feld mit den Basisspinoren (2.14) identisch. Die Modenfunk-
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tionen G*(p,t) sind dabei durch

e:ﬁ@(ﬁ,to )t)

GE(p,t) = = - (2.24)
V2w(p, 1) (Wi t) F ma(p, 1))
gegeben mit der dynamischen Phase
4
O(p, to,t) = /w(ﬁ, t)dt'. (2.25)

to
Ohne externes Feld (und fiir ¢, = 0)* ergibt sich
w(p,t) — w(p),

O(p, to, t) — w(p)t.

Vergleicht man dies mit (2.20), so sieht man, dass in diesem Fall, wie behauptet, beide Mo-

denfunktionen und damit alte (2.14) und neue Basisspinoren (2.23) iibereinstimmen:?

i, t) = u; (5 ), (2.27)

>
|
—~~
oy
w

=
3
3
=

N
2!
Pl
=y
=

+
3

N—
=
=y
=

(2.28)

- / (gjf;g Zw(ﬁ, t) (A}(ﬁ, t)A;(p.t) + Bl (—p,t) B;(—P, t))

nun tatséichlich diagonal ist.® Im Endeffekt verbleibt nur noch die Bestimmung der Bogoliubov-
Koeffizienten a(p,t) und B(p,t). Thre Form ist bereits durch die Wahl der neuen Basisspinoren
(2.23) eindeutig festgelegt. Aus dem Vergleich” von (2.13) mit (2.22) ergibt sich

(2.29)

4t # 0 liefert nur einen zus#tzlichen konstanten Phasenfaktor.
®Dies ist insbesondere konsistent mit (2.19) und (2.21).

6 Auch hier findet sich eine Darstellung in [6].

"Eine ausfiihrliche Rechnung findet sich im Anhang von [5].
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Mit Q(p,t) = cBt)es folgt daraus das Differentialgleichungssystem

w?(pit)

1

a(p,1) = SQ(B,)B(B, )e e,

5= | S\ —2i0(Fto.t) (2.30)
/3(17,25)=—§Q(p,t)0é(p,t)e PR,

Die Ermittlung der Bogoliubov-Koeffizienten erméglicht schlieflich die Berechnung der Teilchen-
dichte der erzeugten Elektron-Positron-Paare. Darauf soll im nichsten Abschnitt genauer

eingegangen werden.

2.2 Quasiteilchendichte und quantenkinetische Gleichung

Im vorherigen Abschnitt 2.1 wird gezeigt, dass unter Durchfiihrung einer entsprechenden
Bogoliubov-Transformation fiir die Dirac-Gleichung mit ausschlieflich zeitabhéngigem Vierer-
potential A*(t) = (0, A(t)€.) ein fiir alle Zeiten diagonaler Hamiltonoperator (2.28) gefunden
werden kann. Der Feldoperator (2.22) enthélt in Abwesenheit des elektrischen Feldes E/(t)
im Wesentlichen ebene Wellen mit positiver und negativer Energie. In diesem Fall ist eine
Teilchen/Antiteilchen-Interpretation moglich. Im Folgenden wird davon ausgegangen, dass
fiir asymptotische Zeiten ti,, = t — Z00 ein solch reiner Vakuumzustand gegeben, d.h.
E(tio) = 0 ist. Auferdem befinde sich das System zur Zeit t_., im Grundzustand |0), sodass

Aj(D1-00) |0) = a;(p) |0) =0,

(2.31)
Bj(=p.t-) [0) = b;(=p)[0) =0

gilt. Im Falle der Anwesenheit eines elektrischen Feldes F(t) sei |2(t)) der Grundzustand des
Systems zur Zeit ¢. Da der Hamiltonoperator in A;(p,t) und B;(—p,t) diagonal ist, folgt mit

A;(P; 1) [Q1)) = B (=p 1) |2(1)) = 0 (2.32)

die Grundzustandsenergie Null. Ziel ist die Ermittlung der im zeitlichen Verlauf erzeugten
Elektronen bzw. Positronen. Wir definieren den Teilchenzahloperator n§ (p) erzeugter Elek-

tronen mit Impuls p und Spin j

ng (p) = a}(D)a, (7). (2.33)
Dann lasst sich das Skalarprodukt

Q)] (p) |2201))
v

= f;(7.1) (2.34)
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als eine Art Teilchendichte interpretieren. Fiir ¢_ ., gilt offenkundig |Q(¢_)) = |0), dann liefert
(2.34) fiir die Anzahl der erzeugten Elektronen mit Impuls 7 und Spineinstellung j pro Volumen
V genau Null. Nach Definition besteht zur Zeit t., die zweite Moglichkeit der Interpretation
von f;(p,t) als Anzahl erzeugter Elektronen pro Volumen V. Zu anderen Zeiten ¢ ist dies nicht
moglich. Man bezeichnet f(p,t) = limy 232':1 f;(p,t) daher auch als Quasiteilchendichte.

Nun driickt man den zeitunabhéngigen Teilchenzahloperator (2.33) in (2.34) iiber die (inverse)
Bogoliubov-Transformation® durch die Operatoren A;(p,t) und B;j(—p,t) aus und erhilt
F71) = Q)] |o?ALA; + aB*ATB] + a”BB; A; + |51 B; B} |Q(t))
I\ - \%

B P(0)
1o0),

(2.35)

Fiihrt man noch die Summe {iber j aus und ldsst das Systemvolumen V' — oo gehen, um den

divergenten Faktor §(0) zu eliminieren, erhélt man fiir die bereits erwiihnte Quasiteilchendichte

2

F(@it) = lim_ g f3(pt) = 2185, )] (2.36)
Es ergibt sich also ein direkter Zusammenhang zwischen der Anzahl erzeugter Teilchen und
dem Bogoliubov-Koeffizienten 3(p,t). Wie in Abschnitt 2.1 gezeigt, ist dieser durch Kenntnis
der Modenfunktionen ¢*(p,t) und G*(p,t) eindeutig bestimmt.® Um analytische Losungen
zu finden, bietet sich daher der Zugang an, fiir ein konkretes elektrisches Feld E(t) g™ (p,t)
tiber die Differentialgleichung (2.9) und G*(p, t) durch die Berechnung der dynamischen Phase
O(p, to,t) zu ermitteln.'® Mit dieser Vorgehensweise kénnen, wie in |3] beschrieben, analyti-
sche Losungen fiir das zeitlich konstante elektrische Feld E, und das Sauter-Feld E(t) =
Egsech®(t/7) gefunden werden. Vor allem das Ergebnis zu letzterem soll als Test fiir die
Genauigkeit der dieser Arbeit zugrunde liegenden numerischen Resultate dienen, deshalb greift

Abschnitt 4.1 den Spezialfall des Sauter-Pulses noch einmal ausfiihrlicher auf.

Fiir einen numerischen Zugang zur Ermittlung der Quasiteilchendichte f(p,¢) fiir unterschied-
liche elektrische Felder E(t) bietet es sich an, das Differentialgleichungssystem (2.30) fiir die

Bogoliubov-Koeffizienten zu nutzen. Unter Einfiihrung der Hilfsgréfsen

p(p,t) = —2Re (Oz*(_’7 t)B(p, 25)621'(9(;7,160715))7

6P (2.37)
E(p,t) = —21Im (o (5, t) B(p, t)eXOProl))

8Vgl. Gl. (2.16).
9Vegl. Gl. (2.29).
10Vgl. GI. (2.25).
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erhdlt man schlieflich die quantenkinetische Gleichung

f(0,1) = QP t)p(p; 1),
po,t) = QD) (1 — f(P. 1)) — 2w(@, )§(p. 1), (2.38)
(D 1) = 2w(p, t)p(p; 1)

zur Bestimmung der Quasiteilchendichte f(p)t) mit den Anfangsbedingungen

f(ﬁa t—OO) = p(ﬁ’t—oo) = g(ﬁ’t—oo) =0. (2'39)

Dieses gewohnliche Differentialgleichungssystem bildet die Grundlage dieser Arbeit und ihrer
numerischen Resultate.

Neben der Teilchendichte f(p,t.) existiert eine zweite, fiir die Quantisierung der erzeugten
Elektron-Positron-Paare bedeutsame Grofe, die iber den Impulsraum abintegrierte Anzahl-
dichte

n = /%f(ﬁ, to). (2.40)



3 Vorbetrachtungen

In Abschnitt 2.2 wird gezeigt, dass das gewthnliche Differentialgleichungssystem (2.38) als eine
Form der quantenkinetischen Gleichung zur Bestimmungsgleichung der Quasiteilchendichte
f(p,t) wird. Fiir Zeiten ¢t — +oo kann sie als Anzahldichte von Elektronen mit dem Impuls 7
interpretiert werden. Dieses Gleichungssystem soll unter Zuhilfenahme der Integrationsroutine
,Sscipy.integrate.odeint® fiir verschiedene Impulse p numerisch geldst werden.! Die verwendete
Programmiersprache ist Python 2.7.2 Um Gl. (2.38) numerisch behandeln zu kiénnen, ist es
notwendig, eine praktikable dimensionslose Darstellung zu finden. Doch zuerst soll der Frage
nachgegangen werden, wie sich die Randbedingungen bei asymptotischen Zeiten t — oo

numerisch implementieren lassen und welche Felder fiir diese Arbeit in Frage kommen.

3.1 Zeitliche Randbedingungen

Wie in Kapitel 2 diskutiert, ist eine Interpretation der Quasiteilchendichte f(p,t) als reale
Teilchendichte nur in den Grenzfillen moglich, in denen kein externes elektrisches Feld E(t)
angelegt ist. In Abschnitt 2.2 wird das angelegte elektrische Feld F so definiert, dass diese
Bedingung fiir asymptotische Zeiten t.., =t — too erfiillt sein soll; dann gilt

E(tis) = 0. (3.1)

Formal lassen sich numerisch nur elektrische Felder E(t) behandeln, die zu endlicher Zeit ¢,

ein- und zu endlicher Zeit t,,s wieder ausgeschaltet werden, d.h.
E(t <te)=E(t > tus) =0. (3.2)
Diese Arbeit beschrankt sich auf die Rechteckfunktion r, als Ein- und Ausschaltfunktion mit
rq = O(t, — |t]) (3.3)

und der endlichen Einschaltzeit t,, = —t, und Auschaltzeit t,,; = t, mit t, > 0. Solche Felder
erfiillen offenkundig die Randbedingung (3.1) und haben den Vorteil, dass die Interpretation

'http://docs.scipy.org/doc/scipy/reference/generated/scipy.integrate.odeint.html.
2http://www.python.org/
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der Quasiteilchendichte f(p,t) als verbleibende reale Teilchendichte bereits fiir endliche Zeiten
t > t, moglich wird. Fiir exponentiell abfallende Felder, die (3.1) automatisch erfiillen, wie die
Sauter- und GauRk-Feldkonfiguration,® bietet es sich an die Wahl der Ein- und Ausschaltzeit
t, so zu wihlen, dass die Bedingung FE(t,)/Ema:(to) — 0 erfiillt ist, denn dann lassen sich
die ermittelten Teilchendichten f(p,t > t,) als Teilchendichten f(p,t) der reinen Felder
ohne Ein- und Ausschaltfunktion interpretieren. Fiir das Sauter-Feld lisst sich unter dieser

Vorgehensweise das in [3| analytisch gefundene Ergebnis sehr genau reproduzieren.*

3.2 Feldkonfigurationen

Wie in Abschnitt 2.1 festgelegt, wird das rein zeitabhéngige Viererpotential (2.1) betrachtet.
Wir wihlen fiir das Vektorpotential

A(t) = Eor - h(t/T). (3.4)

Dabei ist 7 die inverse (Kreis-)frequenz und damit makgebend fiir die Energie der virtuellen
Photonen des jeweiligen Feldes. Die Funktion h(¢/7) liefert die explizite Zeitabhingigkeit und
bestimmt damit die Form des angelegten Feldes. Auferdem muss nach (3.2) gelten h(|t|/7 >
to/T) = 0. Unter Einfithrung der dimensionslosen Zeit 7" = £ erhilt man fiir das elektrische

Feld

dh(T)
T

E(T)=—Ey- = —Fy- W (T). (3.5)
Auferdem wird die Superposition zweier Felder mit unterschiedlichen Amplituden Ey;, Ep2
und Formfunktionen hy(7T) und hy(oT') betrachtet. Dabei ist 0 = 7 /72 das Verhéltnis der
Zeitkonstanten von erstem und zweitem Feld. Dann ist 7" = t/7; die dimensionslose Zeit
beziiglich des ersten Feldes. Fiir die Funktionen h; gelten weiterhin oben angegebene Eigen-
schaften, allerdings unter der Vorraussetzung, dass beide die identische Ein- und Ausschaltzeit
t, besitzen. Bei exponentiell abfallenden Funktionen soll wiederum angenommen werden kon-
nen, dass E(t,)/Fma:(to) — 0 erfiillt ist und wir damit die Teilchendichte f(p,t) des Feldes

ohne Ein- und Ausschaltfunktion erhalten.

Fiir das Vektorpotential A(T") und das elektrische Feld F(T') der Superposition folgt

A(T) = EO,ITI - hy (T) + E0727'2 . hQ(UT),

, , (3.6)
E(T)=—Ey1-h(T) — Epz - hy(T

)‘ﬂ):UT.

Zur Untersuchung des assistierten Schwinger-Effektes bedarf es der Uberlagerung eines starken,

3Vgl. Abschnitt 3.2.
4Vgl. Abschnitt 4.1.
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niederfrequenten Feldes mit Ey; ~ E. und 7, > 1/m mit einem schwachen hochfrequenten
Feld, charakterisiert durch Ey, < E, und 7 =~ 1/m.

3.2.1 Sauter-Konfiguration

(i) Fiir die Formfunktionen der Sauter-Konfiguration soll gelten

hsater(T) = hi(T) = ho(T) = —O(T, — | T|)tanh(T) “" P20 _an(7), (3.7)
—sech?(T).

n! E(Ta)/Emax(To) =0

Sauter

(T) = W\(T) = hy(T) = —=O(T, — |T|)sech*(T)

(ii) Der einzelne Sauter-Puls ist dann charakterisiert durch

A() PO Pze 20 B tanh (T)

(Ta), Eras (To) 0 (3.8)

E(T) o Ey - sech? (T).

(iii) Die Superposition zweier Sauter-Pulse ergibt

BT e (T0) 20 —FEy,71 - tanh (T') — Ey oo - tanh (0T), (3.9)

E(Ta)/Emaz (To) >0 Eo., - sech? (T) + Eo - sech? (oT).

Die Funktion sech(T") ist der inverse Kosinus Hyperbolicus

1

h*(T) = ———.
soch™(T) cosh?(T)

(3.10)

In Abb. 3.1 sind der einzelne starke Puls Fy; = 0.25F, und seine Uberlagerung mit dem
schwachen, hochfrequenten Puls 7, = 4 - 1075(eV) ™ & 2/m dargestellt.

3.2.2 Gaull-Konfiguration

(i) Fiir die Formfunktionen der Gauf-Konfiguration soll gelten

T o T
hGaui&(T) == hl(T) == hQ(T) e —@(Ta _ |T|)\/§erf <E> E(Ta)/Egm(T )—>0 —\/gerf E) ’

T2 a max T2
Lo (T) = W(T) = Wy(T) = —O(T, — |T|) exp (_7> BT Bpa (050 _ (_
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Abbildung 3.1: Links: Einzelner starker Sauter-Puls Ej(T) mit Ep; = 0.25E. und
71 = 1-107%(eV)~!. Rechts: Uberlagerung des starken Pulses Ej(t) mit dem schwachen,
hochfrequenten Puls Eo(T'), charakterisiert durch Epo = 0.1Ep; und 7 = 4-107%(eV) ™!

(ii) Der einzelne Gauss-Puls ist dann charakterisiert durch

E(Ta)/Emaz (TO)*)O T T
A(T) = —EoT - \/jerf (—) :
2 V2

- (3.12)
B(r) P o (-7
(iii) Die Superposition zweier Gaufk-Pulse ergibt
E(T4)/Emaz(To)—0 T T \/? O’T)
A(T = —FEo111 -4/ —erf | —= | — Egamo -4/ —erf | — |,
( ) o \/g <\/§) 0272 2 (\/§ (313)

E(T) E(T, )/E: (To)—0 E071 - exp <_7) + E072 - exp (_< 2) ) ‘

Die Funktion erf(7") ist definiert als

/T (3.14)

und wird in der Literatur auch als Gaufssche Fehlerfunktion bezeichnet. In Abb. 3.2 sind der
einzelne starke Puls Ey; = 0.25F, und seine Uberlagerung mit dem schwachen, hochfrequenten
Puls /5 =4-1075(eV) ™! = 2/m dargestellt.

erf(T

%\
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Abbildung 3.2: Links: Einzelner starker Gauf-Puls Ej(t) mit Ep; = 0.25E, und 7 =
1-107%(eV)~!. Rechts: Uberlagerung des starken Pulses E;(T) mit dem schwachen, hochfre-
quenten Puls E(T), charakterisiert durch oo = 0.1Ep; und 7 = 4 - 1075(eV) 1.

3.2.3 Sauter-Plus-Sinus-Konfiguration

(i) Fiir die Formfunktionen der Sauter-Plus-Sinus-Konfiguration soll

hl (T) = hSauter<T)7
R(T) = he T),
1( ) Sauter ) (315)
ho(T) = hginus(T) = (T, — |T]) - cos (T,
hy(T') = hinus(T) = =O(T, — |T]) - sin (T)
gelten.’
(ii) Das einzelne Sinus-Feld ist dann charakterisiert durch
A(T)=06(T, — |T|)EyT -cos(T),
(T) = O(T, ~ [T|)Eqr - cos (T) 016
E(T)=06(T,—|T|)Ey-sin(T).
(iii) Die Superposition aus Sauter-Puls und Sinus-Feld ergibt
A(T) = @(Ta — |T|) (_EO,ITI - tanh (T) + EO’QTQ - COS (O'T)), (3 17)
E(T) = O(T, — |T|)(Eo, - sech? (T) + Eqs - sin (aT)). '

In Abb. 3.3 sind das einzelne hochfrequente Sinus-Feld Fy(t) mit 7 = 1-107°(eV) ™! und die
Uberlagerung mit dem starken Sauter-Puls E;(T) mit Ey; = 0.25F, dargestellt.

5Da sin(400) # 0 ist, muss an dieser Stelle die Heavyside-Funktion © tatséichlich stehengelassen werden. Wie
in [8] gezeigt wird, hingt die erzeugte Teilchendichte f(p,T > T,) mafgeblich von der Ein- und Ausschaltzeit
T, ab.
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Abbildung 3.3: Links: Einzelnes Sinus-Feld E3(T) mit Epe = 0.025E;. und 75 = 1 -
1075(eV)~L. Rechts: Uberlagerung des hochfrequenten Sinus-Feldes F2(T') mit dem starken
Sauter-Puls E;(T), charakterisiert durch Ep1 = 0.25F. und 73 = 1-1074(eV) 1.

3.3 Dimensionslose Darstellung

Damit das gewohnliche Differentialgleichungssystem (2.38) numerisch effektiv gelost werden
kann, sodass eine Untersuchung der Quasiteilchendichte f(p,t) fiir eine moglichst grofse Band-
breite an verschiedenen Parametereinstellungen méglich wird, bedarf es der Uberfithrung von
(2.38) in eine dimensionslose Darstellung. Dazu sollen zunéchst in Unterabschnitt 3.3.1 die
entsprechenden dimensionslosen Parameter definiert und diskutiert werden. In Abschnitt 3.3.2
folgt schlieflich fiir die in Abschnitt 3.2 getroffene Wahl an Feldkonfigurationen eine addquate

dimensionslose Darstellung der quantenkinetischen Gleichung (2.38).

3.3.1 Dimensionslose Parameterlandschaft

Im Kapitel 1 ist festgehalten, dass die Art und Weise der Paarerzeugung direkt mit den Eigen-
schaften der vorliegenden Feldkonfiguration, d.h. mit den Eigenschaften des Vektorpotentials
A(t) und des elektrischen Feldes E(t) verkniipft ist. Fiir die in Abschnitt 3.2 diskutierten
einzelnen Felder impliziert dies eine zweidimensionale Parameterlandschaft. Dabei bestimmt 7
die Energie Eppoton = 1/7 der virtuellen Photonen des Feldes und Ey dessen Amplitude. Wie in
Kapitel 1 dargestellt, unterscheidet man bei der betrachteten Elektron-Positron-Paarerzeugung
grundsétzlich zwischen zwei Regimen. Fiir Feldamplituden Ey =~ E¢ und niedrige Frequenzen
1/7 < m dominiert die Paarerzeugung durch Tunnelereignisse, bezeichnet als Schwinger-
Paarerzeugung. Im Fall deutlich kleinerer Amplituden Ey, < FE¢ ist sie exponentiell un-
terdriickt. Fiir Frequenzen 1/7 ~ m steigt die Wahrscheinlichkeit der Absorption mehrerer

Photonen der Energie Eppoion = 1/7 zur Erzeugung eines Elektron-Positron-Paares. Da dies

6Vgl. Abschnitt 1.2.



3.3.2 Dimensionslose Darstellung der quantenkinetischen Gleichung 27

nur in zeitabhiingigen Feldern moglich ist, spricht man auch von dynamischer Paarerzeugung.”
Beide Parameter Ey und 7 bestimmen das Differentialgleichungssystem (2.38) vollsténdig,
sind jedoch nicht dimensionslos und eignen sich somit nicht fiir die angestrebten numerischen

Berechnungen. Man definiert deshalb die dimensionslosen Gréfsen

. m . EC
1T ¢Ber  Egmr (3.18)
X = mT.

Die Grofe v, auch als Keldysh-Parameter bezeichnet, wird bereits in Abschnitt 1.2 eingefiihrt.
Demnach korrespondiert der Fall v << 1 mit dem Regime der Schwinger-Paarerzeugung. Fiir
die dimensionslose Grofe y ergibt sich die Bedingung y > 1.

Im Fall v > 1 ist der Tunneleffekt stark unterdriickt. Eine Paarerzeugung ist effektiv nur noch
durch die Absorbtion von Photonen gegeben, beruht also auf dem Effekt der dynamischen
Paarerzeugung. Der Fall xo = 0.5 korrespondiert mit Eppoton = m/x0 = 2m, d.h. fiir Parameter
X < Xo ist die Absorbtion eines einzigen Photons ausreichend, um ein Elektron-Positron-Paar
7U erzeugen.

Damit ist gezeigt, dass unter Einfiihrung der dimensionslosen Groéfen v und x eine zu Ey und 7
aquivalente zweidimensionale Parameterlandschaft zur Beschreibung der Paarerzeugung gefun-
den ist. Im Fall der Superposition zweier Felder, ist sie entsprechend vierdimensional, charak-
terisiert durch Ey1, Ep2, 71 und 75. Mit dem in Abschnitt 3.2 eingefiihrten dimensionslosen
Frequenzverhéltnis der einzelnen Felder o, ldsst sich auch hier eine dquivalente dimensionslose

Darstellung finden, die nun charakterisiert ist durch

T1
g = —,

T2
X = mMTy,

Ec (3.19)

M =7 ">

E071m7'1
2= EO’QmTQ.

3.3.2 Dimensionslose Darstellung der quantenkinetischen Gleichung

Mit denen im vorigen Unterabschnitt 3.3.1 eingefiihrten dimensionslosen Parametern ist es nun
moglich, die quantenkinetische Gleichung (2.38) ebenfalls dimensionslos darzustellen. Sie be-
sitzt eine Abhéngigkeit von den Funktionen Q(p,t) = % und w?(p,t) = €2 + (p — eA(t))Q.
Es liegt nahe, die im Abschnitt 3.2 eingefiihrte dimensionslose Zeit 7' = t/7 im Folgenden wei-
ter zu verwenden. Weiterhin definiert man den dimensionslosen Impuls Il = p/m.

Als erstes wird der Fall der Superposition zweier Felder aus Gl. (3.6) betrachtet. Den Fall eines

7Siehe Abschnitt 1.3.
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einzelnen Feldes, charakterisiert durch die Gln. (3.4) und (3.5), erhélt man dann automatisch,
indem hy(T') = 0 gesetzt wird. Mit denen in Gl. (3.19) zur Verfiigung stehenden Parametern,
lassen sich die dimensionslosen Funktionen

2 hi(T)  ho(oT)\?
(1L, T) ::”—=€i+<nn— (L) _ Jalo )) :
m M1 Y2

2

z !/ / T

1) n - -5 (ML s
N 2

(3.20)

o2

mit €, = +/1 + 11, einfiihren. Das Differentialgleichungssystem (2.38) ist in einer dimensions-

losen Darstellung dann gegeben durch

AT o
T = Q(H7 T)p(H, T),

dp(dl';T) = QUL T)(1 — f(II, 7)) — 2x@(Ii, T)&(TH, T), (3.21)
% = 2xa&(I, T)p(1, T)

mit den Anfangsbedingungen

F,T o) = p(I, T o) = £(I1, T o) = 0. (3.22)

Ist nur ein einzelnes Feld angelegt, gegeben durch die Gln. (3.4) und (3.5), reduziert sich die
Parameterlandschaft auf zwei Dimensionen, charakterisiert durch Gl. (3.18). Dann gilt Gl.

(3.21) analog und fiir die dimensionslosen Funktionen Q und & ergibt sich

(3.23)



4 Numerische Resultate

4.1 Test der Numerik am Beispiel der

Sauter-Konfiguration

In diesem Abschnitt betrachten wir die Sauter-Konfiguration, die in Unterabschnitt 3.2.1
definiert wird. Beziiglich der erzeugten Quasiteilchendichte f(p,¢) finden sich in der Lite-
ratur bereits zahlreiche Untersuchungen.! Dies ist vor allem dem Fakt geschuldet, dass fiir den
einzelnen Sauter-Puls eine analytische Losung der erzeugten Teilchendichte f(p) 1) hergelei-
tet werden kann. Diese Ergebnisse sollen genutzt werden, um die Genauigkeit der numerischen

Resultate zu testen.

4.1.1 Analytische Lésung der erzeugten Teilchendichte

Fiir den in Abschnitt 1.2 beschriebenen klassischen Schwinger-Effekt, d.h. fiir die Paarerzeu-
gung aus dem Vakuum durch ein angelegtes konstantes elektrisches Feld der Stirke Ej, lasst
sich eine analytische Losung der quantenkinetischen Gleichung (2.38) finden.? Die asympto-
tische Quasiteilchendichte feonst(P)too) ist dann durch

fconst(ﬁ7 too) - 2€XP (_77 |:ECE,€3_2:|) (41)

gegeben. Ebenso kann, wie in [3]| gezeigt, eine analytische Losung fiir die erzeugte Qua-
siteilchendichte f(p,t) der Sauter-Feldkonfiguration 3.2.1 hergeleitet werden. Sie ldsst sich

auf hypergeometrische Funktionen zuriickfiihren. Fiir asymptotische Zeiten ¢ — oo erhélt man

sinh(n[eEym® + k= — k7)) sinh(n[eEg7? — k= + KT])

D, too) = 2
f (P tec) sinh(27k~) sinh(27kt)

(4.2)

mit ¥ = Z./e? + (p) £ eEyr)?. Fiir Feldstirken Ey ~ E, und Frequenzen bzw. Pulsbreiten
1/7 < m (x > 1) sollte sich nach Gl (1.9) die ermittelte Teilchendichte (4.2) annidhernd
wie die durch das konstante Feld erzeugte aus Gl. (4.1) verhalten.® Der Effekt der klassischen

1Vgl. Artikel [7].
2Eine Herleitung findet sich u.a. in [3].
3Vgl. Anhang A.1.
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Schwinger-Paarerzeugung dominiert. Fiir Fy < E, und fiir Pulsbreiten 1/7 =~ m (x ~ 1)
sollte keine exponentielle Abhéngigkeit mehr vorhanden sein, da Paare, wie in Abschnitt 1.3
diskutiert, hauptsachlich durch Multi-Photonen-Absorption erzeugt werden. In Anhang A.2

ist gezeigt, dass sich f(0,ty) fiir v > 1 dann ndherungsweise wie

7>1 TX 2
0,t) ~ 2— 2~ «F 4.3

verhilt. Ein dhnliches Verhalten zeigt Gl. (1.10). Zur Bestatigung dieser Ergebnisse ist in Abb.
4.1 f(0,t) in Abhéngigkeit der Feldstirke Ej fiir verschiedene Frequenzen bzw. Breiten 1/7
dargestellt.

T T 100 F
14} — X1 = 52.0
1.2 — Xx2=100 Ol 107
— x3=1.0 & —40
A]..O [ — Xi — 0.5 S g — 10
) 8 10-60t
0.8 e 2 exp(—mEc/ Ep) -
—80 |
O I I S o
04f & 10 A
S —120 |
0.21 _—— 10
0.0 — ‘ 10-140} ‘ ‘ : . ]
0.0 0.5 1.0 1.5 2.0 25 10°® 10~* 10=%® 1072 107! 10°
EO/EC 0 EC

Abbildung 4.1: Verhalten der Quasiteilchendichte f(0,t,) der Sauter-Feldkonfiguration
in Abhéngigkeit der Feldstérke Ejy fiir verschiedene Parameter xy = m7 (siehe Legende) in
einfach logarithmischer (links) und doppelt logarithmischer Darstellung (rechts, Linienstil
wie in linker Abbildung).

4.1.2 Numerische und analytische Resultate

Es sollen die fiir die Sauter-Feldkonfiguration durch numerische Integration der dimensionslo-
sen Differentialgleichung (3.21) gewonnenen Resultate mit der analytischen Losung (4.2) ver-
glichen werden. In Kapitel 3 wird diskutiert, dass fiir F(T,)/Emqe.(To) — 0 die Interpretation
der resultierenden Teilchendichte f(p)t > t,) als erzeugte Teilchendichte f(p,t.) des Sauter-
Pulses ohne Ein- und Auschaltfunktion moglich ist. Fiir die gewéhlte dimensionslose Ein- und
Ausschaltzeit T, = 13 ergibt sich schlieRlich E(T},)/Ea(To) = 1/cosh?(13) ~ 2 - 1071, In
den Abbn. 4.2 und 4.3 erkennt man, dass die numerischen und analytischen Resultate sehr
genau iibereinstimmen. Eine quantitative Abschitzung der Genauigkeit erhélt man z.B. iiber
das Verhéltnis der in Feldrichtung erzeugten Paare mit dem Impuls p;. Wir betrachten al-
so den Quotienten I' := n(p1 )numerisch /7 (D1 )anatytisch. Dabei ist n(p1) = [dpyf(pr,p|, te) die
iiber den Impulsraum parallel zur Feldrichtung abintegrierte Anzahldichte fiir einen gegebenen
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Impuls p; senkrecht zum Feld. Dann gilt im Idealfall I' = 1. Wie auch in den folgenden Ab-
schnitten wird zur numerischen Integration der Teilchendichte die Simpsonregel aus dem Paket
,scipy.integrate.simps” verwendet.* Da fiir groke Ipj| > 1 die Teilchendichte stark unterdriickt
ist, wihlen wir die Integrationsgrenzen a = =£pj, stets so, dass f(a,ts)/ fmae(P),tec) — 0
strebt.

1.0?' T T T 1 2— : I I :

; ] | [ ]
ol 1 0.6} ]
J80.4f : 30-6f E
= ] £0.4f j
To.2) J k 1 Toal 5
00/~=5 "0 35 10 0.0 =50 3 10

P/ pj/m

Abbildung 4.2: Vergleich zwischen numerisch und analytisch erhaltener Teilchendichte
[ (P, tso) fiir den Sauter-Puls der Feldstérke Ey = 0.025 und Breite 1/7 = m. Das numerische
Resultat ist durch die rote, das analytische durch die gestrichelte Linie gekennzeichnet. Links:
pL=0,T=14+2-10"" Rechts: p; =3m, ' =1+3.2-1078%.

: ' ' ' : 2.5 ' ' ' ]

0.7? . N ]
o 0.6F : > 2.0f ]
S 0.5¢ S1.5E ;
S0.4f S ;
L0.3) I i
“~0.2F 3 Y r ]
: 0.5} ]

0.1F ] : :
0.015" 10 0000 5 10
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Abbildung 4.3: Vergleich zwischen numerisch und analytisch erhaltener Teilchendichte
f(P,too) fiir den Sauter-Puls der Feldstiirke Ey = 0.25 und Breite 1/7 = 1-1074(eV)~! ~
51/m. Das numerische Resultat ist durch die rote, das analytische durch die gestrichelte Linie
gekennzeichnet. Links: p; =0, ' =14 4.5-107%. Rechts: p; = 0.8m, ' =1+2.7-107°.

Das Ziel dieser Arbeit ist die Untersuchung des dynamisch assistierten Schwinger-Effektes

resultierend aus der Superposition eines starken (Ey; ~ E.) niederenergetischen (1/7 < m)

4Eine Dokumentation findet sich unter http://docs.scipy.org/doc/scipy-dev/reference/tutorial/
integrate.html.
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Abbildung 4.4: Vergleich der numerisch erhaltenen Resultate der aus der Uberlagerung
zweier Sauter-Pulse erzeugten Teilchendichte f(p||,tx0) fiir p1 = 0 mit den zur Verfiigung
stehenden Daten von M. Orthaber [7]. Die festen Parameter sind Ey; = 0.25E;, Epo =
0.025E, und 71 = 1-107%(eV) L. Links: 75 = 1-107%(eV) 1. Rechts: 79 = 2-1076(eV) L.

Pulses mit einem schwachen (Ey 2 < E.) hochenergetischen (1/75 ~ m) Puls. Von M. Orthaber
[7] wird das Impulsspektrum zweier iiberlagerter Sauter-Pulse fiir eine Vielzahl an Parametern
dargestellt. Nun soll iiberpriift werden, inwieweit die hier gewonnenen numerischen Resultate

mit denen aus |7] iibereinstimmen. Exemplarische Ergebnisse sind in Abb. 4.4 festgehalten.®

4.1.3 Zeitevolution

In diesem Abschnitt soll das Konvergenzverhalten der durch den Sauter-Puls erzeugten Qua-
siteilchendichte f(p,T) gegen den analytischen Wert f(p, T,) untersucht werden. Dazu werden
die numerischen Resultate der Zeitentwicklung von f(0,T") betrachtet, d.h. wir wihlen im Fol-
genden p; = p| = 0.

Fiir den einzelnen Sauter-Puls zeigt sich eine starke Abhédngigkeit des Konvergenzverhaltens
von der Peak-Breite 1/7 und damit von der Art und Weise der Paarerzeugung. Geméf Gl.
(4.3) ist fiir Breiten 1/7 < m bis in den Bereich Ey, < E. ein quadratisches Verhalten f o
EZ charakteristisch. Durch das Anlegen derartiger Felder, besteht die Moglichkeit der Multi-
Photonen-Absorption, wie sie in Abschnitt 1.3 diskutiert wird. In Abb. 4.5 ist erkennbar, dass
dann das Konvergenzverhalten nahezu unabhingig von der Feldstirke Ej ist. Ahnliches lisst
sich fiir kleine Feldstiarken in Abb. 4.6 erkennen, da hier der klassische Schwinger-Effekt stark
unterdriickt ist.

Mit wachsender Pulsbreite sinkt die Energie der virtuellen Photonen des Feldes und das Sys-

tem néhert sich dem klassischen Schwinger-Limes.® Die Abhiingigkeit von der Feldstiirke Fj

®Die Implementierung der Daten aus [7] erfolgte unter Verwendung des Programms ,Engauge Digitizer”, vgl.
http://digitizer.sourceforge.net.
6Vgl. Abschnitt 1.2.
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Abbildung 4.5: Zeitentwicklung der Quasiteilchendichte f(7') fiir p; = p = 0. Fiir alle
Feldamplituden Fy dominiert der Effekt der Multi-Photonen-Absorption. Daher ist das Kon-
vergenzverhalten unabhéngig von der Feldstdrke. Der analytische Wert f(7T) ist jeweils
durch die gestrichelte Linie gekennzeichnet.
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Abbildung 4.6: Zeitentwicklung der Quasiteilchendichte f(7T') fiir p; = p; = 0. Fiir die Fel-
damplituden Ey < 0.025F, dominiert der Effekt der Multi-Photonen-Absorption. Daher ist
das Konvergenzverhalten nahezu unabhéngig von der Feldstarke. Fiir Ey = 0.25E, befindet
sich das System im Limes der klassischen Schwinger-Paarerzeugung. Der analytische Wert
f(Tw) ist jeweils durch die gestrichelte Linie gekennzeichnet.
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nimmt drastisch zu. Fiir 1/7 < m ist die dynamische Paarerzeugung stark unterdriickt. Nur
durch das Anlegen starker Felder Fy ~ FE, ist die Moglichkeit der Schwinger-Paarerzeugung
effektiv gegeben. Im Bereich des Feldmaximums E,,..(Ty) = Eo zur Zeit Ty = 0 entsteht ein
globales Maximum f,,,, der Quasiteilchendichte f(7), welches um Gréfenordnungen oberhalb
des asymptotischen Wertes f(T,) liegt. Die physikalische Bedeutung ist unklar, da, wie in
Kapitel 2 beschrieben, fiir Zeiten |T'| < T, keine Interpretation der Quasiteilchendichte als
reale Elektron-Positron-Paardichte moglich ist. Bevor der analytische Wert f(7.,) erreicht ist,
oszilliert die Quasiteilchendichte f(T') um diesen. Fiir Feldstiarken Ey ~ E. strebt f,.. — 1. In
diesem Fall blockiert der Pauli-Term 1— f(7T) aus Gl. (3.21) schlagartig das weitere Anwachsen
der Quasiteilchendichte f(7") und sorgt fiir eine schnelle Konvergenz gegen den Wert f(7).
Fiir kleine Feldstdrken Ey, < 0.1E, ist f(7) < 1 und das Pauli-Blocking ist unterdriickt,
entsprechend linger ist die bendtigte Konvergenzzeit. Dieses Verhalten ist besonders gut in
Abb. 4.6 zu erkennen. Doch auch in Abb. 4.8 zeigt sich, dass fiir kleinere Feldstarken E, und

damit fiir kleinere f,,,, der Quasiteilchendichte die Konvergenz immer spéter einsetzt.

Sind weder die Bedingungen der dynamischen noch der klassischen Schwinger-Paarerzeugung
gegeben, d.h. fiir Feldstirken Ey < 0.1F. und Frequenzen 1/7 < m, dann ist die Paarerzeu-
gung sehr stark unterdriickt. Hier liegen die numerischen Resultate f(7},) um Grofenordnungen
iiber dem analytischen Wert f(T), siche Abbn. 4.7 und 4.8.

Um die Zeitentwicklung der Quasiteilchendichte f(7") besser zu verstehen, wird die Zeitentwick-
lung der Funktionen Q(T) = ysech®(T)/(y? 4 tanh*(T)) und 2x&(T) = 2x+/1 + tanh?(T') /42
der dimensionslosen quantenkinetischen Gleichung (3.21) fiir p; = p; = 0 betrachtet. Sie ist
in Abb. 4.9 fiir die Feldstarken Fy = 0.025F, und 0.25F, in Abhéngigkeit der Frequenz 1/7
dargestellt. Fiir 7 ~ 1/m ist 2x@w(T") nahezu konstant, da v > 1 ist und damit der Term
tanh?(T)/v% — 0 strebt. Es gilt

2x@(T) '~ 2x@(T = 0) = 2y. (4.4)

Mit abnehmender Frequenz 1/7 wird + immer kleiner. Der Term tanh?(T)/4? wird immer

groker. Fiir v < 1 ist er wesentlich gréker als eins. Er dominiert dann /1 + tanh?(T)/~2,
sodass 2y@(T) ~ 2x|tanh(T)|/v ist. Da tanh®(|T| > 2) ~ 1 folgt fiir |T'| > 2

~ 1<l
2xw(|T| >2) = 2x/v. (4.5)

Fiir T'— 0 sinkt die Funktion steil gegen das Minimum 2yw(7 = 0) = 2x. Der Abstand

T

Din = 2@(|T| > 2) — 2x@(T = 0) "= 2x(1/7 — 1) (4.6)

wird dann mit abnehmendem ~ < 1 bzw. bei konstanter Feldstirke FEy mit zunehmen-

dem 7 immer grofer. Dann féllt die Funktion fiir 77 — 0 immer steiler. Die Folge ist, dass
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Abbildung 4.7: Zeitentwicklung der Quasiteilchendichte f(T) fiir p; = p| = 0. Fiir Ep =
0.25F, befindet sich das System im Limes der klassischen Schwinger-Paarerzeugung. Fiir
die Feldamplituden Fy < 0.025F, ist die Paarerzeugung stark unterdriickt. Die numerische
Losung der Quasiteilchendichte f(T') konvergiert nicht mehr gegen den analytischen Wert
f(Tx) (gestrichelte Linie).

F(T)/f(Tw)

Abbildung 4.8: Zeitentwicklung der Quasiteilchendichte f(T') fiir p; = p; = 0. Paar-
erzeugung ist effektiv nur noch iiber den klassischen Schwinger-Effekt mdoglich. Fiir Feld-
starken Fg < 0.1E. ist die Paarerzeugung stark unterdriickt. Die numerische Losung der
Quasiteilchendichte f(T') konvergiert nicht mehr gegen den analytischen Wert f(Ts) (ge-
stirchelte Linie).
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der ,Solver des zur numerischen Integration der Differentialgleichung verwendeten Pakets
,scipy.integrate.odeint” immer mehr Zeitschritte bendtigt, um die von aufen fest vorgegebene
Fehlertoleranz A = A,.|f(T;)| + Aaps nicht zu iiberschreiten. Da fiir die Quasiteilchendichte
haufig f(p,T) < 1 gilt, wird A, und Ay stets sehr klein (A < 107'%) gewéhlt, wobei im-
mer zwischen verniinftiger Rechenzeit und ausreichend hoher Genauigkeit abgewogen werden
muss.” Fiir kleine Keldysh-Parameter v < 1 resultieren daraus um Groéfenordnungen lingere
Rechenzeiten, um numerische Ergebnisse fiir die Teilchendichte f(7) zu erhalten als fiir den
Fall v > 1. Wie in Gl. (4.4) zu erkennen, ist in diesem Fall &(7T") &~ konstant. Insbesondere fiir
X — 0 ist die Rechenzeit erheblich beschleunigt.
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Abbildung 4.9: Funktionen Q(T') und 2x@&(T) der dimensionslosen quantenkinetischen
Gleichung (3.21) fiir p; = p| = 0 und hgayter(7') = —tanh(7T'). Links: Fy = 0.025E,. Rechts:
Ey = 0.25E..

Nun wird die Funktion Q(T") betrachtet. Solange p(T) > 0 gilt, triigt sie gemif Gl (3.21)
direkt zum Anwachsen der Quasiteichendichte f(7') bei. Sie nimmt bei 7" = 0 den Maximalwert
Q(T = 0) = 1/ an, also genau dann, wenn 2x&(T') gerade minimal ist. Da 2y&(7T) > 0 und
damit auch £ > 0 gilt, unterdriickt 2y@(7") wiederum das Anwachsen von p(7') und damit

"In der Dokumentation zu ,Scipy.integrate.odeint” findet man die Notation A,.; = rtol bzw. Ay = atol.
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indirekt auch das der Quasiteichendichte f(77). Damit ist plausibel, dass gerade im Bereich
T = 0 die Quasiteilchendichte f(T) maximal wird.® Wie bereits diskutiert strebt fiir hohe
Frequenzen 1/7 > m die Funktion 2x@w(7') — 0. Das Anwachsen von f(7') wird somit im
Wesentlichen dadurch beschriinkt, dass Q(T') fiir T > 2 exponentiell gegen Null strebt. Dann
ist ndherungsweise fee ~ f(Th).?

Nun soll der Fall kleiner Feldstirken Ey < E. betrachtet werden. Der entscheidende Unter-
schied zwischen Fy, = 0.25F,. und Ey, = 0.025F, besteht darin, dass der Keldysh-Parameter
grofer wird, d.h. v(0.025E,.) = 10 - v(0.25E,). Damit sinkt der Abstand D,,;, aus Gl. (4.6)
erheblich, sodass 2xyw(T') &~ 2x néherungsweise auch fiir grofere 7 angenommen werden kann.
Je kleiner die gewéhlte Feldstirke Ejy, um so groker wird v und umso groker kann 7 gewéhlt
werden. Da 2y@(T') dann nicht mehr von der gewéhlten Feldstiarke Fy abhéngt, ist plausibel,
warum das Konvergenzverhalten fiir kleine Feldstéarken Fy < 0.025F,. zunehmend unabhéngig
von der gewéhlten Feldstirke Fy ist. Dann héngt f(7,) im Wesentlichen nur noch von der

Hohe des Maximums Q(7T = 0) = 1/ ab. Man betrachte hierzu die Abbn. 4.5 bis 4.7.

Mit abnehmender Frequenz wird das Anwachsen von f(T') durch die Funktion Q(T') zusehends
durch 2x@(T') unterdriickt. Wie in Abb. 4.9 dargestellt, unterscheiden sich beide Funktionen
fiir grofer werdende 7 um immer mehr Grokenordnungen. Da das Maximum Q(7 = 0) und der
Abstand D,,;, fiir kleiner werdende v immer gréfer werden, muss, wie bereits diskutiert, die
Zeitschrittweitenanzahl Ny der numerischen Integrationsroutine erhoht werden, um die extern
vorgegebene Fehlertoleranz A fiir einen durchgefiihrten Integrationsschritt nicht zu iiberschrei-
ten. Je mehr Zeitschritte Ny notig sind, umso grofer ist der resultierende globale Fehler Agjopa.
Geht man davon aus, dass bei jedem Schritt der Fehler A begangen wird und diese schlimm-
stenfalls additiv sind, ergibt sich fiir den resultierenden globalen Fehler Agopy < NpA.1°
Insbesondere kann der globale Fehler nicht beliebig verkleinert werden, da Np wiederum von
A abhéngig ist. Fiir Ny = 5:107 und A = 1072 folgt die Abschéitzung Aggba < 5-10713. Da die
Teilchendichte f(T.,), wie bereits ausfiihrlich diskutiert, fiir £y < 0.1E, und niedrige Frequen-
zen 1/7 < m stark unterdriickt ist, besteht die Moglichkeit, dass Agioba um Gréfenordnungen
tiber dem analytischen Wert f(T.,) liegt, wie es fiir kleine Feldstédrken in den Abbn. 4.7 und
4.8 der Fall ist.

Im Folgenden soll das Konvergenzverhalten im Bereich des dynamisch assistierten Schwinger-
Effekts untersucht werden. Man vergleiche dazu die numerisch erhaltenen Zeitevolutionen der
einzelnen Quasiteilchendichten f1(7) und f5(7) mit der zeitlichen Entwicklung der durch
den dynamisch assistierten Schwinger-Effekt erzeugten Quasiteilchendichte fussis:(7"). In Abb.
4.10 ist das Verhalten fiir die Feldstdrken E;; = 0.15E;, Eys = 0.1Ey; und die Parame-
ter ;. = 1-107%(eV)™!, 7 = 8- 1075(eV) ™! dargestellt. Insgesamt dominiert die Schwinger-

8Vgl. Abbn. 4.6 bis 4.8.

9Vgl. Abb. 4.5.

10Vgl. [10] S. 910-915. Dabei handelt es sich nur um eine Abschiitzung, die keine Allgemeingiiltigkeit besitzt.
Insbesondere gilt fiir chaotische Systeme das exponentielle Verhaltnis Agiobal = eMVT A,
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Paarerzeugung des starken Pulses E; gegeniiber der dynamischen Paarerzeugung des hoch-
energetischen Pulses Fy. Der zeitliche Verlauf von f1(T') und fuss5¢(7) ist bis in den Bereich
Erax(To = 0) = Eppar1(Ty = 0) = Ep1 nahezu identisch. Hier erreichen beide Quasiteilchen-
dichten ein globales Maximum. Dabei ist fy,qz assist Wie zu erwarten minimal grofer als fr,0q1-
Im weiteren zeitlichen Verlauf fallen f, 5 (7) und f1(T') stark oszillierend gegen den jeweiligen
asymptotischen Wert. Dabei liegt fussist(Too) jedoch um Gréfenordnungen iiber fi(7T). Eine
mogliche Erklirung liefert die Zeitentwicklung der Quasiteilchendichte fo(7"), die bereits bei
0 < Ty < 1 konvergiert und damit fiir Zeiten 7' > T}, ndherungsweise konstant bleibt. Dadurch
wird offenbar der weitere Abfall der Teilchendichte f,ss:5:(7T") blockiert. Eine anschauliche Erk-
larung bietet die Interpretation, dass fiir Zeiten 7' 2> 0 nach Durchlaufen des Feldmaximums
bei Epar(To = 0) = Eyy + Ep2 =~ FEpy durch die Absorption mehrerer virtueller Photonen
des hochenergetischen zweiten Feldes der Frequenz 1/75 &~ 4m noch mehr Tunnelereignisse
von Teilchen aus dem negativen in das positive Kontinuum stattfinden konnen als bei dem
einzelnen starken Puls Ej;, bei dem die Multi-Photonen-Absorption aufgrund der niedrigen

Energie 1/7, < m stark unterdriickt ist."
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Abbildung 4.10: Zeitentwicklung der Quasiteilchendichten des starken Pulses f1(7") (blau),
des hochenergetischen Pulses fo(T) (griin) und ihrer Uberlagerung fussist(T) fiir py = py=0
und T = t/7. Die Feldstdrken der einzelnen Felder sind Ey; = 0.15E, und Eyp2 = 0.1E ;.
Weiterhin gilt 71 = 1-1074(eV)™! > 1/m und 75 = 8- 107%(eV) ! ~ 4/m.

4.1.4 Dynamisch assistierter Schwinger-Effekt

In diesem Unterabschnitt soll fiir verschiedene Parameter der Sauter-Konfiguration die aus
der Superposition erzeugte Teilchendichte f,ssis¢ (7, too) mit den erzeugten Teilchendichten der
einzelnen Pulse f1(p,to) und fo(p)ts) verglichen werden. Unter Integration iiber den Impuls-

raum pj| in Feldrichtung und fiir p; = 0 soll der Verstirkungsfaktor V' := nggst/n142 ermittelt

1Vgl. Abschnitt 1.4.
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werden mit

V = Nassist — fdp\\fassist(p”, too) .
nve  [dpy (filpysteo) + fa(p)s too))

(4.7)

Der Verstarkungsfaktor V' ist duferst sensitiv auf die gewihlte Feldamplitude des starken
Pulses Ey 1. In Abb. 4.11 nimmt sie die Werte Ey; = 0.12E, und 0.15E, an mit dem konstan-
ten Verhéltnis Eyo = 0.1Ep;. Alle anderen Parameter sind fest gew#hlt. Fiir die niedrigere
Feldstdrke werden zwar auch weniger Elektronen erzeugt, der Verstarkungsfaktor des as-
sistierten Schwinger-Effektes nimmt jedoch um den Faktor V/V' = 22.59/3.47 ~ 6.51 zu.
Fir Ey; = 0.12E, gilt ny

starken gegeniiber der Multi-Photonen-Absorption des hochfrequenten Pulses.

2> ng. Es dominiert gerade noch die Schwinger-Paarerzeugung des

~Y

Nun wird der Parameter 7, = 1 - 10~ fest gewihlt. Die Feldstiirke des Sauter-Pulses nimmt
die Werte Ey; = 0.15F, und 0.25F, an, wahrend das Verhéltnis Ey 2 = 0.1E) ; konstant gehal-
ten wird. Die Frequenz des hochfrequenten Pulses 1/ wird variiert. Die Ergebnisse sind in
Abb. 4.12 dargestellt. Fiir 7, = 8 - 107%(eV) ™! ist der Verstirkungsfaktor V fiir beide Feld-
stirken £y, am goften. In diesem Fall dominiert die aus dem starken Sauter-Puls resultierende
Schwinger-Paarerzeugung gegeniiber der dynamischen Paarerzeugung des schwachen, hochen-
ergetischen Pulses. Entsprechend der im Schwinger-Limes zu erwartenden exponentiellen Ab-
héngigkeit der Teilchendichte fi(pj,ts) von der Feldstirke Fj; ist die resultierende Teilchen-
dichte fossist(P),too) fiir Eo1 = 0.25E; um drei Grofenordnungen verstérkt im Vergleich zu
Fo1 = 0.15E..'? Analog zu Abb. 4.11 ist auch hier der Verstirkungseffekt des dynamisch as-
sistierten Schwinger-Effektes fiir die kleinere Feldstérke £y, = 0.15E, wesentlich grofer als fiir
Ey1 =0.25E,, es gilt V/V' = 5.71/1.73 ~ 3.30.

Auch fiir 7, = 4-1075(eV) ™! ist der Verstirkungsfaktor V fiir Eq; = 0.15E, groker als fiir
Ey1 = 0.25E.. Allerdings nur noch um den Faktor V/V’ = 2.37/1.63 ~ 1.45. Fiir Ey; = 0.15E,
dominiert die dynamische Paarerzeugung des hochfrequenten, fiir £y; = 0.25F, dagegen die
Schwinger- Paarerzeugung des starken Pulses. Fallt f(p|, to) mit steigendem oder sinkendem
p) schneller gegen Null als f1(p|,ts) treten in dem Bereich f; = f, charakteristische Oszilla-
tionen der Teilchendichte fossist(p),tc) auf, wie es bei Ey; = 0.15F, der Fall ist. Fiir groke
Impulse tiberwiegt dann die Schwinger-Paarerzeugung.

Dieser Effekt ldsst sich ebenfalls bei 7, = 1-107%(eV)~! &~ 1/2m fiir Ey; = 0.25E, beobach-
ten. Zwar ist die dynamische Paarerzeugung des hochenergetischen gegeniiber der Schwinger-
Paarerzeugung des starken Pulses dominant, doch fiir gréfere Impulse |py| > 2 gilt fi(p, o) >
Ja(p), too)- Fiir By = 0.15E, dominiert fa(py, o) fiir alle pj. Wenn fi(p, te) und fo(p)|, tc)
den geringsten Abstand zueinander einnehmen, oszilliert fos:(p|,too) auch hier, allerdings
mit wesentlich geringerer Amplitude als im Fall Ey; = 0.25E.. Der Verstirkungseffekt des

dynamisch assistierten Schwinger-Effektes ist fiir beide Feldstérken kaum noch zu beobachten.

12Vgl. Abb. 4.1.
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nassist/n1+2 = 22.59 nassist/n1+2 = 3.47
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Abbildung 4.11: Dynamisch assistierter Schwingereffekt der Sauter-Konfiguration fiir p, =
0. Die Parameter 71 = 2 - 1074(eV)™! und 7 = 8- 1075(eV)~! sind fest gewithlt. Fiir
die linke Abbildung gilt Ey1 = 0.12E,, fiir die rechte Ep; = 0.15E, mit dem Verhéltnis
Ep2 = 0.1Ep ;. Die erzeugte Teilchendichte des starken Sauter-Pulses fi(p)|,te0) ist blau
(gestrichelt-gepunktete Linie), die des schwachen fa(p),te) griin (gestrichelte Linie) und
die der Superposition fussist(P|, too) TOt dargestellt.

Es ergibt sich f, ..(p| = 0,t, Eo1 = 0.25E.)/ fassist(P] = 0,toe, Fo1 = 0.15E,) ~ 4.44. Im
Bereich der dominanten dynamischen Paarerzeugung liegen damit die resultierenden Teilchen-
dichten fygsist(p), too) fiir unterschiedliche Feldstdarken nicht mehr um Gréfenordnungen aus-
einander, sondern nihern sich der fiir die Multi-Photonen-Absorbtion charakteristischen Egg—
Abhéngigkeit an.!

Der Verstarkungseffekt des dynamisch assistierten Schwinger-Effektes wird also im Wesentlichen
von der Wahl der Parameter Fy; und 75 und insbesondere ihrem Verhéltnis zueinander beein-

flusst. In [7] wird daher der kombinierte Keldysh-Parameter

E,

= = 4.8
E071m72 on ( )

Vk

eingefiihrt. Gemif M. Orthaber [7] finden sich fir 7, = 2 - 107%(eV)™! die grokten Ver-
starkungseffekte der Sauter-Konfiguration bei v, ~ 2.

13Vgl. Abb. 4.1.



4.1.4 Dynamisch assistierter Schwinger-FEffekt

41
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Abbildung 4.12: Dynamisch assistierter Schwingereffekt der Sauter-Konfiguration fiir p, =
0. Der Parameter 71 = 1-107%(eV) ™! ist fest gewihlt. Fiir die linken Abbildungen gilt
Ep1 = 0.15E,, fiir die rechten Fp; = 0.25E. mit dem Verhéltnis Epo = 0.1Ep ;. Die
Frequenz des schwachen Pulses wird variiert. Es gilt 7 =
Mitte: s = 4. Unten: s = 1. Die erzeugte Teilchendichte des starken Sauter-Pulses f; (pH,too)
ist blau (gestrichelt-gepunktete Linie), die des schwachen fa(p), t) griin (gestrichelte Linie)
und die der Superposition fassist(pHatoo) rot dargestellt.

-107%(eV)~!. Oben: s = 8.
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4.2 Gaull-Konfiguration

In diesem Abschnitt soll der Fragestellung nachgegangen werden, inwiefern sich die Gauf-
Feldkonfiguration aus Unterabschnitt 3.2.2 und die Sauter-Konfiguration aus Unterabschnitt
3.2.1 beziiglich der Paarerzeugung unterscheiden. Intuitiv sind keine wesentlichen Unterschiede
zu erwarten, da sich beide Feldkonfigurationen von der Form her sehr dhnlich sind. In Abb. 4.13
sind die entsprechenden elektrischen Felder E(t) zum Vergleich dargestellt. Der Gauk-Peak ist
im T'—Raum breiter als der Sauter-Peak. Im Limes t — +oo féllt die Gaufs-Funktion schneller
ab als die Sauter-Funktion. Fiir die Ein- und Ausschaltzeit des Feldes wird im Folgenden wieder
T, = 13 gewihlt, man erhilt E(T,)/FE.(Ty) = 1/e'% ~ 510712,

T T T T T 40 T T T T T ]
35¢ Gauss _ 35E — Gauss _
30 Sauter 4 " F R | e Sauter |]

=) ='30¢F 7

Eos : 2

o e -

S 5 © 20} :
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Abbildung 4.13: Vergleich von Sauter- und Gauss-Konfiguration. Links: Starker Puls
Ey(T) mit Parametern Eo; = 0.25E, und 71 = 1-107%(eV)~!. Rechts: Uberlagerung des
links dargestellten starken Pulses F1(7T) mit dem hoherenergetischen Puls E9(T'), charak-
terisiert durch Ep2 = 0.025E, und 75 = 4-1075(eV) L.

4.2.1 Zeitevolution und Teilchendichte

Zunéchst wird fiir die Gauk-Konfiguration die Zeitevolution der Quasiteilchendichte f(7')
fir p. = p; = 0 betrachtet. Im Wesentlichen stimmt das Konvergenzverhalten mit der
Sauter-Konfiguration iiberein.'* Im Regime der dynamischen Paarerzeugung, d.h. fiir 7 ~ 1/m
und Fy < E. ist das Konvergenzverhalten der Teilchendichte f(7') unabhingig von der
Feldstérke Ey. Die Quasiteilchendichte f(7') wird im Wesentlichen durch die Energie der
virtuellen Photonen 1/7 bestimmt, siche Abb. 4.14. Tm Vergleich zur Sauter-Konfiguration
ist die Multi-Photonen-Absorption in der Gauk-Konfiguration fiir 7 2 1/m stark unterdriickt.
Die erzeugte Teilchendichte fgaug(7,t) liegt um Grosenordnungen unterhalb der Teilchendichte
fsauter (D, t). Eine Darstellung findet sich in Abb. 4.15. Ist die Paarerzeugung stark unterdriickt,

dann versagt die numerische Integrationsroutine. Dies wird in Unterabschnitt 4.1.3 ausfiihrlich

14Vgl. Unterabschnitt 4.1.3.
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Abbildung 4.14: Zeitentwicklung der Quasiteilchendichte f(7T') fiir p; = p; = 0 und das
Konvergenzverhalten gegen den (numerischen) Wert f(T,) = f(T) fiir unterschiedliche
Parameter Ey. Links: 7 = 1/m. Rechts: 7 = 5/m.
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Abbildung 4.15: Vergleich der erzeugten Teilchendichten fgaug(p|,too)(rote Linie) und
fsauter (P)|; too) (griin gestrichelte Linie) fiir py = 0 und Ep = 0.025E. Links: 7 = 1 -
107%(eV)~! ~ 1/2m. Rechts: 7 = 4-107%(eV) ™! = 2/m.
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diskutiert. Fiir die erzeugte Teilchendichte der Gauk-Konfiguration foaug(p,te) existiert bis-
lang keine analytische Losung. Dies erschwert erheblich die Untersuchung des assistierten
Schwinger-Effektes. In Unterabschnitt 4.1.4 wird gezeigt, dass fiir die Sauter-Konfiguration
gerade im Fall 7 > 1/m die groften Verstirkungseffekte beziiglich fussis:(7") zu erwarten sind.
Fiir die Gaufs-Konfiguration sind in diesem Bereich fiir kleine Feldstirken Fy < E. verniinftige
numerische Resultate, vor allem fiir Impulse |pj| > 1, nur dann méglich, wenn Ay, < 1075,
d.h. die Fehlertoleranz des ,Solvers* A sehr klein gewahlt wird, was einen enormen Anstieg in

der bendtigten Rechenzeit zur Folge hat.
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Abbildung 4.16: Zeitentwicklung der Quasiteilchendichte f(T') fiir p; = p = 0 im Limes
der Schwinger-Paarerzeugung und das Konvergenzverhalten gegen den (numerischen) Wert
f(Ty) = f(Ts). Der Parameter 7 = 50/m ist fest gewahlt. Die Feldstarke Ey wird variiert.
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Abbildung 4.17: Vergleich der erzeugten Teilchendichten fgaug(p),teo)(rote Linie) und
fSautel“(p||7too)(grﬁn gestrichelte Linie) fiir p; = 0 und 7 = 1-107%(eV)~!. Links: Ey =
0.15E.. Rechts: Ey = 0.25FE..

Im Bereich dominierender Schwinger-Paarerzeugung, also fir Fy ~ E. und 7 > 1/m, ist das

Konvergenzverhalten mafgeblich von der Feldstiarke Ey abhingig. Fiir Ey ~ FE, ldsst sich auch
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hier aufgrund des zunehmenden Einflusses des Pauli-Terms 1— f(7') in der Differentialgleichung
(3.21) mit wachsendem f,,,,. — 1 eine beschleunigte Konvergenz der Quasiteilchendichte gegen
den Wert f(T,,) erkennen. Dies ist in Abb. 4.16 dargestellt. In Abb. 4.17 ist zu erkennen, dass

im Limes der Schwinger-Paarerzeugung und fiir p; = 0 ngaug 2 Nsauter 1St-

4.2.2 Dynamisch assistierter Schwinger-Effekt

In Analogie zu Unterabschnitt 4.1.4 soll die Gauf-Konfiguration beziiglich des Auftretens
von Verstirkungseffekten im Rahmen der dynamisch assistierten Schwinger-Paarerzeugung
untersucht werden. Im Folgenden wird aus rechentechnischen Griinden wieder der Fall p;, =0
diskutiert. Um den dynamisch assistierten Schwinger-Effekt zu quantifizieren betrachtet wir
den Verstarkungsfaktor V, der in Gl. (4.7) definiert wird. Im vorigen Unterabschnitt 4.2.1
wird gezeigt, dass im Grenzfall der Mono-Photonen-Absorption 7 < 1/2m und im Schwinger-
Limes Ey ~ FE, sich die erzeugten Teilchendichten fiir Gauf- und Sauter-Konfiguration sehr
ahnlich sind. Der Wesentliche Unterschied zwischen beiden Konfigurationen besteht im Regime
der Multi-Photonen-Absorption fiir 7 2 1/m, dann ist fsauter(7, 1) > faaus(P,t). Dies wirkt
sich auch auf den dynamisch assistierten Schwinger-Effekt aus. Wie bereits diskutiert, ist
der Verstiarkungseffekt besonders grof, wenn die Schwinger-Paarerzeugung, resultierend aus
dem starken Puls Fy; ~ E. gegeniiber der dynamischen Paarerzeugung des hochfrequenten
Feldes mit der Frequenz 1/75 dominiert. Da nun die Multi-Photonen-Absorption in der Gauf-
Konfiguration sehr stark unterdriickt ist, dominiert die Schwingerpaarerzeugung des starken
Feldes auch noch fiir sehr hohe Frequenzen 7 =~ 1/m. Man betrachte hierzu in Abb. 4.18 die
Parameterwahl 7, = 4-107%(eV)~! &~ 2/m. Insbesondere kann dann der Verstirkungsfaktor V/
wesentlich grofer sein als in der Sauter-Konfiguration, wie der Vergleich zwischen den Abbn.
4.18 und 4.12 deutlich macht. Fiir 75 = 4-107%(eV)™! und Ep; = 0.15E, mit dem Verhéltnis
Eyo =0.1E1 ist Voaug ~ 5.63Vaauter-

Fiir Frequenzen 1/75 > 2m dominiert auch in der Gauf-Konfiguration die dynamische Paar-
erzeugung. Dann gilt in Analogie zur Sauter-Konfiguration V' & 1. Dieses Verhalten ist in Abb.
4.18 fiir den Parameter 7, = 1-107%(eV)™! und die Feldstirken Ey; = 0.15E,. und 0.25E¢
festgehalten.

Nun soll der dynamisch assistierte Schwinger-Effekt fiir die Parameterwahl Ey; = 0.25E:; 1 =
4-107°(eV)~! fiir den starken Puls und Epy = 0.1FE1; 72 = 4 - 107%(eV) ™! fiir den schwachen
Puls betrachtet werden. In Abb. 4.19 ist die Teilchendichte f(p,t.) insbesondere auch fiir
den Fall p;, # 0 dargestellt. Auch hier dominiert der Effekt der Schwinger-Paarerzeugung
des starken Pulses gegeniiber der Multi-Photonen-Absorption des hochenergetischen Pulses,
da diese in der Gaufk-Konfiguration stark unterdriickt ist. In Abb. 4.19 ist zu erkennen, dass
sich der dynamisch assistierte Schwinger-Effekt auch in Impulsrichtung senkrecht zum Feld
p1 verstiarkend auswirkt. In Abb. 4.20 ist links der Schnitt p; = 0 und rechts der Schnitt

p| = 0 dargestellt. Der Verstirkungsfaktor ist im Impulsraum senkrecht zum Feld hier mehr
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als doppelt so grof wie in Feldrichtung.

nassist/n1+2 =13.34 nassist/n1+2 = 1.42
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Abbildung 4.18: Dynamisch assistierter Schwingereffekt der Gaul-Konfiguration fiir p, =
0. Der Parameter 71 = 1-107%(eV)~! ist fest gewihlt. Fiir die linken Abbildungen gilt
Ep1 = 0.15E,, fiir die rechten Ey; = 0.25E. mit dem Verhéltnis Fyo = 0.1Ep ;. Die
Frequenz des schwachen Pulses wird variiert. Es gilt 75 = s-107%(eV)~!. Oben: s = 4.
Unten: s = 1. Die erzeugte Teilchendichte des starken Sauter-Pulses fi(p),ts) ist blau
(gestrichelt-gepunktete Linie), die des schwachen fa(p|,te) griin (gestrichelte Linie) und
die der Superposition fassist(pu,too) rot dargestellt.
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Abbildung 4.19: Dynamisch assistierter Schwinger-Effekt im Impulsraum. Fiir die Feld-
stirken gilt Eog1 = 0.25E., Eps = 0.1E.. Weiterhin sind 71 = 4 - 107°(eV)~! und
7 = 4-107%(eV)~!. Die vom schwachen Feld erzeugte Teilchendichte fa(p,ts0) ist um
Grofsenordnungen kleiner und daher nicht dargestellt. Links: Erzeugte Teilchendichte des
starken Pulses f1(p,ts). Rechts: Erzeugte Teilchendichte der Uberlagerung beider Pulse
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Abbildung 4.20: Dynamisch assistierter Schwinger-Effekt im Impulsraum. Fiir die Feld-
starken gilt Fo1 = 0.25E., FEyo = 0.1E.. Weiterhin sind 71 = 4 - 107%(eV)~! und
o = 4-107%(V)~L. Die vom schwachen Feld erzeugte Teilchendichte fa(p,ts0) ist um
Grofenordnungen kleiner und daher nicht zu erkennen. Die erzeugte Teilchendichte des
starken Pulses f1(p, o) ist blau (gestrichelt gepunktete Linie) und die der Uberlagerung
beider Pulse fussist (P, too) rot dargestellt. Links: py = 0. Rechts: p = 0.
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4.3 Sauter-Plus-Sinus-Konfiguration

Im letzten Abschnitt betrachten wir die Uberlagerung eines starken Sauter-Pulses der Feld-
stirke Fy; ~ E. und Breite 1/7, < m mit einem hochfrequenten 1/7 &~ m Sinus-Feld der
Amplitude Ey, < E.. Die genaue Darstellung findet sich in Unterabschnitt 3.2.3. Fiir ver-
schiedene Parameter soll die Konfiguration auf Verstiarkungseffekte beziiglich des assistierten

Schwinger-Effektes untersucht werden.

4.3.1 Paarerzeugung im Sinus-Feld

In diesem Unterabschnitt soll kurz auf die dynamische Paarerzeugungstruktur im Impulsraum
eingegangen werden, wie sie durch das Anlegen eines hochfrequenten Sinus-Feldes erzeugt
wird.! Um ein Elektron-Positron-Paar zu erzeugen, muss mindestens die Energie 2m zur
Verfiigung stehen. Diese Energie muss im Bereich der dynamischen Paarerzeugung durch die
Absorption virtueller Photonen der Energie 1/7 bereitgestellt werden. Fiir 1/7 < 2m besteht
nur die Moglichkeit der Multi-Photonen-Absorption. Nach der relativistischen Energie-Impuls-

Relation gilt dann fiir die Energie E, eines erzeugten Elektrons
2 n 2 2 .2, 2
Ee= (E) =mo PPl (4.9)

Durch Multi-Photonen-Absorbtion kénnen also nur Elektronen mit den diskreten Impulsen

[/ n \2
p”:\/pﬁﬂ—i_piv”:m <2m7') -1 (4.10)

erzeugt werden. Im Impulsraum erhélt man fiir die Teilchendichte f(p,¢) Akkumulationsscha-
len mit dem Radius p, aus Gl. (4.10). Fiir Frequenzen 1/7 > 2m/n existiert die n-te Schale.
Die Anzahl erzeugter Paare hiangt wesentlich von der Ein- und Ausschaltzeit T, und damit

von der Akkumulationsdauer T, ab. Fiir

2 n
Tokpn = (”_7) (4.11)

2x?
gilt fiir die n-te Schale f(p,,ts) & 1. Fiir hochfrequente Felder gilt insbesondere v > 1 und
x S 1. Die Akkumulation héherer Schalen n > 1 ist daher stark unterdriickt. In Abb. 4.21
ist die erzeugte Teilchendichte f(p|,ts) fiir 79 = 4-1077(eV)™! < 1/2m dargestellt. Fiir die

dominante erste Schale ergeben sich in der Darstellung zwei scharfe Peaks bei p|/m ~ £2.23.

15Eine ausfiihrliche Diskussion findet sich in [8].
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Abbildung 4.21: Aus angelegtem Sinus-Feld resultierende Teilchendichte f(to) fiir p; =0

mit By = 0.025Ec und 7 = 4 - 107" (eV)™! ~ 0.2/m. Die Ein- und Ausschaltzeit betrigt
T, = 10007.
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4.3.2 Dynamisch assistierter Schwinger-Effekt

In diesem Abschnitt soll untersucht werden, ob der dynamisch assistierte Schwinger-Effekt auch
bei der gewdhlten Sauter-Plus-Sinus-Konfiguration zu beobachten ist. Dabei soll insbesondere
der Einfluss des starken Sauter-Pulses auf die typische Akkumulationsschalenstruktur im Im-
pulsraum der durch das Sinus-Feld erzeugten Teilchendichte untersucht werden.'® Von Interesse
ist daher vor allem der Parameterbereich, in dem die dynamische Paarerzeugung des Sinus-
Feldes dominiert. In den Unterabschnitten 4.1.4 und 4.2.2 wird gezeigt, dass fiir die Sauter-
und Gauss-Konfiguration dann keine wesentlichen Verstdrkungseffekte mehr zu beobachten
sind.

Wir betrachten hier ausschlieflich den Fall p;, = 0. Die Ein- und Ausschaltzeit betrigt
To = to/71 = to/(120) = 4m. Die Akkumulationszeit T, des einzelnen Sinus-Feldes ergibt sich
damit zu T,; = 87o. Fiir das Sauter-Feld wihlen wir zunichst 1/7 = 1-107%(eV)~!. Die Feld-
starke nimmt die Werte Ey; = 0.15E, und 0.25E, an. Desweiteren soll fiir die Feldamplitude
Eys = 0.1Ey; gelten. Im Folgenden wird die Frequenz 1/7, variiert. Wir betrachten zunéchst
Wellenléingen des Sinus-Feldes knapp oberhalb der Comptonwellenldnge, Ay = Ao = 27/m.
Die Comptonwellenléinge entspricht der Frequenz 1/7¢ = m, damit ist 7¢ ~ 2-107%(eV) L. Die
Paarerzeugung des einzelnen Sinus-Feldes ist dann aufgrund der kleinen Feldstirke Lo < E,
im Wesentlich nur iiber die Multi-Photonen-Absorbtion méglich, von der nach Gl. (4.11) und
im Vergleich zur hier gewihlten Akkumulationszeit T, ebenfalls nur geringe Beitrige zur
Teilchenproduktion zu erwarten sind. In Abb. 4.22 wird 7, = 4 - 107%(eV)™! gewiihlt. Die

vom einzelnen Sinus-Feld erzeugte Teilchendichte konzentriert sich nahe py = 0 und erreicht

16Vgl. Unterabschnitt 4.3.1
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fiir p; = 0 ihr Maximum. Sie oszilliert mit sehr hoher Frequenz. Fiir die gewéhlte Feldstérke
Ey, = 0.25E, ist die durch den einzelnen Sauter-Puls erzeugte Teilchendichte n; > ng. Fiir

Ey1 = 0.15E, dominiert die Paarerzeugung des hochfrequenten Sinus-Feldes.

Nun soll die Teilchendichte der Superposition betrachtet werden. Durch die Uberlagerung
des schwachen hochfrequenten Sinus-Feldes mit dem starken Sauter-Puls bilden sich lokale
Akkumulationsmaxima in der Umgebung von pj/m = £1/7,. Daraus folgt fiir den Impuls in
Feldrichtung p| = ZeFEy;7. Im Fall Ey; = 0.25E, sind zusétzliche Akkumulationsmaxima
im Bereich des Maximums der durch den einzelnen Sauter-Puls erzeugten Teilchendichte zu
erkennen. Der Abstand dieser steht offenbar in direktem Zusammenhang mit der Frequenz 1/,
des Sinus-Feldes. Zu dieser Schlussfolgerung gelangt man, wenn man Abb. 4.23 betrachtet. Hier
wird 75 = 2-107%(eV) ™! & 7 gewiihlt, die Frequenz ist also doppelt so grofl wie in Abb. 4.22.
Auch hier finden sich Akkumulationsmaxima im Bereich py = xeEy ;7. Fiir Ey; = 0.25E,
sind wieder Maxima der Teilchendichte im Bereich [p;/m| < 1/91 zu erkennen, deren Hohe
nach aufen hin abnimmt. Thr Abstand ist im Vergleich zur rechten Darstellung in Abb. 4.23
verringert. Dies ist moglicherweise ein Resultat der hoher gewéhlten Frequenz 1/75. Der Bereich
Ipj/m| < 1/7 trigt einen Grofteil der erzeugten Anzahldichte ng s der Superposition und
ist damit wesentlich fiir den Verstarkungsfaktor V = ngges/n142 des assistierten Schwinger-
Effektes.!” Fiir Fy; = 0.25E, ist er in Abb. 4.23 bereits mehr als doppelt so grof wie in Abb.
4.22.

Als néchstes wird der Fall 7, = % -107%(eV)~! untersucht. Die erste erlaubte Akkumulati-
onsschale n = 2 der durch das einzelne Sinus-Feld erzeugten Teilchendichte liegt ungeféhr
bei po ~ 1.074m. In Abb. 4.24 sind fiir pj/m =~ +1.074 daher deutliche Peaks zu erkennen.
Durch die Uberlagerung mit dem starken Sauter-Puls bilden sich auch hier Maxima nahe
p/m =~ £1/7. Insbesondere existieren um dieses Maximum diskrete Schalenstrukturen. Auf
deren Position soll spiter genauer eingegangen werden. I'iir beide Feldstarken Ey; = 0.15E,
und 0.25E, findet auch hier im Bereich |p|/m| < 1/v; eine zusdtzliche Teilchenakkumulation
statt. Die Abstinde der lokalen Maxima in diesem Intervall sind im Vergleich zu jenen, die
sich in den Abbn. 4.23 und 4.22 finden, weiter verringert. Fiir Ey; = 0.25E, erreicht der Ver-

starkungsfaktor V' = 16.92 den Maximalwert der hier betrachteten Parametereinstellungen.

Fiir 7, = 1-107%(eV) ™! & 1/2m reicht anniihernd die Absorption eines Photons zur Erzeugung
eines Elektron-Positron-Paares. Entsprechend befindet sich der Peak der erzeugten Teilchen-
dichte des einzelnen Sinus-Feldes im Ursprung p; = 0. Dies ist in Abb. 4.25 dargestellt.
Durch Uberlagerung mit dem Sauter-Puls entstehen nun scharfe Akkumulations-Peaks bei
p/m = £1/v. Zwischen diesen Peaks erfolgt auch hier eine kontinuierliche Akkumulation
von Teilchen, allerdings in diesem Fall mit einem Minimum bei p; = 0. Der Verstérkungsfak-

tor V des assistierten Schwinger-Effekts hingt kaum von der gewahlten Feldstarke Ey; ab.

17Vgl. GL(4.7)
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Abbildung 4.22: Dynamisch assistierter Schwinger-Effekt in der Sauter-Plus-Sinus-
Konfiguration fiir p; = 0, 71 = 1-1074(eV)~! und o = 25. Das Verhiltnis Ep1 = 0.1Ep2
ist fest gewihlt. Die erzeugte Teilchendichte des einzelnen Sauter-Pulses fi(p),teo), sofern
nicht um Grofenordnungen kleiner, ist blau (gestrichelt-gepunktete Linie), die des Sinus-
Feld fa(p),teo) griin und die der Superposition fussist(p), too) Tot dargestellt. Links: Fop1 =
0.15E.. Rechts: Ey1 = 0.25F,.
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Abbildung 4.23: Dynamisch assistierter Schwinger-Effekt in der Sauter-Plus-Sinus-
Konfiguration. Die Darstellung und Parameterwahl ist bis auf das verdnderte Frequenzver-
héltnis o = 50 identisch zu Abb. 4.22.
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Abbildung 4.24: Dynamisch assistierter Schwinger-Effekt in der Sauter-Plus-Sinus-
Konfiguration. Die Darstellung und Parameterwahl ist bis auf das verdnderte Frequenzver-
héltnis o = 75 identisch mit Abb. 4.22.
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Abbildung 4.25: Dynamisch assistierter Schwinger-Effekt in der Sauter-Plus-Sinus-
Konfiguration. Die Darstellung und Parameterwahl ist bis auf das verdnderte Frequenzver-
héltnis ¢ = 100 identisch mit Abb. 4.22.
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Im Folgenden wird das Regime der Mono-Photonen-Absorption betrachtet, d.h. die Akku-
mulationsschale n = 1 der durch das Sinus-Feld erzeugten Teilchendichte ist zuléssig. Die
Absorption eines virtuellen Photons der Energie 1/7, ist ausreichend, um ein Paar zu erzeu-
gen. Dabei soll insbesondere auf die Verdnderungen in der Akkumulationsschalenstruktur, die
in Unterabschnitt 4.3.1 diskutiert wird, eingegangen werden. Fiir 7 = 8 - 1077(eV) ™!, siche
Abb. 4.26, liegt die erste Schale der durch das einzelne Sinus-Feldes erzeugten Teilchendichte
bei p; & 0.704m. Die aus der Uberlagerung mit dem starken Sauter-Puls resultierende Struk-
tur der erzeugten Elektronen im Impulsraum hat hier ebenfalls Schalencharakter. Insgesamt
bilden sich zwei Schalen, die jeweils eine gréfsere Anzahl erzeugter Teilchen enthalten als die
des einzelnen Sinus-Feldes. In der Betrachtung p;, = 0 in Abb. 4.26 entpricht dies den vier
Peaks in der Néhe von pj/m = £1/7,. Bei genauerer Betrachtung stellt sich heraus, dass die

Position der Peaks unmittelbar aus der Energie-Impulsrelation

2
Eezn = (%) = (pH,n + €E0,17'1)2 +m? (4.12)
p

folgt.'® Die relevanten Feldparameter in Gl. (4.12) sind damit 7, des hochfrequenten Sinus-
Feldes und die Feldstérke Ej; des starken Sauter-Pulses. Nach elementarer Umformung von

Gl. (4.12) und unter Verwendung der Parameter y und o folgt die Resonanzbedingung

D 1)? no\ >
(M + —) = (—) ~ 1 (4.13)
m. M 2x

Dann existieren fiir den diskreten Impuls pj,, die vier Losungen
2

Dy n 1

il B <E> 1+,

m 2x !

no\ > 1
e (Y e
m 2X 7
Fiir die Position der in Abb. 4.26 aus der Uberlagerung mit dem Sauter-Puls erzeugten
Akkumulations-Peaks der Teilchendichte f,qsist (), too) fiir n = 1 gilt demnach pﬁrl/m ~ £8.37,

pm/m ~ £6.96 fiir £y; = 0.15E, und pml/m ~ +13.48, pil/m ~ £12.07 fiir Ep; = 0.25E,. In

der logarithmischen Darstellung erkennt man zwei zusétzliche Peaks bei p;/m ~ %15. Sie sind

(4.14)

offensichtlich im Vergleich zu den anderen um Groéfenordnungen kleiner. Es liegt nahe davon
auszugehen, dass es sich dabei um eine der Akkumulationsschalen fiir n = 2 handelt. Unter
Verwendung von Gl. (4.14) zeigt sich, dass die Position der Peaks dann gegeben ist durch
pr2/m ~ £9.90 fiir Ey; = 0.15E, und p”fz/m ~ £15.01 fiir Eo; = 0.25E.. Die Peaks bei

Plo /m sind nicht zu erkennen, da sie von anderen Effekten um Grokenordnungen iiberlagert

18Vgl. mit Gl. (4.9).
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Abbildung 4.26: Dynamisch assistierter Schwinger-Effekt in der Sauter-Plus-Sinus-
Konfiguration. Die Darstellung und Parameterwahl ist bis auf das verdnderte Frequenzver-
héltnis 0 = 125 identisch mit Abb. 4.22.

Analog lassen sich die Peaks der Teilchendichte im Impulsraum auch fiir die Parameter in Abb.
4.27 ermitteln, wobei 75 = 1=-1075(eV) ™! ~ 6.67-107"(eV) ! gewiihlt wird. Fiir die erste Schale
n = 1 ergibt sich pﬁtl/m ~ £8.74, p,/m ~ £6.59 fiir Ey; = 0.15E, und pﬁil/m ~ 413.85,
pml/m ~ +11.70 fiir Eyy = 0.25E...

Wie bereits angedeutet finden sich auch in Abb. 4.24 enstprechende Peaks der Ordnung n = 2.

Nun soll genauer auf den Verstiarkungsfaktor V' des dynamisch assistierten Schwinger-Effektes
eingegangen werden. Er dndert sich unter Variation der Feldstdrke £ ; bei konstant gehal-
tenem Verhéltnis Eyo = 0.1Ep; fiir die in den Abbn. 4.25, 4.26 und 4.27 dargestellten erzeug-
ten Teilchendichten nur minimal. Fiir die betrachteten Felder mit 75 > 1/2m ist V' wiederum
enorm abhéngig von der gewdhlten Stirke des Sauter-Pulses Ej ;. Dieses Verhalten wird in
Abb. 4.28 durch die Darstellung des Quotienten V'(Ey; = 0.25E,)/V (Ep1 = 0.15E,) deut-

lich gemacht. Die Frequenz 1/ = 2m ist gerade die Frequenz, ab der die Mono-Photonen-
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Abbildung 4.27: Dynamisch assistierter Schwinger-Effekt in der Sauter-Plus-Sinus-
Konfiguration. Die Darstellung und Parameterwahl ist bis auf das verdnderte Frequenzver-
héltnis ¢ = 150 identisch mit Abb. 4.22.

Absorption des hochfrequenten Sinus-Feldes moglich wird. Es bleibt festzuhalten, dass fiir die
hier betrachteten Parameter die maximale Verstirkung durch den assistierten Schwinger-Effekt

im Bereich 1/m > 7 2 1/2m zu beobachten ist. Daraus lisst sich die Bedingung
X <o <2y (4.15)

fiir das zu wahlende Frequenzverhiltnis o der beiden Felder ableiten, um einen moglichst
groken Verstirkunseffekt zu erzielen. Fiir 7, = 1-107%(eV) ™! ergibt sich fiir m ~ 511keV das
Intervall 51.1 < o < 102.2 fiir den groftmoglichen Verstérkungsfaktor. Dies ist in Abb. 4.28
dargestellt.
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Abbildung 4.28: Verstirkungsfaktor V= ngssist/n1+2 des dynamisch assistierten
Schwinger-Effekts fiir p; = 0. Die gewdhlten Parameter fiir den starken Sauter-Puls sind
1=1- 10*4(6\/)*1 und Ep; = 0.15E, und 0.25E,. Fiir das hochfrequente Sinus-Feld gilt
Ep2 = 0.1Ep,1. Der Parameter 7 und damit das Frequenzverhéltnis o werden variiert. Fiir
o > 2mm = 2x ist die Absorbtion eines Photons des Sinus Feldes ausreichend, um ein Paar
7Uu erzeugen.



5 Zusammenfassung

In diesem Abschnitt soll auf die Ergebnisse und Grenzen der in dieser Arbeit durchgefiihrten
Untersuchungen zum assistierten Schwinger-Effekt eingegangen werden. Zunéchst ist festzuhal-
ten, dass fiir alle in Unterabschnitt 3.2 diskutierten Felder fiir entsprechend gewéahlte Para-
meter ein Verstarkungseffekt beziiglich der Teilchendichte erzeugter Elektron-Positron-Paare

beobachtet werden kann.

5.1 Vergleich von Sauter- und Gaul3-Konfiguration

Beziiglich der in den Abschnitten 4.1 und 4.2 untersuchten Teilchendichte f(p,t.) der Sauter-
und Gauf-Konfigurationen finden sich zunichst viele Gemeinsamkeiten. Fiir beide Konfigura-
tionen ist der Verstirkungseffekt am gréfiten, wenn die Schwinger-Paarerzeugung des starken,
niederenergetischen Pulses gegeniiber der dynamischen Paarerzeugung des schwachen, hoch-
energetischen Pulses dominiert. Bei starker Dominanz der dynamischen Paarerzeugung fiir
7y < 1/2m strebt der Verstirkungsfaktor V' — 1.' Tm Bild des Dirac-Sees kdnnte man argu-
mentieren, dass dann die durch den starken Puls Ej ; erzeugte ,Verkippung” von positivem und
negativem Kontinuum bei der Paarerzeugung kaum eine Rolle spielt, da die durch Absorption
bereitgestellte Energie n/7 > n 2m ausreicht, eine Vielzahl von Teilchen aus dem negativen
Kontinuum {iiber die Energiebarriere 2m zu heben.

Der wesentliche Unterschied beider Konfigurationen findet sich im Verhalten der erzeugten
Teilchendichte f(p,ts) im Regime der Multi-Photonen-Absorption bei 7 2 1/m. Hier ist
die Zahl der durch den Gauk-Puls erzeugten Paare im Vergleich zur Sauter-Konfiguration
stark unterdriickt. Fiir den assistierten Schwinger-Effekt bedeutet dies fiir das Gaufs-Profil,
dass im Gegensatz zur Sauter-Konfiguration die Schwinger-Paarerzeugung des starken Pulses
auch noch bei sehr hohen Frequenzen 1/75 2 m und fiir den Schwinger-Limes relativ grofen
Keldysh-Parametern vy, ~ 0.1 gegeniiber der dynamischen Paarerzeugung dominiert. In diesem
Bereich ist daher mit einem erheblichen Unerschied zwischen Sauter- und Gauf-Konfiguration
beziiglich des Verstarkungseffektes in der dynamisch assistierten Schwinger-Paarerzeugung zu
rechnen. Dieses Verhalten bedarf weiterer numerischer Untersuchungen.

Anhand der Betrachtung der Zeitevolution der Quasiteilchendichte f(7") fiir py = p1. = 0

in der Sauter-Konfiguration kann gezeigt werden, dass die numerischen Resultate fiir kleine

1Vgl. GL. (4.7).
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Feldstirken Fy < FE. und niedrige Frequenzen 1/7 < m um Grékenordnungen von den
analytischen abweichen. In diesem Parameterbereich ist die Paarproduktion sehr stark unter-
driickt. Dann besteht die Mdglichkeit, dass der resultierende globale Fehler A, der Inte-
grationsroutine um Gréfenordnungen iiber dem Wert der analytischen Teilchendichte f(7T)
liegt. An dieser Stelle soll darauf hingewiesen werden, dass generell fiir grofte Impulse p > 1 die
Paarerzeugung stark unterdriickt ist und zur Untersuchung dieser Bereiche eine enorm hohe

Genauigkeit der Integrationsroutine zu fordern ist.

5.2 Uberlagerung des hochfrequenten Sinus-Feldes mit

dem starken Sauter-Puls

In Abschnitt 4.3 kénnen auch fiir die Uberlagerung eines starken Sauter-Pulses mit einem
hochfrequenten Sinus-Feld Verstarkungseffekte beziiglich der dynamisch assistierten Paarerzeu-
gung festgestellt werden. Im Gegensatz zu Sauter- und Gauk-Konfiguration finden sich Ver-
starkungseffekte auch im Bereich hoher Frequenzen 1/m < 1/2m des Sinus-Feldes, also im
Bereich der zuléssigen Mono-Photonen-Absorption. Fiir die in dieser Arbeit betrachteten Feld-
starken Ey; = 0.15E, und Eyy = 0.25E, ist der numerisch ermittelte Verstdrkungsfaktor V'
in diesem Regime nahezu unabhéngig von der Feldstérke Ej;. Die grofiten Verstirkungsef-
fekte zeigen sich im Bereich 1/m > 75 2 1/2m, also genau dann, wenn die Wellenldnge A,
des Sinus-Feldes unterhalb der Comptonwellenlinge Ao liegt, die Energie eines absorbierten
Photons aber noch nicht ganz ausreicht, um Teilchen aus dem negativen Kontinuum iiber die
Energiebarriere 2m anzuregen. Im Bild des Dirac-Sees ist dann gerade die reduzierte Tunnel-
distanz zwischen dem aus dem negativen Kontinuum angeregten Teilchen und dem positiven
Kontinuum minimal.?

Weiterhin ist in dieser Arbeit gezeigt, dass durch die Uberlagerung des hochfrequenten Sinus-
Feldes mit einem starken Sauter-Puls eine ,Verschiebung® der fiir das einzelne Sinus-Feld
charakteristischen Akkumulationspeaks der Teilchendichte f(pj/m,ts) um den Parameter
+7; ! einsetzt. Fiir p; = 0 konnte die Resonanzbedingung (4.12) aus den numerischen Re-
sultaten abgeleitet werden. Aus rechentechnischen Griinden beschrinkt sich diese Arbeit auf

den Fall p; = 0. Die naheliegende Verallgemeinerung von Gl. (4.12) wére

2

Ee2n = <£> = m2 + pi n + (p”’n + €E0717'1>2 . (51)
s 27—2 ;

Die Folge wiren elliptische Strukturen der Teilchendichte f(p)ts) im Impulsraum. Um diese

Hypothese zu iiberpriifen, sind weiterfilhrende numerische Untersuchungen fiir den Fall p; # 0

notwendig.

2Vgl. Abb. 1.5.
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5.3 Experimentelle Grenzen der betrachteten

Feldkonfigurationen

Zuletzt soll darauf hingewiesen werden, dass der hier betrachtete abrupte Ein- und Ausschalt-
vorgang experimentell kaum zu realisieren ist. Fiir das Vektorpotential A(t) der Sauter- und
Gauk-Konfiguration ohne Ein- und Ausschaltfunktion ergibt sich eine Gleichspannungskom-
ponente U o A(ty) — A(t_o) # 0. Dies ist ein Widerspruch zum ladungsfreien Raum im
Laserfeld. Die hier betrachteten Konfigurationen stofsen an die Grenze ihrer experimentellen
Uberpriifbarkeit.

Dennoch kann ihre Untersuchung zu einem besseren Verstdndnis des Zusammenspiels zwi-
schen dynamischer, proportional zu EZ verlaufender und der von Ej exponentiell abhéngigen

Schwinger-Paarerzeugung beitragen.



A Grenzverhalten der durch den
Sauter-Puls erzeugten
Teilchendichte

In diesem Abschnitt soll das Verhalten der fiir die Sauter-Konfiguration gefundenen analyti-
schen Losung der Teilchendichte f(p, to) aus Gl. (4.2) fiir den Grenzfall dominanter Schwinger-
bzw. dominanter dynamischer Paarerzeugung untersucht werden. Dazu bringt man Gl. (4.2)

in die dimensionslose Darstellung

~ _ sinh(w[x/y + K&~ — &*]) sinh(7[x/y — &~ + 1))
Pl too) =2 sinh(27k~) sinh(27kt)

(A.1)

mit kT = %\/372 + 2Ty + 1 und € = 1+1II”. Die dimensionslosen Parameter IT = p/m und
x = m7 sind analog zu Abschnitt 3.3 definiert.

A.1 Schwinger-Limes

Wie in Unterabschnitt 3.3.1 beschrieben wird, befindet sich die Sauter-Konfiguration fiir Pa-
rameter 7 < 1 und x > 1 im Schwinger-Limes. Eine dquivalente Darstellung von Gl. (A.1)
ist durch

—

cosh (2%%) —cosh (27 [T — k7))
Sl te) =2

cosh (27 [k + k7)) — cosh (27 [kT — K~])

(A.2)

gegeben. Da 7 < 1 und y > 1 sind, ist insbesondere x/v > x > 1. Fiir v < 1 konnen wir

k%, in dem wir die Wurzel um ~ = 0 in eine Taylorreihe entwickeln, mit

X 1.
kKt = ox (1 + 10y + 56%_’}/2 + O(’yg)> (A.3)
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abschitzen. Dann gilt ndherungsweise

1
KT+ K™ ~ X (1+—€2LVZ> > K>> 1,
v 2 ¥ (A.4)

KT — Kk & I x.

Fiir grofe Argumente = > 1 gilt cosh(z) ~ exp(z)/2 und damit

cosh (272 ) _— (QW B o R_D | (A.5)

cosh (27 [kT + K~

Auferdem gelte

cosh (27 [kt — k7))

— 0,
cosh (27%) (A.6)
cosh (27 [kT — k7))

— 0.
cosh (27 [kt + k7))

Dann ergibt sich nach elementarer Umformung von GIl. A.2 fiir die Quasiteilchendichte

F(, ta) ~ 2exp (27T {z — Kkt — n_}) (A.7)
v
Verwendet man auferdem fiir k™ + £~ die Ndherung aus Gl. (A.4), folgt schlieflich
_ ~2 E.& _,
f(I, to) = 2exp (=7 [x7E1]) = 2exp | —7 B = feonst(IL, to0). (A.8)

A.2 Grenzfall dynamischer Paarerzeugung

In Unterabschnitt 3.3.1 wird diskutiert, dass fiir Parameter v > 1 und x ~ 1 die dynamische
Paarerzeugung dominiert. Dann koénnen wir k¥ aus Gl. (A.1) um 1/ = 0 in eine Taylorreihe

entwickeln. Es folgt

KE = % (éi % + 0(72)) (A.9)

und man erhélt

~ o Igx
&y

I€+—I€

(A.10)
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Diese Nédherung setzt man nun in Gl. (A.1) ein und erhilt

gsinh (™ |1 — 20| ginh (= Iy
f(ﬁ’ too) 2 : ( 7S.i[lih(%:/l)) sin}}ll(g;/ili : D ’ (A.11)

Da x/v < 1 ist, ldsst sich im Zahler sinh(z) ~ x ndhern und man erhilt schliefslich

) & 272y L
co (e 1 AL2
FL ) (ga+nﬁ) (2R ) SRR 7 o

Fiir IT, =IIj = 0 folgt mit k™ =k~ = x/2 Gl. (4.3).
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