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Kurzdarstellung

Es werden die Spektralfunktionen von Vektormesonen bei endlichen Temperatu-
ren mit Hilfe holographischer Methoden bestimmt und untersucht. Dazu werden
Vektorfelder auf einem fiinfdimensionalen Anti-de Sitter-Raum mit einem schwar-
zem Loch betrachtet und deren Wirkung durch das Einbringen eines Dilatons
erweitert, wobei diese Erweiterung durch eine konforme Deformation der Me-
trik geschieht. Fiir das Profil des Dilatons werden dabei zwei verschiedene ad
hoc Ansétze diskutiert, welche der Literatur entnommen sind. Es werden dabei
einerseits die Ergebnisse von Colangelo et al. fiir die Verwendung eines quadra-
tischen Dilatons reproduziert, als auch die Prozedur auf das Dilatonprofil nach
Huang und Li angewendet. Durch die Uberfithrung der dabei vorkommenden
Bewegungsgleichungen des Vektorfelds im fiinfdimensionalen Raum in die Form
einer Schrodinger-Gleichung werden ferner Aussagen tiber das Energiespektrum

und das Verhalten der Spektralfunktion gewonnen.

Abstract

We study the spectral functions of vector mesons in a medium of finite temperature
by means of holographic methods. Thereto we use a vector field defined on a
five-dimensional anti-de Sitter-space expand by a black hole, whereby the action
of the vector field is enhanced by a dilaton, which is introduced via a conformal
deformation of the metric. We study two different shapes of the dilaton, which are
obtained from literature. On the one hand we reproduce the results from Colangelo
et al., who used a quadratic dilaton and on the other hand we apply the procedure
to a dilaton shape from Huang and Li. Furthermore we transform the equations of
motion of the vector fields into Schrodinger’s equations to evaluate the behaviour

of the energy spectrum.



Inhaltsverzeichnis

1 Einleitung

1l
2 Grundlagen 4]
2.1 Vektormesonen . . . . . . . . ... [
2.1.1 Lagrange-Dichte der QCD . . . . . . ... ... ... ... [

2.1.2  Elektromagnetische Wechselwirkung in der QCD . . . . . .

2.1.3  Chirale Symmetrie der QCD . . . . . .. .. ... ... ..

2.1.4  p- und w-artige Vektormesonen . . . .. ... ... .. .. O

2.2 AdS/CFT-Korrespondenz . . . . . . ... ... .......... sl
2.2.1  Geometrie des Anti-de Sitter-Raumes . . . . . . . . . . .. [Tl

2.2.2  Konforme Feldtheorie . . . . . . ... ... ... ... ... 4l

2.2.3 Die Maldacena-Vermutung . . . . . . ... ... ... ...

2.3 Holographische Modelle fiir Vektormesonen . . . . . . . . . .. .. 191
2.3.1 Grundlegendes Modell . . . . . ... ... ......... 101
2.3.2 Gebundene Zustande . . . . . ... ... 211
2.3.3 Hardwall-Modell . . .. ... ... ... .......... 23
2.3.4 Softwall-Modell . . . . . ... ... ... .. ........ R
2.3.5 Spektralfunktion mit AdS/CFT . . . ... ... ... ... 20]
2.3.6  Vektormesonen bei endlichen Temperaturen . . . . .. .. 28]

3 Spektralfunktionen 321

3.1 Grundlagen und Definitionen . . . . . . .. ... ... 32]
3.1.1 Die untersuchten Modelle . . . . . . ... ... ... ...
3.1.2  Formulierung des Problems . . . . . ... ... ... ... 34

3.2 Spektralfunktion im KKSS-Ansatz . .. ... ... ... ..... 38

3.2.1 Numerische Bestimmung der Spektralfunktion . . . . . . . 3]



Inhaltsverzeichnis iii

3.2.2  Analyse der Spektralfunktion . . . . ... ... ... ... 42}

3.3 Spektralfunktion im Huang-Ansatz . . . ... ... .. ... ... 406}
3.3.1 Numerische Bestimmung der Spektralfunktion . . . . . . . 406}

3.3.2 Analyse der Spektralfunktion . . . . ... ... ... ... 9]

4 Analyse der Schrodinger-Form h2]
4.1 Allgemeine Betrachtung . . . . . . . ... ... ... ... ...,
4.2 Der Spezialfal T'=0 . . . . . . ... ... ... ... ...
4.3 Schrodinger-Form im KKSS-Ansatz . . . .. .. ... .. ... .. 62]
4.3.1 Das exakte Schrodinger-Potential . . . . . . . .. ... .. 62]

4.3.2 Naherung fir kleine Temperaturen . . . . . . .. ... .. 671

4.4 Schrodinger-Form im Huang-Ansatz . . . . . . .. ... ... ... [7a
4.4.1 Das exakte Schrodinger-Potential . . . . . . . .. ... .. (70l

4.4.2 Naherung fiir kleine Temperaturen . . . . . . .. ... .. 75}

5 Zusammenfassung und Ausblick [77
Anhang 70|
A Vektorfelder auf Riemann-Raumen 811
A.1 Skalarfelder auf Riemann-Radumen . . . . . . . .. ... ... ... KTl
A.2 Bewegungsgleichungen . . . . ... ... ... ... ........ 82]
A.3 On-shell-Wirkungen . . . . . ... ... ... ... ... ... [R7

B Vektorfelder im AdS-BH ohne Dilaton O7]
C Begriffe der allgemeinen Relativitatstheorie 94
C.1 Grundlegende Definitionen . . . . . . . ... ... ... ... 94
C.2 Christoffel-Symbole diagonaler Metriken . . . . . ... .. .. .. 951
C.3 Ricci-Tensor diagonaler Metriken . . . . . . . .. ... ... ... 90!

D Mathematische Werkzeuge 90
D.1 Besselsche Differentialgleichung . . . . . . . ... ... ... ... 991
D.2 Assoziierte Laguerre-Polynome . . . . . . . . .. ... ... 102
D.3 Regge-Wheeler-Koordinaten . . . . . . .. ... ... ... .... 104

Literaturverzeichnis 107



1 Einleitung

Die grundlegende Motivation der Physik ist es, physikalische Phanomene durch
ein System an Gleichungen, also durch eine Theorie, so zu modellieren, dass aus
moglichst wenigen gemessenen Parametern, moglichst viele weitere Messgrofien
bestimmt werden kénnen. Experimentell stellt sich dabei heraus, dass sich alle
bekannten physikalischen Phénomene auf vier fundamentale Wechselwirkungen
zuriickfithren lassen: die Gravitation, die elektromagnetische, die starke und die
schwache Wechselwirkung.

Eine der am genausten vermessenen Theorien ist dabei das Standardmodell der
Teilchenphysik, welches die starke und die elektroschwache Wechselwirkung zu-
sammenfassend beschreibt. Letztere Wechselwirkung lasst sich dabei durch einen
Mechanismus der Symmetriebrechung in die elektromagnetische und in die schwa-
che Wechselwirkung aufteilen. Die starke Wechselwirkung wird im Standardmodell
der Teilchenphysik beschrieben durch die Quantenchromodynamik (QCD), welche
die Dynamik von Quarks und Gluonen charakterisiert. Dabei nimmt die QCD
in diesem Zusammenhang insofern eine Sonderstellung im Standardmodell der
Teilchenphysik ein, als Quarks und Gluonen nicht als freie Teilchen beobachtet
werden konnen, sondern immer nur in gebundener Form, als Hadronen, auftauchen.
Im Rahmen der QCD lassen sich diese Hadronen unter anderem in zwei Kategorien
einteilen: Mesonen, welche anschaulich aus einem Quark und einem Antiquark
bestehen und Baryonen, welche aus drei Quarks zusammengesetzt sind. Die QCD
hat, wie auch die Theorien der elektromagnetischen und schwachen Wechselwir-
kungen, eine laufende Kopplung, das heifit, die ,Starke der Wechselwirkung* ist
abhangig von der Energie. Problematisch fiir die Beschreibung der Hadronen durch
die QCD ist dabei, dass die Kopplung um so grofier wird, je kleiner die Energie des
betrachteten Systems ist. Damit sind jedoch die pertubativen Methoden, welche

zum Beispiel in der Quantenelektrodynamik sehr erfolgreich eingesetzt werden,
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nur bedingt anwendbar, denn die dabei auftretenden Reihenentwicklungen konver-
gieren nur fir kleine Kopplungen. Fiir eine adequate Beschreibung der Hadronen
durch die QCD sind also auch nichtpertubative Methoden notwendig.

Ein Forschungsschwerpunkt im Rahmen der QCD ist die Thermodynamik stark
wechselwirkender Materie, welche experimentell in der Untersuchung von Kollisio-
nen schwerer Ionen zugéanglich gemacht wird. Hierbei besteht das Interesse unter
anderen darin, zu beschreiben, wie sich Hadronen, insbesondere Vektormesonen,
in einem Medium mit endlicher Temperatur verhalten. Dabei liegt die Motivation
in der Vermutung, dass sich die Massen und Breiten von beispielsweise Vektor-
mesonen in angeregter Kernmaterie andern, wobei insbesondere die vermutete
Massenanderung bei endlichen Temperaturen eine Moglichkeit zum Verstandnis
von ,Masse“ stark wechselwirkender Teilchen unabhangig von Higgs-Mechanismus
liefert.

Relativ neue Methoden zur Beschreibung der Eigenschaften von Hadronen in einem
Medium sind dabei im Zuge der AdS/CFT-Korrespondenz entwickelt wurden.
Hierbei handelt es sich um holographische Modelle, welche Hadronen durch eine
fiinfdimensionale klassische Gravitationstheorie beschreiben, wobei Temperaturef-
fekte durch singuldre Losungen in der Gravitationstheorie (schwarze Locher) in die
Modelle eingebracht werden. Urspriinglich bezeichnet die AdS/CFT-Korrespondenz
grob gesprochen eine Hypothese iiber die Aquivalenz einer stark gekoppelten kon-
formen Quantenfeldtheorie und einer Gravitationstheorie. In diesem Sinne lésst
sich die Korrespondenz nicht direkt auf die QCD anwenden, da diese keine kon-
forme Symmetrie besitzt. Aufgrund weiterer Untersuchung besteht jedoch die
Hoffnung, die betrachtete Gravitationstheorie derart zu erweitern, dass die dquiva-
lente Feldtheorie die Form der QCD erhélt.

Gegenstand der vorliegenden Arbeit ist die Untersuchung dieser Erweiterungen
der fiinfdimensionalen Gravitationstheorie, wobei im speziellen die Beschreibung
von Vektormesonen durch ihre Spektralfunktion betrachtet wird. Ferner werden
die dabei in der fiinfdimensionalen Gravitationstheorie auftretenden Bewegungs-
gleichungen auf die Form einer stationdren Schrodinger-Gleichung transformiert,
um Aussagen tber die Moglichkeit und Form eines diskreten Massenspektrums
machen zu konnen. Dabei ist diese Arbeit wie folgt gegliedert.

Im Kapitel 2 sind die Grundlagen der in dieser Arbeit untersuchten Modelle zusam-
mengefasst und Begriffe und Notationen festgehalten. Es werden die grundlegenden

Arbeiten zur Beschreibung von Vektormesonen mit holographischen Methoden
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nachgezeichnet und damit die im weiteren Verlauf verwendeten Verfahren motiviert.
AuBerdem wird eine Moglichkeit skizziert, wie sich die grundlegenden holographi-
schem Modelle auf den Bereich endlicher Temperaturen erweitern lassen.

Der Hauptteil gliedert sich in zwei Teile. Im Kapitel 3 sind die in dieser Arbeit
untersuchten Modelle definiert, wobei zwei verschiedene Erweiterungen der fiinf-
dimensionalen Gravitationstheorie betrachtet werden. Fiir diese beiden Modelle
werden die Spektralfunktionen berechnet und deren Verhalten unter Anderung
der Temperatur analysiert.

Im Kapitel 4 wird die schon angesprochene Schrodinger-Form der auftretenden
Bewegungsgleichungen genauer diskutiert. Hierzu werden allgemeine Ausdriicke
hergeleitet und anschlieend auf die beiden untersuchten Modelle spezialisiert.
Begonnen wird mit der Diskussion des Schrodinger-Potentials bei T' = 0, wobei
in einem allgemeineren Rahmen Voraussetzungen entwickelt werden, fiir welche
die betrachteten Modelle ein diskretes Energiespektrum besitzen. Anschliefend
werden die Schrodinger-Gleichungen der beiden Modelle bei endlichen Tempera-
turen betrachtet. Hierbei wird das Verhalten der Schrodinger-Potentiale unter
Veranderung der Temperatur untersucht und die damit verbundenen Implikationen
fiir die in diesem Modellen beschriebenen Vektormesonen ausgefiithrt. Auflerdem
werden Néaherungen fiir kleine Temperaturen entwickelt und diskutiert, inwieweit
sich dabei analytische Ausdriicke fiir das auftretende diskrete Energiespektrum

finden lassen.



2 Grundlagen

2.1 Vektormesonen

Das Ziel der vorliegenden Arbeit ist die Diskussion von holographischen
Methoden zur Beschreibung von Vektormesonen. Hierzu sollen im fol-
genden Abschnitt Grofien und Notationen zusammengetragen werden,
welche im Rahmen der Quantenchromodynamik (QCD), zur Unter-
suchung von Vektormesonen benotigt werden. Fiir eine grundlegende
Einfithrung in die QCD sei hierbei auf [13] [30, B9] verweisen.

2.1.1 Lagrange-Dichte der QCD

Im Standardmodell der Teilchenphysik beschreibt die QCD die Dynamik von
Quarks und Gluonen beziiglich der starken Wechselwirkung. Experimentell werden
sechs unterschiedliche Arten (Flavor) von Quarks beobachtet, welche sich in ihren
Massen und ihren Ladungen unterscheiden (vergleiche dazu Tabelle .

Flavor ‘ up down strange charm bottom  top
my in MeV | 2 5 95 1350 5300 176000
ome |3 b 3 -b & -

Tabelle 2.1: Massen m; und Ladungen () der verschiedenen Quarkflavors,
entnommen aus [31].

Die zentrale Grole der QCD ist die Lagrange-Dichte

. 1 y
Locp = qu (iv*D, —myg)qr — 1 Z GGy
f a=1
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Hierbei bezeichnen gy die Fermionfelder zum Beschreiben der Quarks und G,

den Gluonen-Feldstarketensor, welcher gegeben ist durch
8
Gua=0,G,,—0.G,,+yg > Japry GupGors
By=1

wobei G, , das Gluonfeld, f, 5, die Strukturkonstanten der Farb-SU(3) und g
die starke Kopplung bezeichnen. Fiir jeden Flavor f besitzt das Materiefeld gy
zusétzlich noch drei Farbkomponenten, welche unter einer lokalen Farb-SU (3) wie

folgt transformieren:

S Aa
qr — qy = exp (—Z > Ga(x)2> qr,

a=1

wobei \, die Gell-Mann-Matrizen und 6, (x) die lokalen Eichparameter bezeichnen.

Die kovariante Ableitung in Lgcp ist gegeben durch
8 )\a
DMQf = aMQf - Z.g Z ?Gu,a(b‘- (21)
a=1

2.1.2 Elektromagnetische Wechselwirkung in der QCD

Wie zum Beispiel in [24] erwéhnt, konnen Vektormesonen beschrieben werden als

Resonanzen im Strom-Strom-Korrelator

1 (q) =i [ d*e e O|T it (2) ]2 (0)]0)

wobei j% den elektromagnetischen Quarkstrom bezeichnet. Um diesen zu erhalten,
ist die elektromagnetische Wechselwirkung in die Lagrange-Dichte Lgocp einzubau-
en, was durch die Forderung einer zusatzlichen lokalen U(1)-Symmetrie erreicht

wird:
qr — e’m(x)qu, (2.2)

wobei () den Ladungsoperator bezeichnet, welcher jedem Quarkflavor seine elek-
trische Ladung zuordnet: Qq; = Qrqy (vergleiche Tabelle [2.1). Geniigt wird
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dieser Forderung durch eine Erweiterung der kovariante Ableitung [2.1] um einen

elektromagnetischen Term:

Dyqs = Dyuqy — iBuQqy,

wobei B, das Photonfeld bezeichnet. Die lokal U(1)-invariante Lagrange-Dichte
der QCD hat dann die Form

m —= 1 v
eQCD =Locp + Zf:qfv“BMqu — ZF‘“’ P,

Hierbei bezeichnet F ww = 0,B, — 0,B,, den elektromagnetischen Feldstéarketen-

sor. Der elektromagnetische Quarkstrom j# ergibt sich als Noether-Strom zur

U(1)-Symmetrie (2.2)):

L 9LGED . o
b = Zf: 9 0ay) (—iQqy) = Zf:qf’y“qu (2.3)

Zur Beschreibung von hadronischen Freiheitsgraden (zum Beispiel w- oder p-
Mesonen) soll der elektromagnetische Strom nicht nach elektrischen La-
dungen aufgeteilt werden, sondern nach Flavor-Kombinationen mit bestimmtem
Transformationsverhalten, welche der jeweiligen Quarkstrukur Rechnung tragt.
Die Unterscheidung der jeweiligen Stromanteile in w- oder p-artige Anregungen

kann unter anderem durch ihr Verhalten unter Paritatstransformation erfolgen.

2.1.3 Chirale Symmetrie der QCD

Das in diesem Abschnitt nachgezeichnete Vorgehen ist weitestgehend aus [33]
entnommen. Betrachtet man die Massen der einzelnen Quarkflavor aus Tabelle [2.1]

so lassen diese beziiglich der p-Mesonenmasse (siche [31]) folgende Einteilung zu:

leichte Quarks schwere Quarks
u(2) m, ¢(1350)
d(5) < = < b(5300)
s(95) 775MeV t(176000).

In dieser Arbeit sollen nur die leichten Quarkflavor v und d betrachtet und die

schweren sowie das Strange-Quark vernachléssigt werden. Hierbei bietet sich der
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Grenzwert verschwindender Quarkmassen m, = my = 0 an, was im Allgemeinen
als chiraler Limes bezeichnet wird. Im chiralen Limes besitzt die Lagrange-Dichte
Locp im SU(2)-Flavor-Sektor folgende Form (hier vorerst ohne den elektroma-

gnetischen Anteil)
QC’D_ZQf W aF = 7 ZG oG o
f=u,d

Es ist moglich, die Materiefelder identisch umzuschreiben

1s+7 1s—~
= 5 5(1+ 5 5q23QR+QLa

wobei gr das rechtshandige und ¢, das linkshandige Quarkfeld bezeichnet. Mo-
tiviert wird diese Aufteilung durch das chirale Verhalten der jeweiligen Anteile:
vs5qr, = —qr, beziehungsweise y5qr = qr. Ausgedriickt in den Feldern gz und ¢y,

zerfallt die Lagrange-Dichte im chiralen Limes in getrennte Quarkfeldanteile
1 8
L3ep =3 (Tn s Dudn s + 157" Dydr y) — 12 GunaG"a
f U,d a=1

Die Aufteilung in rechts- und linkshandige Felder lasst es zu, fiir beide Anteile

separat globale Transformationen zu finden, welche QCD invariant lassen:

3
. . Oq
qr.f — exp (—zGL]lz -1 Z 9L,a2> qr.f»
a=1

3
. B g
qR.f — exp <—29312 -1y 9R,a2a> qR.f+

a=1

wobei (01,07 q,0r,0r,) die unabhéngigen Transformationsparameter und o, die

Pauli-Matrizen bezeichnen. Hierbei handelt es sich also um eine globale U(2), x
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U(2) g-Symmetrie, zu welcher folgende Noether-Strome, sortiert nach den Trans-

formationsparametern, gefunden werden kénnen:

Or: L' =3 Yy (2.4)
f=u,d
H = uoa
Or.a: LF, = Z dr.5Y EQL,fa
f=u,d
Or : RF = Z Qr "R 5 (2.5)
f=u,d
Iz i pZa
Or,a R, =) QrY 5drs-
f=u,d 2

Klassisch feldtheoretisch, das heifit ohne Quantenfluktuationen, sind die rechts-
und linkshéndigen Stréme divergenzfrei: 9,L* = 0, ,L*, = 0, 9,R* = 0, sowie
0,R*, = 0, was sich mit den Euler-Lagrange-Gleichungen fiir ¢;, und gg, welche
aus der Lagrange-Dichte EQhCD zu gewinnen sind, zeigen lasst.

Motiviert durch das jeweilige Verhalten unter Paritatstransformationen, werden

aus obigen Stromen folgende neue Strome konstruiert:

Vi =R+ LI =gty Singlettstrom, (2.6)
Af = R — L' =qv"y5q axialer Singlettstrom,
Ve =R, + LV, = @y“’%q Vektorstrom, (2.7)

o
A* =R — L*, =qy" s ?aq axialer Vektorstrom,

welche auch chirale Strome genannt werden. Bezeichnet P den Paritétsoperator,

so gilt fiir diese so konstruierten Strome:

(Tt) = VP (=7,1), PAF (Tt) = —AP (—7,1),
PVH(EL) = VI(—T,1), PAMZ L) = —AM(—7, 1),

womit auch die Bezeichnungen Vektorstrom (positive Paritdt) und axialer Vektor-
strom (negative Paritét), sowie analog fiir die Singlettstrome, motiviert werden.

Man kann zeigen, dass durch die Quantisierung der Felder V# | A* ' V# diese
divergenzfrei bleiben, jedoch die Divergenzfreiheit von A* verletzt ist und damit

deren zugehorige U(1) 4-Symmetrie gebrochen wird, was man als Anomalie bezeich-
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net. Nach der Quantisierung besitzt das betrachtete Zweiquarksystem im chiralen
Limes (m, = mg = 0) also eine globale SU(2)y x SU(2)4 x U(1)y-Symmetrie,
wobei sich die Indizes an den Gruppen auf den jeweiligen Anteil bezieht, auf
welchen die Transformationen wirken. Man beachte noch, dass im Limes gleicher
finiter Massen m,, = mg # 0 die SU(2) s.-Symmetrie explizit gebrochen wird, die
SU(2)y x U(1)y-Symmetrie jedoch weiterhin erhalten bleibt.

Im Folgenden sollen nur noch der Vektorstrom V* und der Singlettstrom V*

betrachtet werden.

2.1.4 p- und w-artige Vektormesonen

Die Bezeichnungen ,p-artige“- und ,w-artige* bezieht sich in der vorliegenden
Arbeit auf die Quantenzahlen I¢(JFY) = 17(177) fiir p-artige und 1¢(JFY) =
0~ (177) fiir w-artige Anregung. Die niedrigsten dieser Anregungen sind p(770) mit
einer Masse von m, = 775,26 £0,25 MeV und einer Breite von I, = 149,1+£0.8 MeV
sowie w(782) mit einer Masse von m, = 782,65 £+ 0,12MeV und einer Breite
von I, = 8,49 £+ 0,08 MeV, wobei diese experimentellen Werte [31] entnom-
men sind. Beide Mesonen zerfallen unter anderem in Elektron-Positron-Paare
mit den Verzweigungsverhéaltnissen (4,72 £ 0,05) - 107° MeV fiir das p(770) und
(7,28 0,14) - 107> MeV fiir das w(782). Damit liefern diese beiden Vektormesonen
wichtige Beitrage zum Di-Elektronspektrum, welches experimentell seit 2005 in-
tensiv durch die HADES-Kollaboration untersucht wird.

Das Ziel dieses Abschnittes ist es, den elektromagnetisches Strom im chira-
len Limes in chirale Singlett- und chirale Vektor-Anteilen zu zerlegen, um eine
Identifikation von w- beziehungsweise p-artigen Vektormesonen zu ermoglichen.
Hierzu betrachte man den Ladungsoperator () im elektromagnetischen Strom (|2.3)),

welcher sich im betrachteten Zweiquarksystem auf folgende Matrix reduziert

Q:( —0;)‘

Will man diesen nach einem U (1)y-symmetrischen und einem SU (2)y-symmetrischen

O wiN

Anteil aufteilen, so ist () nach den jeweiligen Generatoren zu entwickeln:

3
Q = Z an_a”
a=0
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wobei o, = (12, 0,) die um die zweidimensionale Einheitsmatrix erweiterten Pauli-
Matrizen bezeichnet. Die Koeffizienten Q® erhilt man dabei durch Q¢ = %tr (0aQ),

womit folgt

QO:éa Q1:07 Q2207 Q?):*-

Setzt man diese Entwicklung fiir () in den elektromagnetischen Strom ([2.3)) ein, so
zerfallt dieser im betrachteten Zweiquarksystem in zwei Summanden: j5, = j&5+ 74
mit

1

gh=> g 5o =

5 (wy"u — dytd) = Vi,
f=u,d

DI~ N

1 - 1
ih= 3 a" oy = g (M u+dytd) = SV

f=u.d 6
Es werden dabei der Anteil j# mit der Beschreibung eines p-artigen, beziehungs-
weise j# mit der eines w-artigen Vektormesonen identifiziert, da sich diese anteilig
im Flavor-Raum wie ein Vektor (p-artig), respektive wie ein Skalar (w-artig) trans-
formieren.
Man erkennt dabei, dass der p-artige elektromagnetische Stromes durch die (a = 3)-
Komponente des chiralen Vektorstroms und der w-artige Anteil durch den
chiralen Singlettstrom beschrieben werden.
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2.2 AdS/CFT-Korrespondenz

Die in der vorliegenden Arbeit beschriebenen holographischen Metho-
den zur Untersuchung von Vektormesonen haben ihre urspriingliche
Motivation in einer Korrespondenz zwischen einer Supergravitations-
theorie auf einem fiinfdimensionalen Anti-de Sitter-Raum und einer
konformen Feldtheorie auf einem Minkowski-Raum, welcher als Rand
des betrachteten fiinf-dimensionalen Raumes verstanden werden kann.
Diesbeziiglich sollen im folgenden Abschnitt einige Grundlagen der
verwendeten Korrespondenz zusammengefasst und damit spéater ver-

wendete Begriffe und Notationen festgehalten werden.

2.2.1 Geometrie des Anti-de Sitter-Raumes

Es folgen nun allgemeine geometrische Aussagen iiber einen (d + 1)-dimensionalen
Anti-de Sitter-Raum, das heifit, einer Raumzeit, deren Metrik sich intrinsisch mit
Hilfe der Einstein-Gleichungen und den Bedingungen maximale Symmetrie und
von einer konstanter negativer Skalarkriimmung herleiten lésst. Diesbeziiglich sei
auf [20] verweisen, wobei die folgenden Ausfithrungen [4] und dem Anhang in [7]
entnommen sind.

Fiir diese Arbeit ausreichend ist eine Definition des Anti-de Sitter-Raumes als
Einbettung in einen (d + 2)-dimensionalen flachen Raum mit der Signatur (2,d).
Hierbei ist die Signatur (m,d — m) eines Riemann-Raumes definiert durch die
Anzahl m der positiven Eigenwerte der Metrik. Diesen umgebenen Raum kann
man sich als einen (d + 1)-dimensionalen Minkowski-Raum, erweitert um eine
zusétzlichen Zeitkoordinate, vorstellen. Die Metrik dieses (d 4 2)-dimensionalen

Raumes ist dabei gegeben durch das Linienelement
dsi, = dX?, +dX§ —dX7 ... —dX].

Als Einbettung in einen solchen Raum soll der Anti-de Sitter-Raum folgendermaflen

definiert werden:

AdSayr = {(X_1, Xo, X1, Xa) € R*IX2 4+ X3 = X7 ... - X7 = R*},
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wobei R eine reelle Konstante, die Skalierungskonstante, bezeichnet. Fiir diesen

AdSg44 lassen sich globale Koordinaten (7, p, {21, .., {24) finden:

sin T X :RCOST7 X, = RO, tan p,

X—l =R ) 0
COS p COs p

fir welche die Bedingungen 0 < p < 7, —7 <7 < 7, sowie S 902 = 1 gelten, die
der Definition des AdS,y; als Einbettung Rechnung tragen. In diesen Koordinaten
ergibt sich somit folgende globale Metrik fiir den AdSy1:

R2

ds® o« =
AdS T o052 7

d
<d72 —dp* —sin®p) de) :

1
Fir die Korrespondenz von entscheidender Bedeutung sind jedoch nicht diese
globalen Koordinaten, in welcher die Metrik des AdSy.; der Einbettung nicht
explizit, sondern durch Zusatzbedingungen, Rechnung tréagt. Man geht vielmehr
iiber zu den sogenannten Poincare-Koordinaten, welche folgendermafien definiert

sind

RX, . RX, R?
T Z= "=,
X, — Xy

.Z'i'

T X, - X, X, - X,

wobei z auch als holographische Koordinate bezeichnet wird. In diesen Koordinaten
teilt sich der AdSy.; in zwei disjunkte Teile auf: z < 0 und z > 0. Die Grenze
dieser beiden Teile bei z = 0 wird auch Rand des AdS;y1 genannt und besitzt
selbst die geometrische Struktur eines d-dimensionalen Minkowski-Raumes, wobei
t := 20 die Zeitkoordinate bezeichnet. Mit der Riicktransformation von Poincare-

auf Einbettungskoordinaten

z i=1
Rt
XO =
z
X, = RxZ’
z
1
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wird die Metrik des AdS;4 fiir den Teil mit z > 0 durch die Metrik des umgebenen

Raums induziert, womit sich folgendes Linienelement ergibt:

R? -1
ds? g = = (dt2 — z;(:v’)Q — d22> : (2.8)
Im Folgenden soll nur noch der Teil des eingebetteten AdSy., betrachtet werden,
fiir welchen in Poincare-Koordinaten z > 0 gilt, wobei dieser Teil kurz als Anti-de
Sitter-Raum bezeichnet wird. Auch die Metrik wird, vor allem im Fall d = 4,
kurz als AdS-Metrik bezeichnet.

Zentrale Bedeutung fiir die Korrespondenz besitzen die Transformationen im Anti-
de Sitter-Raum, welche die AdS-Metrik invariant lassen. Diese werden Isometrien
genannt und bilden eine Gruppe, welche sich fiir den AdS aus den Transformationen
im umgebenen (d + 2)-dimensionalen Raum bestimmen ldsst, die den AdS als
Einbettung invariant lassen. Es zeigt sich, dass diese Isometrien des AdS die
Gruppe SO(2,d — 1) bilden.

Wie schon angesprochen, bildet der AdS eine Raumzeit, das heifit, die Metrik
(2.8) ist Losung der Einsteinschen Vakuum-Feldgleichung, welche fiir beliebige d
gegeben sind durch

1 1
Ruyn — §R9MN = §A9MN (2-9)

mit M,N = 0,....,d, wobei 2™ = a* fir M = u=0,1,...,d — 1 die Minkowski-
Koordinaten und ¢ = z die holographische Koordinate bezeichnen. Hierbei ist A

die kosmologische Konstante, R = g™NR 5 der Ricci-Skalar und
Rarn = O Ty = On gy + Doy Ty — Doy Mo

der Ricci-Tensor, wobei die Christoffel-Symbole gegeben sind durch

SL
g
FSMN 9 (Ongur + OmInr — Orgun) -

Setzt man die AdS-Metrik ein, so folgt nach einiger Rechnung:

d
Run = ﬁgMNa
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womit aus den Einsteingleichungen (2.9) fir die kosmologische Konstante des AdS
folgt

d(d—-1)

A= — IE

In der vorliegenden Arbeit wird dabei vor allem der Fall d = 4 verwendet, womit
sich A = —% ergibt.

2.2.2 Konforme Feldtheorie

Den zweiten Teil der AdS/CFT-Korrespondenz bilden konforme Feldtheorien
(conformal field theories, kurz CFT), welche im folgenden Abschnitt kurz referiert
werden sollen, wobei fiir eine fundierte Einfithrung auf [I6] verweisen sei.

Sei 1, die Metrik des vierdimensionalen Minkowski-Raumes, fiir welche in dieser

Arbeit folgende Konvention verwendet wird

(M) = , (2.10)

o o o =
=)
|
—

so bezeichnet ds? := ), dz"dz” das zugehorige Quadrat des infinitesimalen Lini-
enelements. Eine Transformation A : z# — x' auf diesem Minkowski-Raum heif3t

konform, falls gilt:
ds” = (*(x)ds (2.11)

mit einer nichtverschwindenden Funktion (2(z), welche auch als konformer Faktor
bezeichnet wird.

Die naheliegensten konformen Transformationen auf dem Minkowski-Raum ergeben
sich fiir 2 = 1, da es dabei um genau jene Transformationen handelt, welche die

Metrik invariant lassen. Diese sind gegeben als Elemente der Poincaré-Gruppe

(L) ot — g = A* gV (Lorentz-Transformation),

(T) ot =zt =" 4 a” (Translation).
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Die einfachste konforme Transformation, welche sich nicht durch Poincaré-Trans-

formationen erzeugen lésst, ergibt sich fiir {2 = A mit einer beliebigen Konstanten
A#0

(S) ot — 't = gt (Skalierung).

Es gibt nun noch eine weitere konforme Transformation, welche sich nicht durch

die obigen Transformationen erzeugen lésst:
(I) =t = — (Inversion),

die sich jedoch nur fiir z# definieren lisst, fiir welche 22 # 0 gilt, das heif3t,
welche nicht auf dem Lichtkegel liegen. Man beachte noch, dass die Inversion,
im Gegensatz zu den anderen angegebenen konformen Transformationen, eine
diskrete Transformation ist. Um aus der Inversion eine kontinuierliche konforme
Transformation zu konstruieren, stellt man sie einer Translation voran, gefolgt

von einer weiteren Inversion, womit sich folgende Transformation ergibt:

a4 x2at

1 + 22+a, + 22%a?

(Sp) ot = (spez. konf. Transformation).
Es lasst sich zeigen, dass jede Transformation, fur welche Gleichung ((2.11)) gilt,
durch die obigen kontinuierlichen konformen Transformationen L, T, S und Sp
erzeugt werden kann. Betrachtet man nun die Generatoren der obigen kontinu-

ierlichen Transformation, so stellt sich heraus, dass die konforme Gruppe des

Minkowski-Raumes mit der Metrik (2.10) gegeben ist durch eine SO(2,4).

2.2.3 Die Maldacena-Vermutung

Die AdS/CFT-Korrespondenz ist in ihrer grundlegenden Form eine Hypothese,
welche zwei Theorien der Physik verbindet, die dem ersten Anschein nach nichts
miteinander zutun haben. Auf der einen Seite betrachtet man eine Superstringtheo-
rie auf einem zehndimensionalen gekriimmten Raum und auf der anderen Seite
eine Quantenfeldtheorie auf einem vierdimensionalen Minkowski-Raum. Auf diese
beiden Seiten genauer einzugehen, wiirde den Rahmen der vorliegenden Arbeit
sprengen, weshalb an dieser Stelle nur auf die grundlegenden Ideen der Korrespon-

denz und auf die in der vorliegenden Arbeit verwendeten Aspekte eingegangen
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wird. Fur eine Einfithrung in die Stringtheorie sei dabei auf [5] verwiesen, was
auch als Grundlage der folgenden Ausfithrung dient. Ferner sei noch auf die Uber-
sichtsartikel [I], 12, B2] verwiesen, in denen die AdS/CFT-Korrespondenz genauer
dargelegt ist.

Erstmals wurde die Korrespondenz in [27] vorgestellt, wobei die beiden angespro-

chenen Seiten folgendermaflen spezifiziert werden:

o Auf der Seite der Quantenfeldtheorie betrachte man eine supersymmetrische
Yang-Mills-Theorie auf einem vierdimensionalen Minkowski-Raum mit der
Eichgruppe SU(N) und N' = 4 Superladungen. Diese ist eine konforme
Feldtheorie und besitzt eine Kopplung gyy. Die effektive Kopplung einer

solchen Theorie ist hierbei

welche auch als 't Hooft-Kopplung bezeichnet wird. Hierbei sei angemerkt,
dass diese effektive Kopplung unabhéngig von einer Energieskala ist. Die
Ursache hierfiir liegt im Verschwinden der S-Funktion, was im Fall von

konformen Feldtheorien aus der Skalenfreiheit folgt.

o Auf der anderen Seite betrachte man eine Typ-IIB-Superstringtheorie, for-
muliert auf einem AdS5 x Ss. Dabei bezeichnet AdS5 den in Abschnitt
vorgestellten Anti-de Sitter-Raum im Fall d = 4 und S5 eine fiinfdimensionale
Sphare, wobei beide Teile die gleiche Skalierungskonstante R besitzen. Die
betrachtete Stringtheorie besitzt hierbei eine dimensionslose Kopplung g,
und eine dimensionsbehaftete Langenskala [,, wobei sich Letztere als typische

Lange eines Strings interpretieren lasst.

Die zentrale (starke) Hypothese der AdS/CFT-Korrespondenz ist dabei, dass eine
Typ-1IB-Superstringtheorie auf einem AdSs x S5 aquivalent ist zu einer (N = 4)-
Super-Yang-Mills-Theorie auf einem vierdimensionalen Minkowski-Raum, wobei
die Parameter der jeweiligen Theorien folgendermaflen miteinander identifiziert

werden

P = drg (2.12)

R 4
= VRN = VA (2.13)
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In dieser Form der Korrespondenz sind jedoch schwierig Berechnungen anzustel-
len, da gezeigt werden kann, dass sich fiir einen Grenzwert kleiner Kopplung
in der Quantenfeldtheorie, die korrespondierende Stringtheorie vor einem stark
gekrimmten Hintergrund formuliert werden muss. Ist umgekehrt die Geometrie der
Stringtheorie nur schwach gekriimmt, was eine stoérungstheoretische Behandlung
ermoglicht, so ist die korrespondierende Quantenfeldtheorie stark gekoppelt.

In [27] wird deshalb die Hypothese abgeschwicht, wobei die Aquivalenz der beiden
Theorien fiir N — oo und gyy — 0 mit A = const. (t’ Hooft-Limes) gefordert wird.
In diesem Grenzfall tragen in der Quantenfeldtheorie nur noch planere Diagramme
zu den Observablen bei, das heifit solche Feynman-Diagramme, welche sich in die
Ebene zeichnen lassen, ohne dass sich ihre Linien schneiden. Mit Gleichung
folgt auf der Seite der Stringtheorie g, — 0, falls gyn — 0, wobei g unverandert
bleibt. Das heifit im 't Hooft-Limes der Quantenfeldtheorie reduziert sich die Be-
schreibung der Strings auf eine klassische Theorie ohne Quantenfluktuationen.
Weiter betrachtet man den Grenzfall einer stark gekoppelten Quantenfeldtheorie,
das heifit A — oco. Damit wird auf der Seite der Stringtheorie Iy — 0 impliziert,
was sich aus Gleichung ablesen lasst. Die Strings reduzieren sich also auf
punktféormige Objekte, und die Stringtheorie degeneriert zu einer klassischen
Feldtheorie. Zusammenfassend lasst sich die (schwache) Hypothese der AdS/CFT-
Korrespondenz formulieren als die Aquivalenz einer klassischen Feldtheorie auf
einem AdSs zu einer Quantenfeldtheorie im starken t’Hooft-Limes.

Fiir praktische Rechnungen wurden in [17, [38] Hilfsmittel bereitgestellt, welche
sich unter dem Begriff ,,Operator/Feld-Dualitat® zusammenfassen lassen. Hier-
bei besitzt jeder Operator O in der Quantenfeldtheorie ein korrespondierendes

klassisches Feld ¢ auf dem AdS, wobei die Korrespondenz formuliert wird durch

(exp (i [ 900) ) = exp (i85 [6(x.2)])

Auf der linken Seite von Gleichung steht dabei das erzeugende Funktional
der Quantenfeldtheorie, wobei ¢ die externe Quelle des Operators O bezeichnet.
Das Feld ¢y ist hierbei durch ¢o(z) = lim,_,o ¢(x,z) mit dem klassischen Feld ¢
im AdS verbunden.

Im Rahmen der Anwendung auf die QCD auf der Seite der Quantenfeldtheorie

(2.14)

z—0
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wird im folgenden Abschnitt [2.3] genauer auf die Operator /Feld-Korrespondenz
und insbesondere auf die Verwendung von Gleichung ({2.14)) eingegangen.
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2.3 Holographische Modelle fiir Vektormesonen

Unser Ziel ist es, die AdS/CFT-Korrespondenz auf die starke Wechsel-
wirkung, also insbesondere auf die QCD, anzuwenden. Die Problematik
dabei besteht jedoch darin, dass die QCD eine laufende Kopplung
besitzt und somit keine konforme Feldtheorie ist. Dies fithrt vor allem
dazu, dass die Anzahlen der Freiheitsgrade einer moglichen Gravita-
tionstheorie auf dem AdS und der QCD als Randtheorie nicht mehr
iibereinstimmen und somit die urspriingliche Operator-Feld-Dualitét
als solche nicht mehr funktioniert. Im folgenden Abschnitt soll die-
se Problematik genauer gefasst und Losungsmoglichkeiten vorgestellt

werden.

2.3.1 Grundlegendes Modell

In der vorliegenden Arbeit sollen Vektormesonen und insbesondere ihre Spek-
tralfunktion untersucht werden. Die Spektralfunktion eines Teilchens, welches
allgemein einem Operator-Feld O(z) auf dem Minkowski-Raum zugeordnet wird,
ist definiert durch

p(w) = Im (Gr(w)),

wobei w die Energie des Teilchens und G die retardierte Green-Funktion zum
Operator O im Impulsraum bezeichnet. Letztere lasst sich iiber ein erzeugendes

Funktional definieren

Gr(w) = 5V0(—E;5Vo(w) <exp <i/V0(’))>. (2.15)

Hierbei bezeichnet V°(w) die duBere Quelle des Operators O im Ruhesystem des

Teilchens, also fir den Viererimpuls p* = (—w,0,0,0).

Der Ansatz der Operator-Feld-Dualitat besteht in der Reinterpretation der Quelle
VO(x), nun im Ortsraum, als Randprojektion eines sogenannten Bulk-Feldes V (x,z),
welches auf einem AdSy definiert ist. Die Eigenschaften von V(x,z) werden dabei

durch eine Wirkung S5 bestimmt und durch folgende Bedingungen fixiert:
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o Die Wirkung S5 ist in den natiirlichen Einheiten mit A~ = ¢ = 1 dimensionslos

und ein Lorentz-Skalar.

o Die Quelle des Operators O ist eine Randprojektion des Bulk-Feldes:

lim V(z,2) = VO(x). (2.16)

» Das Bulk-Feld V(z,z) transformiert sich so unter Lorentz-, wie auch unter
Eichtransformationen, dass der Term V°0 im erzeugenden Funktional ein
Skalar ist.

o In der Wirkung Ss sollen vorerst nur bilineare Terme in V' (z,z) und dessen

erster Ableitung auftreten.

Zur Beschreibung eines w-artigen Vektormesons wird nach Abschnitt auf
der Operatorseite der U(1)-Vektorstrom O = gy*q angesetzt, womit sich fiir das
zugehorige Bulk-Feld V(x,z) folgende Eigenschaften ergeben:

o Da sich gy*q unter Lorentz-Transformationen wie ein Vierervektor trans-
formiert, muss es sich beim Bulk-Feld um ein Vektorfeld Vjs(x,z) mit
M =0,...,3,z auf dem AdS5 handeln, dessen Minkowski-Komponenten
sich wie ein Vierervektor transformieren. Man beachte, dass die Komponente

V, dieses Bulk-Feldes im Laufe der Rechnung ,weggeeicht* werden kann.

e Da es sich bei der GroBe gy*q um einen erhaltenen U(1)-Strom handelt,

muss sich Vs (z,2) wie ein U(1)-Eichfeld transformieren.

Eine Wirkung, welche obige Bedingungen erfiillt, ist gegeben durch
1 ! !
v

wobei Fy;ny = 0y, Vy — Oy V), den Feldstarketensor und g,,, die Metrik
des AdS; bezeichnet. Im Anhang wird das Reduzieren der geometrischen
kovarianten Ableitung auf gewohnliche partielle Ableitungen in £, auf Riemann-
Réaumen gezeigt, womit dies auch fiir den Spezialfall des AdSy gilt. Die Konstante

ky ist so zu wahlen, dass S5 in den natiirlichen Einheiten dimensionslos wird.
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2.3.2 Gebundene Zustande

Bevor genauer auf die Spektralfunktion der Vektormesonen eingegangen wird,
sollen in diesem Abschnitt einige Eigenschaften der obigen Beschreibung durch
Bulk-Felder nachgezeichnet werden. Die zentrale Frage wird dabei sein, ob mit dem
naiven Ansatz der Wirkung aus Abschnitt , gebundene Zustiande aus
Quarks und Gluonen auf dem Rand des AdSj5, also insbesondere Vektormesonen
beschreibbar sind.

Dazu wird als erstes die Bewegungsgleichung des Bulk-Feldes V), benétigt. Diese
ergibt sich infolge des Verschwindens der erste Variation der Wirkung als:

0 = AGY LM KN <_ (aK In (2)) Fyn + aKFMN) . (2.18)

Man vergleiche dazu die allgemeine Betrachtung von Vektorfeldern auf Riemann-
Réaumen im Anhang [A.2] wobei zu beachten ist, dass sich die hier verwendete
AdS-Metrik als Spezialfall einer konform-flachen Metrik mit B(z) = —1In (%)
ergibt.

Ziel ist es nun, die Gleichung in die Form einer Schrédinger-Gleichung zu
iiberfithren, um an dieser Eigenschaften fiir das Bulk-Feld abzulesen. Da man
Vektorteilchen auf dem Rand des AdS beschreiben will, sind die Freiheitsgrade der
Bulk-Felder zu verringern: ein Vektorfeld auf dem AdSs besitzt fiinf Freiheitsgrade,
wobei ein massives Vektorteilchen im Minkowski-Raum nur drei Freiheitsgrade

besitzt. Zu dieser Verringerung werden folgende Eichfixierungen fiir Vj; verwendet:

V.=0 (Strahlungseichung im AdSs), (2.19)
n™MNo,Vy =0 (fiinfdimensionale Lorentz-Eichung). (2.20)

Um diese Eichungen einzustellen, wird ausgenutzt, dass es sich bei den verwendeten
Bulk-Feldern um U(1)-Eichfelder handelt. Setzt man die Eichungen (2.19)) und
in Gleichung ein, so folgt fir die verbleibenden Komponenten V), des
Bulk-Feldes

a2,V
0=n" —7“ — 0,0V, + OV, |, (2.21)
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wobei (n,,) = diag (1, — 1, — 1, — 1) die gewohnliche vierdimensionale Minkowski-
Metrik bezeichnet.
Da das Vektorfeld Vj; auf dem Rand des AdS ein freies Teilchen beschreiben soll,

bietet sich folgender Ansatz an:

Vila.2) ~ €7 e, (p)o(2). (2:22)

wobei p den Vierimpuls des Teilchens auf dem Rand und ¢,(p) dessen Polarisati-
onsvektor bezeichnen. Fiir letzteren gilt aufgrund der Lorentz-Eichung ([2.20]) fiir
alle p

pﬂgu(p) = 07

was gerade bedeutet, dass nur transversale Vektorfelder betrachtet werden.

Die Beschreibung des Vektorfeldes V), reduziert sich also auf eine skalare Funktion

®(z). Setzt man obigen Ansatz nun in die Bewegungsgleichung (12.21)) ein, so folgt:
0:0(2)

—0%p(2) + — - m?¢(z) = 0, (2.23)

wobei m?

= p¥p, als Quadrat der invarianten Masse des zu beschreibenden
Teilchens auf dem Rand interpretiert wird.

Zur weiteren Evaluation wird folgender Ansatz verwendet: ¢(z) = e = 1)(z). Damit
erhalt die Bewegungsgleichung die Form einer stationéren Schrodinger-

Gleichung;:

=02 (2) + U(2)(2) = m*y(z) (2.24)

mit dem Potential U(z) = 25. Als Losung dieser Gleichung ergibt sich dabei

$(2) = aV/z T (mz) + by/ZVi (m2), (2.25)

wobei J1(x) und Y (z) die Bessel-Funktionen erster und zweiter Gattung, sowie a
und b die Integrationskonstanten bezeichnen. Es sei diesbeziiglich auf den Anhang
verwiesen. An dieser Stelle ist schon ersichtlich, dass dies eine Lésung fiir
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jedes beliebige m? ergibt und sich somit kein diskretes Massenspektrum einstellt.
Das eigentliche Vektorfeld V, (x,z) ergibt sich damit zu

Inz

Vi(z,2) = eip”xyeu(p)eT@/J(Z),

wobei ¢ Losung der Gleichung ([2.24) ist. Insbesondere sind fir V), nur genau dann
diskrete Zustinde moglich, wenn fiir ¢ Losungen mit diskreten Werten fiir m
existieren. Letzteres ist jedoch nur dann der Fall, wenn das angegebene Potential

U(z) ein lokales Minimum besitzt. Dies ist hier nicht gegeben, womit mit der
obigen Wirkung ([2.17)) keine Beschreibung von Vektormesonen moglich ist.

In den folgenden Abschnitten werden Ansétze nachgezeichnet, welche auf der
Basis der Schrodinger-Form der Bewegungsgleichung des Vektorfeldes V,; in den
Eichungen (2.19)) und (2.20) ein diskretes Massenspektrum erzeugen und damit

eine Beschreibung von Vektormesonen erméglichen.

2.3.3 Hardwall-Modell

Wie man im Abschnitt gesehen hat, lasst sich die Problematik des kontinu-
ierlichen Massenspektrums der Vektorfelder auf dem AdS5 darauf reduzieren, dass
fir das Potential in der Schrodinger-Form der Bewegungsgleichung gilt U(z) ~ Z%,
womit dieses fiir z — oo verschwindet. Ein Ansatz von [36] beziehungsweise [14]
war, dieses Verschwinden mit Hilfe eines Cutoffs zu verhindern. Man beschrankt
also das Intervall fiir die holographische Koordinate 0 < z < zpw < oo, was einer
Art Potentialtopf-Modell entspricht. Die dimensionsbehaftete Konstante 2y muss
hierbei durch experimentelle Daten fixiert werden und fithrt damit eine Skala in
das Modell ein. Weiter fordert man, dass die Rander des Potentialtopfs unendlich

hoch sind, und somit die Felder fiir z > zgy identisch verschwinden:
Y(z) =0 fur alle z > zgw.

Aufgrund der Beschriankung des Potentials durch eine ,harte Wand* werden solche
Modelle auch Hardwall-Modelle genannt.
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Innerhalb des Potentialtopfes, das heifit fiir 0 < 2z < zyy ergibt sich die Losung
(2.25)), hierbei jedoch erweitert um eine zusétzliche Bedingung:

0= Y(zaw)- (2.26)

Mit der Losung (2.25)) ist diese Bedingung dquivalent zu J;(mzpw) = 0, wobei
zu beachten ist, dass Nullstellen von [J; auch Nullstellen von )); sind. Bezeichnet

J1.n die n-te Nullstelle von J;(z) so kann man folgende Massengleichung aus der

Bedingung (12.26|) folgern:

jl,n
ZHW

my, =

Es kann ferner gezeigt werden, dass j; ,, ~ n fir grofie n gilt, wobei fiir weitere
Ausfithrungen auf den Anhang verwiesen sei. Hier wird die Zahl n als radiale
Quantenzahl betrachtet, wobei im Hardwall-Modell die radialen Anregungen linear

mit n skalieren: m,, ~ n.

2.3.4 Softwall-Modell

Eine verbesserte Methode zum , Erzeugen“ von diskreten Zusténden wurde in
[23] eingefiihrt. Hierbei wird das Intervall fiir die holographische Koordinate
nicht beschrankt, das heifit man formuliert das Modell fiir 0 < z < oco. Es wird
stattdessen die Wirkung durch einen Faktor e~ erganzt, womit sich
folgende Wirkung ergibt:

1 qg —c2s / ’
Sy = _kv/d%\fl_e 22 MM’ (NN Fyn Fryrne s (2.27)

wobei ¢ eine noch zu fixierende dimensionsbehaftete Konstante des Modells be-
zeichnet, dhnlich dem Cutoff zgy im Hardwall-Modell. Die Funktion ¢(z) = ¢?2?
wird auch Dilaton genannt und spielt im Verlauf der vorliegenden Arbeit noch
eine tragende Rolle.

Aus dem Verschwinden der ersten Variation obiger Wirkung ergibt sich folgende

Bewegungsgleichung fir Vj,:

z
0 = eA@ kM KN {—GK (ln <L> + 0222> Fyun +0xFyn



2.3 Holographische Modelle fiir Vektormesonen 25

und unter Anwendung der Eichungen (2.19)) und ({2.20))
1
0= i [_ ( + 2022) 0.V, — 10,03V, + agvu] . (2.28)
z

Da auch hier das Ziel ist, freie Vektorteilchen auf dem Rand zu beschreiben, wird
wieder der Ansatz (12.22)) verfolgt, womit sich folgende Differentialgleichung fir

die noch zu bestimmende Funktion ¢(z) ergibt:

_0%(2) + C + 262,2) 0.6(2) — m26(2) = 0. (2.29)

Um die Gleichung (2.29)) wieder in eine Schrodinger-Form zu iiberfiihren, verwen-
det man den Ansatz: ¢(z) = e%(ln%“zz?)w(z), womit sich folgende Schrodinger-

Gleichung ergibt:

—029(2) + U (2)9(2) = m*y(2), (2.30)

wobei das Potential U(z) diesmal gegeben ist durch

3
U(z) = 2t ct?. (2.31)

Eine Losung dieser Schrodinger-Gleichung ergibt sich dabei als
2

_e22 [ m -
ez U —4—Cz+1,0,cz , (2.32)

3
2

Njw

P(z) =alcz) 6_¥L2(02z2) +b(cz)
wobei L! (z) die assoziierten Laguerre-Polynome, U(—n,l + 1,z) die Kummer-
Funktion zweiter Gattung, sowie a und b die Integrationskonstanten bezeichnen.
Hierbei gilt fiir die Moden-Zahl n = g — 1. Fiir weitere Ausfithrungen sei diesbe-
ziiglich auf den Anhang verwiesen.

Da die Moden-Zahl n der assoziierten Laguerre-Polynome nur natiirliche Werte
annehmen kann, ergibt sich fiir die Losung folgende radiales Anregungs-

spektrum:
m2 =4c* (n+1), (2.33)

womit ein diskretes Teilchenspektrum mit m? ~ n erzeugt wird.

Die Konstante ¢ wird zum Beispiel durch den Vergleich mit den experimentellen
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Mode n ‘ 0 1 2
(my), in MeV | 782 1420 1650

Tabelle 2.2: Experimentelle Werte der Massen der ersten drei Moden des w-
Mesons, entnommen aus [31].

Werten der Massen der zu beschreibenden w-Mesonen fixiert. Hierzu sind in
Tabelle [2.2] die experimentell beobachteten Massen der ersten drei Moden des
w-Mesons angegeben. Den Arbeiten [§, 9] folgend wird in der vorliegenden Arbeit
die Konstante ¢ nur an den Grundzustand des w-Mesons, also der Fall n = 0,

gefittet, wobei sich mit Gleichung ([2.33)) ergibt

c= (m;)‘) = 391 MeV. (2.34)

Eine weitere Moglichkeit die Konstante ¢ zu fixieren, ist das lineare Fitten der
Werte aus Tabelle mit Hilfe von Gleichung als Regressionsfunktion.
Dabei ergibt sich ein Wert von ¢ = 478 MeV, wobei sich damit aus Gleichung
(2.33) nicht der korrekte Wert fiir die Grundzustandsenergie des w-Mesons ergibt,
weshalb im weiteren Verlauf dieser Arbeit der Wert verwendet wird.

2.3.5 Spektralfunktion mit AdS/CFT

In diesem Abschnitt soll die Bestimmung der Spektralfunktion von Vektormesonen
mit Hilfe des im Abschnitt vorgestellten Softwall-Modells exemplarisch
skizziert werden. Die grundlegende Verbindung zwischen den klassischen Feldern
auf dem AdS und der retardierten Green-Funktion ist hierbei gegeben durch
die Operator-Feld-Dualitét, spezifiziert durch den Ansatz . Letzterer ist im
obigen Modell gegeben durch

oy e (i [V0) P exp (iSgm=hell [V (z,2)])
r(w) = Vo—)oVo(w) Vo (—w)o Vo (w)

z—0
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Aufgrund der Forderung, dass S5 nur bilineare Terme in den Bulk-Feldern enthalten
soll und die Quellen V° nach der Funktionalableitung identisch Null gesetzt werden,

reduziert sich die Exponentialfunktion im letzten Ausdruck auf 7.5¢-shell:

(52 (ngH_SheH [V(l’,Z)])
Crl) = = C5Vew)

(2.35)

z2—0

Die On-Shell-Wirkung S°**hell ergibt sich durch das Einsetzen der Bewegungs-
gleichung fiir V), in die Wirkung Ss. Ziel ist dabei das Reduzieren der Wirkung
auf Terme, welche nur noch auf den Randpunkten des z-Intervalls auszuwerten
sind. Im Folgenden soll exemplarisch das Softwall-Modell aus dem Abschnitt
betrachtet werden, womit sich die On-Shell-Wirkung ergibt als

R 6_0222 z—00

on-shell __
SE =
2]{‘/ z

/ d'z nV,0.V,

(2.36)
z—0
Man vergleiche dazu den Anhang[A.3] wobei sich das Softwall-Modell als Spezialfall
einer konform flachen Metrik mit B(z) = —In (%) — c?2? ergibt.
Problematisch an der obigen Gleichung ist, dass S5 und damit auch Sgn-shell

Funktionale der vollen Bulk-Felder V}; sind und somit bei der Funktionalableitung

%
Vo

und dessen Randprojektion verbunden durch den Bulk-to-Boundary-Propagator

Terme der Form auftreten. Um dem aus dem Weg zu gehen, werden Vy,(x,2)

K (p,z), welcher durch folgenden Ansatz definiert wird:
Vir(e.2) = [ d'pe™ K (p.2)Vii(p), (2.37)

wobei V) (p) gerade die Randprojektion von V3, im Impulsraum bezeichnet. Setzt
man dies in die Wirkung ([2.36)), so folgt

0.K(p,z)

z

, , K
gon-shell _ 2Z//d4x /d4p /d4p/ ezx(erp)anVl?(p)VVO(pl) (p,z)

z2—0

_ R
- 2%ky

K(p,2)0.K(p,z)
VA

/ d'p / d'p' 6 p+ ') V) (p)V) (0)

z—0
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wobei § (.. .) die vierdimensionale Diracsche Deltadistribution bezeichnet. Aufer-

6—6222

dem fallt der obere Grenziibergang in z weg, da — 0 falls z — o0.

z

Mit dem Bulk-to-Boundary-Propagator ergibt sich die On-Shell-Wirkung als

.
2hy

[apve@vep AR

< z—0

Son—shell —

welche nun als Funktional von V(p) aufgefasst werden kann. Setzt man dies in

den Witten-Ansatz ([2.35)) ein, so folgt im Schwerpunktsystem

R 0, K(—w,z
Grw) = %/K(Waz)(z)

z—0

Die Bestimmung der retardierten Green-Funktion reduziert sich also auf die Be-
stimmung des Bulk-to-Boundary-Propagators. Um fiir letzteren eine Bestimmungs-
gleichung zu erhalten, setzt man den Ansatz (2.37)) in die Bewegungsgleichung

(2.28)) fir V) ein.

Zur Fixierung der Konstante % sei auf [I1] und [23] verwiesen, wobei sich im
Softwall-Modell

R N,
ky 1272

(2.38)

ergibt. Hierbei bezeichnet N, die Anzahl der Farbladungen.

2.3.6 Vektormesonen bei endlichen Temperaturen

Die grundlegende Idee besteht darin, den AdS um ein schwarzes Loch zu erweitern.
Letzteres besitzt nach [6l [19] eine Thermodynamik, also insbesondere eine endliche
Temperatur. Der Ansatz ist, diese Temperatur als Temperatur der Randtheorie zu
interpretieren. Es wird also die Temperaturabhéngigkeit der Randtheorie durch
die Thermodynamik des schwarzen Lochs im AdS beschrieben.

Das schwarze Loch wird derart in den AdS eingefiigt, dass sich die Singularitéit in
der Metrik nur fiir einen Wert der holographischen Koordinate z (die Position des
Ereignishorizonts) ausbildet. Dies geschieht also in Analogie zur Schwarzschild-
Losung, bei der sich die Position des kugelsymmetrischen Ereignishorizonts allein
durch die radiale Koordinate angeben lasst. Da dieses schwarze Loch die hologra-

phische Koordinate beschrénkt, spricht man hierbei auch von einer Black-Brane,
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was im folgenden synonym verwendet wird. Fiir Grundlagen der Thermodynamik
von schwarzen Lochern im AdS sei auf [21] verwiesen, wo auch auf den Unterschied
zwischen Schwarzschild-Losung und schwarzem Loch im AdS eingegangen wird.

Fir die Black-Brane im AdS wird hier folgender Ansatz verfolgt:

N M _ 24 2 o N2 dZ’
gundzNda™ =4 fodt* =) (dxl) - ) (2.39)
i=1
wobei A = A(z) den konformen Faktor und f = f(z;z;,) die Blackness-Funktion
bezeichnet. Letztere beschreibt dabei die Eigenschaften der eingefiigten Black-
Brane, wobei die Position des Ereignishorizontes mit z, bezeichnet wird. An die

Blackness-Funktion werden folgende Forderungen gestellt

flz=2zn2n) =0 fir alle z, (2.40)
flz=0;2,) =1 fir alle 2y, (2.41)
lim flzyzn) =1 fiir alle 2. (2.42)

2p—r00

Die erste dieser Eigenschaften von f(z) definiert die Position zj, des Ereignishori-
zontes. Sollte die Blackness-Funktion hierbei mehrere Nullstellen besitzen, so wird
zp, als der kleinste reelle positive Wert fiir z definiert, fiir welchen die Nullstellenbe-
dingung erfiillt ist. Die zweite Eigenschaft stellt sicher, dass beim Ubergang vom
AdS zur Randtheorie, also fiir z — 0, keine geometrischen Effekte der Black-Brane
auftreten. Die letzte der Bedingungen tragt der Vorstellung Rechnung, dass beim
Verschieben des Horizontes nach +o0o die Black-Brane keinen Einfluss mehr auf
die Raumgeometrie besitzt, also ein AdS mit der Metrik entsteht.

Der AdSj5 ist zwar Losung der Einsteinschen Feldgleichung, jedoch ist nicht sicher-
gestellt, dass dies auch fiir den AdS erweitert um die Black-Brane gilt. In diesem
Zusammenhang sind die funktionalen Ausdriicke fiir A und f im Folgenden durch
die Einsteinschen Feldgleichungen festzulegen. Setzt man hierfiir den Ansatz

(2.39) in Gleichung (12.9) ein, so folgt

0=0%24— (8.A), (2.43)
0=3(0.A) (0.f) + 9%f, (2.44)
= 12f0%A — O f + Ae*A, (2.45)
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Aus der Gleichung ergibt sich A(z) = —In(z+ C1) + Cy. Aufgrund der
Invarianz unter Reskalierung der Koordinaten lédsst sich C; = 0 wahlen. Fiir die
Konstante Cy wertet man Gleichung fiir z = 0 aus und beachtet dabei die
Bedingung an f(z). Damit ergibt sich dann 2“2 = —%, was nach Abschnitt
gerade der AdS-Skala R? entspricht.

Zur Bestimmung von f(z) setze man die gerade gefundene Losung in Glei-
chung ein. Die Losung der so entstehenden Gleichung ergibt sich dabei
als f(z) = Cy — Cy2*. Die Konstante C; folgt dabei aus der Forderung ANl
CH = 1 und die Konstante ég ergibt sich aus der Forderung zu C’g = %
Zusammenfassend ergibt sich also aus dem Ansatz unter den Vorrausset-

sungen ([240) und (241):

A@):-4n<2), (2.46)

f@):1—<2>4. (2.47)

Zh

Es sei noch anzumerken, dass der hierbei gefundene Ausdruck fir f(z) die Bedin-
gung erfiillt. Im Folgenden wird ein Raum, welcher durch die Metrik
mit den Funktionen und beschrieben wird, kurz AdS-BH genannt.

Die Temperatur eines schwarzen Lochs ist im Allgemeinen gegeben durch die

Hawking-Temperatur

wobei x die Oberflichengravitation des schwarzen Lochs auf dem Ereignishorizont

bezeichnet. Diese ergibt sich im vorliegenden Fall als

o e | _ oAsof| o
2\/ —Gtt * G2z z=zp 2 2=z, 2 z:zh7

womit fiir die Hawking-Temperatur der Black-Brane folgt

o
47

T= S (2.48)

Z=Zp

Die Idee zur holographischen Beschreibung von Hadronen in einem Medium mit
endlicher Temperatur 7 ist, Modelle, wie sie im Abschnitt vorgestellt wur-
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den, vor dem Hintergrund des oben eingefithrten AdS-BH zu betrachten. Im
Softwall-Modell-Ansatz wurde dies erstmals in [8, 29] fir Glueballs, sowie in [15]
fir Vektormesonen verfolgt. Es sei diesbeziiglich auch auf [9], sowie [I0] verwiesen,
wo noch andere AdS-BH-Hintergriinde betrachtet werden.

In den zitierten Arbeiten wurde fiir das Softwall-Modell im AdS-BH die Wirkung
betrachtet, wobei die AdS-Metrik durch die Metrik zu ersetzen ist.
Durch Gleichung ist diese Wirkung iiber die Metrik dann temperaturab-
héangig. Es lassen sich damit fiir endliche Temperaturen Spektralfunktionen, wie
im Abschnitt und Schrodinger-Potentiale, wie beispielsweise im Abschnitt
2.3.4] bestimmen. Dies soll im folgendem Kapitel in einem allgemeineren Rahmen

genauer diskutiert werden.



3 Spektralfunktionen

Im folgenden Kapitel wird die Idee aus [23] zur Erzeugung eines diskre-
ten Massenspektrums im Fall finiter Temperaturen diskutiert. Motiviert
durch [9] ist hierbei der Ansatz den AdS-BH durch ein ad hoc einge-
fithrtes Dilatonprofil konform zu deformieren, um so zu Modellen zu
gelangen, welche Vektormesonen bei endlichen Temperaturen beschrei-
ben. Hierbei soll das Vorgehen zur Bestimmung der Spektralfunktion,
welches in Abschnitt vorgestellt wurde, angewendet und fiir die
verschiedene Dilatonansatze diskutiert werden. Die Spektralfunktionen
werden dabei numerisch bestimmt und die Positionen der auftretenden

Peaks fiir verschiedene Temperaturen untersucht.

3.1 Grundlagen und Definitionen

3.1.1 Die untersuchten Modelle

Da die in der vorliegenden Arbeit untersuchten Vektormesonen als Probeteilchen
in einem Medium finiter Temperatur betrachtet werden, ,leben* die nach dem
Abschnitt zur Beschreibung verwendeten Vektorfelder vor dem Hintergrund
eines AdS-BH. Hierbei wird also die gravitative Wechselwirkung der Vektorfelder

mit dem Raum vernachlassigt. Die vorausgesetzte Wirkung besitzt folgende Form:

]_ ! !
5= g [ @2vag" " Fuy Py (3.1)

wobei Fy,y = 0,,Vy — OyV), den Feldstarketensor und (g,,,) die AdS-BH-
Metrik ([2.39) mit den Ausdriicken (2.46) und (2.47) bezeichnet. Im Anhang [B]

wird gezeigt, dass sich trotz der Beschriankung der holographischen Koordinate

32
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durch eine Black-Brane kein diskretes Massenspektrum einstellt. Motiviert durch
das im Abschnitt vorgestellte Softwall-Modell, wird folgender Ansatz verfolgt

gunN — GQW(Z)QMN- (3.2)

Hierbei bezeichnet (z) das Dilatonprofil, oder kurz das Dilaton, welches parame-
trisch auch von einer oder mehreren dimensionsbehafteten Konstanten abhangt.
Obige konforme Deformation der AdS-BH-Metrik erzeugt den Hintergrund, vor
welchem fur verschiedene ¢(z) die Vektorfelder V), untersucht werden.

Wie schon im Abschnitt erlautert, wird fiir die Vektorfelder im Folgenden
die Eichfixierung

V.=0 (Strahlungseichung im AdS-BH) (3.3)

verwendet. Ferner wird vorausgesetzt, dass die betrachteten Vektorfelder eine
gewisse Regularitat auf dem Rand des AdS-BH besitzen:

| llim Vi (z,2) =0 fir alle z.
T|—00

Es werden die Ansatze vorgestellt, welche fiir das Dilatonprofil ¢(z) gemacht

werden.

KKSS-Ansatz

Der erste ad hoc Ansatz, welcher fiir das Dilaton verfolgt wird, ist
0(z) =22 (3.4)

Dieser wird im Folgenden kurz als KKSS-Ansatz, nach den Autoren von [23],
bezeichnet und ist durch das im Abschnitt vorgestellte Softwall-Modell
motiviert, welches sich bei T' = 0 ergibt. Fiir endliche Temperaturen, welche tiber
eine Metrik der Form eingebaut werden, wurde der obige KKSS-Ansatz
beispielsweise in [9, 15, 28] diskutiert. In diesem Abschnitt sollen diese Arbeiten
nachgezeichnet, die Resultate diskutiert und mit einem weiteren Ansatz fiir das

Dilatonprofil verglichen werden. Die dimensionsbehaftete Konstante ¢ wird hierbei
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so gewahlt, dass das Dilatonprofil ¢ dimensionslos wird und bei 7" = 0 durch

Gleichung (2.34)) fixiert.

Huang-Ansatz

Als zweiter Ansatz fir das Dilatonprofil wird im Folgenden

4,2
©(z) := c32* tanh <62§> (3.5)

1

untersucht. Dieses Dilaton wurde in [26] im Rahmen dynamischer Dilatonuntersu-

chungen vorgeschlagen, um folgendes Verhalten einzustellen:

o(z) = 32 fir z — 0,

0(z) = 22 fir z — oo.

Die Motivation dieses Dilaton-Ansatzes besteht in der vorliegenden Arbeit dar-
in, dass im Unterschied zum obigen KKSS-Ansatz die zwei dimensionsbehaftete
Groflen ¢; und ¢y eingefiihrt und deren Einfluss auf die Beschreibung von Vektor-

mesonen bei finiten Temperaturen untersucht werden.

3.1.2 Formulierung des Problems

Ausgehend von der Wirkung ([3.1]) wird in diesem Abschnitt zur Bestimmung der
Spektralfunktion Folgendes benétigt: die Bestimmungsgleichung fiir den Bulk-to-
Boundary-Propagator und die On-Shell-Form der Wirkung (3.1]).

Bestimmungsgleichung fiir den Bulk-to-Boundary-Propagator

Im Anhang wird die Bewegungsgleichung fiir V,, fiir eine allgemeine Form
einer BH-Metrik (A.6|) hergeleitet:

0=e” (fO'F.— 0F.), (3.6)
e? B
0= —78 Fti — 8z (6 th) s (37)
B
0= —iatﬂt + €BalEl + 0, (erEz) (38)

f
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mit Fy;y = 0y Vy — Oy Vy und (2M) = (¢, 21,2223 2), wobei B = B(z) den

konformen Faktor und f = f(z) die Blackness-Funktion bezeichnen. Dabei ensteht

2z

R
Dilaton ¢. Man betrachte die Fourier-Transformation von V,, in den Minkowski-

der hier vorliegende Fall fir f(z) =1— j—i, sowie B(z) = —In ( ) — (2) mit dem
h

Koordinaten z

Vi(z,2) = /d4peiszM(p,z); (3.9)

damit ergeben sich in der Strahlungseichung (3.3) aus den Bewegungsgleichungen
(3.6), (3.7) und (3.8) selbige im Impulsraum. Im Ruhesystem (p*) = (—w,0,0,0)

folgen insbesondere

0=0,Vi(w,z), (3.10)
0 = 0*V,(w,z2),

0.f(2) w?
f(2) f2(z)

wobei ¢ = 1,2,3 die Indizes der rdumlichen Komponenten von V), bezeichnen. Der

0= 0?Vi(w,z) + <8ZB(2) + ) 0. Vi(w,z) + Vi(w,z), (3.11)

Wechsel ins Ruhesystem entkoppelt also die Bewegungsgleichungen von V,, und
es lasst sich zeigen, dass Gleichung gerade den transversalen Anteil des
Vektorfeldes V,, beschreibt (fiir genaue Ausfihrungen sei diesbeziiglich auf [2§]
verwiesen). Im Folgenden werden nur noch die rdumlichen Komponenten von V), be-
trachtet. Setzt man fiir diese den im Abschnitt erlauterten Bulk-to-Boundary-
Propagator K(w,z) ein, so erfiillt Letzterer die gleiche Bewegungsgleichung, wie
Vi(w,z):

2

@zf(z> w
1*(2)

f(z)

0=02K(w,z) + (@B(z) + ) 0.K(w,z) + K(w,2), (3.12)
womit eine Bestimmungsgleichung fiir K gefunden ist, welche als Grundlage fiir

den weiteren Verlauf der vorliegenden Arbeit verwendet wird.
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Bestimmung der On-Shell-Wirkung

Im Anhang wird die On-Shell-Wirkung fiir den Fall einer allgemeinen BH-
Metrik hergeleitet:

)

z€0T

1
on-shell __ 4 —B _uv
S —ka/dx(fe g" V#E)ZVV)

wobei <gw,> = e*Pdiag (f,—1,—1,—1), B = B(z) den konformen Faktor und
f = f(z) die Blackness-Funktion bezeichnet. Der in dieser Arbeit untersuchte
Fall ergibt sich wieder mit f(z) = 1 — %, sowie B(z) = —In (%) — ¢(z). Da
die Black-Brane den AdS-BH beschrankt, sind die Grenzen von z gegeben durch
z — 0 und z — z;,. Es folgt dabei

z=zp

1
on-shell __ 4 —B _uv
S —ka/dx(fe g" V“@VV)

z=0
z=zp

_ zliv [t (72" 0.0,) + (fe g7V 0.v;)|

— oL e [viom) + (rerea,)

Zh

A
2=0

Betrachtet man nun den ersten Term im Integranden und setzt die Fourier-

Transformation (3.9)) ein, so folgt:
(PV,0.,) = [ d'per eV, (,2)0.V, (w,2) = 0,

fir alle z, wobei die Bewegungsgleichung ((3.10) verwendet wurde. Damit ergibt
sich die On-Shell-Wirkung als

1 g
on-shell __ 4 B i
s —%V/daz (feP59V;0.V;)

z=0

wobei die obere Grenze wegen f(z) = 0 wegféllt. Setzt man nun B(z) = —1In (%) —¢(2)
ein und verwendet f(0) = 1, sowie ¢(0) = 0 fiir die in der vorliegenden Arbeit
untersuchten Dilatonprofile, so folgt fiir die On-Shell-Form der Wirkung (3.1

0,V.

R g .
on-shell — 4 gy, % J
S o /d IV, = (3.13)

2=0



3.1 Grundlagen und Definitionen 37

Dies entspricht gerade dem exemplarischen Fall aus Abschnitt was zu
erwarten war, da die Funktionen f(z) und ¢(z) gerade so eingerichtet wurden,
dass fiir den Grenzfall z — 0 die Wirkung der Vektorfelder auf dem puren AdS
entsteht.

Bestimmung der Spektralfunktion

Wie schon im Abschnitt 2.3.5 wird nun die retardierte Green-Funktion aus der
On-Shell-Wirkung mit Hilfe des Bulk-to-Boundary-Propagators gewonnen. Dieser
wird im vorliegenden Fall fiir die rdumlichen Komponenten des Vektorfeldes V),

angesetzt
Viw2) = [ d'p K (p2)V () (3.14)

Aus der On-Shell-Wirkung (3.13|) folgt die retardierte Green-Funktion durch
Ableiten nach den Quellen V,°, und es ergibt sich im Ruhesystem (p*) = (—w,0,0,0)
R 0. K(—w,z)

K(w,z)

Grlw) = 51— .

(3.15)

z—0

Das Problem besteht nun im Folgenden darin, die Gleichung (3.12) fiir verschiedene
w numerisch zu 16sen und die Losung in die Gleichung (3.15) fiir G r(w) einzusetzen.
Der Imaginarteil von G ergibt dann die gesuchte Spektralfunktion:

p(w) = Im (Gr(w)) .
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3.2 Spektralfunktion im KKSS-Ansatz

In diesem Abschnitt soll die Spektralfunktion im KKSS-Ansatz (3.4)
bestimmt und diskutiert werden. Dazu wird die Bestimmungsgleichung
fiir den Bulk-to-Boundary-Propagator in diesem Ansatz nu-
merisch gelost, wobei das diesbeziigliche Vorgehen [35] entnommen

ist.

3.2.1 Numerische Bestimmung der Spektralfunktion

Den Ausfithrungen in [35] folgend, sind die asymptotischen Losungen der Differen-
tialgleichung im KKSS-Ansatz zu bestimmen. Als erstes wird hierbei zu
dimensionslosen Koordinaten u := i iibergegangen, womit u — 0 dem Ubergang
zur Randtheorie und v — 1 der Betrachtung auf dem Horizont des schwarzen
Lochs im AdS-BH entspricht. Im KKSS-Ansatz folgt damit aus Gleichung

02K (w,u) + Fy(u)0, K (w,u) + FyK (w,u) =0, (3.16)

mit den Koeflizienten

1 43
Fi(u) = = 222U — 1_7uu4,
w?z?
Fole) = Ty

Die Differentialgleichung (3.16) wird fur die Falle v — 0 und v — 1 analytisch
gelost und die Randbedingungen an die numerische Losung von Gleichung (3.16))

durch die Randbedingungen der asymptotischen Losungen fixiert.

Asymptotik bei u — 1

Die Idee zum Losen der Differentialgleichung fiir u — 1 besteht darin, einen
Ansatz der Form K ~ £ mit einem noch zu bestimmenden \ € R zu verfolgen,
wobei € := 1 —u. Man entwickle dann die Koeffizienten Fp;(¢) um € = 0, setze diese
Entwicklungen in die Differentialgleichung ein und betrachte nur Terme mit
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fiihrender Ordnung . Multipliziert man die Differentialgleichung (3.16)) mit &2,

so ergeben sich in diesem Ansatz:
E20PK ~e, 20,K ~ M sowie 2K ~ M2 (3.17)

Es spielen also in der Entwicklung von F; nur Terme ~ E% und in der Entwicklung
von Fp nur Terme ~ 5’1% mit jeweils @ > 1 eine Rolle. Fiir die Entwicklungen der

Koeffizienten ergibt sich

1
o) =1+0),
BPFTESE )
Fo(g)_wzh<16£2+165+64 + O (e).

Vernachlassigt man alle Terme, welche nach der obigen Argumentation ([3.17))
keinen Beitrag zur fithrenden Ordnung liefern, so ergibt sich eine asymptotische

Differentialgleichung fiir ¢ < 1,

2,2
wzj,

20K + €0, K
ed, K +¢ + 16

K =0.

Mit dem Ansatz K ~ ¢* folgt damit

Die asymptotischen Losungen fiir K sind also in der Umgebung von v = 1 gegeben
durch

i foas2

Ka(w,u) = (1 — u)Fiver = (1 - Z"')i " (3.18)
h

wobei K, als auslaufende Losung und K_ als einfallende Losung bezeichnet

wird. Wie schon in [35] angemerkt, ist nur die einfallende Losung als physikalisch

anzusehen, weswegen der Koeffizient von K, im weiteren Verlauf verschwinden

muss. Diese Forderung tragt der Vorstellung Rechnung, dass Wellen im Rahmen

einer klassischen Betrachtung nur von einem schwarzen Loch absorbiert, jedoch

nicht von diesem ausgesendet werden.

Es sei noch festgestellt, dass die asymptotischen Losungen ([3.18) unabhéngig von

der Skala ¢ sind. Wie sich hierbei herausstellt, haben Dilatonprofile, welche sich
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durch ein Polynom darstellen lassen, das heifit keine Terme der Ordnung O (5%)

mit a > 0 besitzen, keinen Einfluss auf die Asymptotik bei u — 1.

Asymptotik bei ©u — 0

Fiir die Asymptotik bei u = ¢ mit € < 1 entwickelt man die Koeffizienten F; und

Fo um ¢ = 0 und erhalt

Fi(e) = —i + O(e),
Fyo(e) = w2} + O(eh).

Damit ergibt sich fir die fithrenden Terme bei ¢ < 1
202K — 0,K = 0.

Mit dem Ansatz K ~ ¢* folgt daraus A\; = 0 sowie Ay = 2, womit sich zwei linear
unabhéngige Losungen ergeben: Ki(g) = 1 und Ky(e) = £2. Die asymptotische
Losung der Gleichung fir u < 1 folgt damit als
52

K(wwu) = a(w) + Bw)u’ = a(w) + ﬁ(w)z—z, (3.19)
wobei a und [ die Integrationskonstanten bezeichnen. Die Konstanz ist hierbei
beztiglich u beziehungsweise z gemeint, denn fiir verschiedene w ergeben sich auch
verschiedene Werte fiir o und f.
Die Integrationskonstante « léasst sich durch folgende Betrachtung fixieren. Setzt
man den Ausdruck in die vorausgesetzte Asymptotik fir das Vektor-
feld V;(x,z) ein, so folgt fir den Bulk-to-Boundary-Propagator: K(w,0) = 1, was
gerade o = 1 fiir alle w zur Folge hat.
Man stellt hierbei ebenfalls fest, dass diese asymptotische Losung unabhéingig von
der Skala c ist. Ferner ist diese Losung sogar unabhéngig von der angesetzten

Dilatonfunktion, falls fir diese gilt: ¢(z) — 0, fir z — 0.

Numerische Bestimmung der Spektralfunktion

Zur Bestimmung der Spektralfunktion ist der Bulk-to-Boundary-Propagator nicht

auf dem gesamten Intervall notig. Dies erkennt man daran, dass in der Bestimmung
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der retardierten Green-Funktion (3.15) nur die Werte von K(w,z) fir z — 0
bendtigt werden, was hier gerade dem Fall u — 0 entspricht. Es ist also moglich
die asymptotische Losung (3.19) zu verwenden, womit sich fiir die retardierte

Green-Funktion in der dimensionslosen Koordinate u := (i) ergibt

Das Problem reduziert sich also auf die numerische Bestimmung der Integrations-
konstante f(w). Hierzu integriert man Gleichung von © = 0 nach u =1,
wobei man als Anfangsbedingung die Asymptotik von K (w,u) fir u — 0 verwen-
det, also K1(0) = 1 und 9,,K:(0) = 0 sowie K5(0) = 0 und 9, K5(0) = 0. Dies fithrt
zu vier numerischen Ausdriicken, welche mit K 1, f(z, 9, K, sowie 9, K, bezeichnet
und bei u = 1 ausgewertet werden. Diese vier Ausdriicke miissen an die analytisch
gefundene Asymptotik von K(w,u) bei u — 1 angepasst werden, womit
folgendes Gleichungssystem entsteht:

f(l = alK_ + b1K+, 8uK1 = alauK_ + 610UK+,
Ky = ayK_ + K, OuKy = a0, K_ + 030, K 4,

aus welchem man die Konstanten aq, as, by und by erhalt.

Abschliefilend ergibt sich die physikalische Losung nach [35] als

K = f(2 + BKI
= (a2 K_ + b K1) + Blan K- + b1 K )
= ((12 + B(Il) K_+ (bz + blﬁ) K+.

Wie schon erlautert erfillt nur die einfallende Losung K_ die physikalischen
Forderungen, weswegen der Koeffizient der auslaufenden Losung K, fiir u — 1

verschwinden muss. Damit folgt
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3.2.2 Analyse der Spektralfunktion

Im KKSS-Ansatz werden die noch nicht festgelegten Konstanten ¢ und % durch
den Fall bei T'= 0, also wie im Softwall-Modell aus Abschnitt [2.3.4] fixiert. Mit
(2.34)) und (2.38) wird also ¢ = 391 MeV und % = 2 mit N. = 3 verwendet.

Exemplarisch ist in Abbildung die Spektralfunktion als Funktion von w fiir

eine Temperatur von 7' = 20 MeV dargestellt. Es ist dabei zu erkennen, dass das

Spektrum mehrere Peaks zeigt. Fiir T' = 0 korrespondieren die Peakpositionen
dabei zum Anregungsspektrum, welches durch Gleichung gegeben ist.

Es soll jetzt auf das Temperaturverhalten des ersten Peaks eingegangen werden.
In den Abbildungen sind dazu Spektralfunktionen im w-Bereich um den ers-
ten Peak fiir verschiedene Temperaturen dargestellt, wobei in Abbildung
einige Temperaturen von 20 bis 45 MeV und in Abbildung [3.2b] Temperaturen
von 50 bis 80 MeV gewéihlt werden. Es lasst sich als erstes feststellen, dass fiir
eine Temperatur von 20 MeV ein sehr scharfer erster Peak nahe bei w = 782 MeV
entsteht; fiir noch kleinere Temperaturen wird dieser scharfer. Es lasst sich also
feststellen, dass sich die Energie des Grundzustandes in der Spektralfunktion bei
der Ruhemasse des w-Mesons befindet, welche im Abschnitt zum Fixieren von

c verwendet wurde. Mit steigender Temperatur verschiebt sich die Position dieses

2.0 T T T T T T |v| T T

1.5¢

1.0f

p(w) in MeV~2

0.5f

)

700 800 900 1000 1100 1200 1300 1400 1560
w in MeV

Abbildung 3.1: Die Spektralfunktion p als Funktion der Energie w fir T =
20 MeV im KKSS-Ansatz des Dilatons.
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Abbildungen 3.2: Die Spektralfunktion p als Funktion der Energie w fiir ver-
schiedene Temperaturen im KKSS-Ansatz des Dilatons.
(a): Temperaturen von 20 bis 45 MeV,
(b): Temperaturen von 50 bis 80 MeV.

ersten Peaks zu kleineren Werten von w. Interpretiert man diese Peakposition
als Energie des Grundzustandes des zu beschreibenden Mesons, so sinken die
Massen im Temperaturbereich bis etwa 40 MeV. Ferner lasst sich feststellen, dass
die Breite des ersten Peaks mit steigenden Temperaturen zunimmt, wohingegen
dessen Hohe abnimmt. Dieser Umstand lasst sich als ,,ZerflieBen® des Mesons
interpretieren. In Abbildung [3.2b] lasst sich feststellen, dass dieses ,ZerflieBen* bis
zu einer Temperatur von etwa 70 MeV anhélt und fiir hohere Temperaturen kein
Peak mehr zu identifizieren ist.

Um im Folgenden etwas genauer auf die Positionsdnderungen des ersten Peaks
eingehen zu konnen, sollen die Peakpositionen des Grundzustandes als Funktion
der Temperatur dargestellt werden. Hierzu wird zur Bestimmung der Position der
ersten Maxima in den Spektralfunktionen ein einfacher Algorithmus verwendet,
welcher die Position bestimmt, bei welcher der Anstieg der Tangente an der Spek-
tralfunktion das Vorzeichen éndert. In der Abbildung sind diese Positionen
des ersten Peaks als Funktion der Temperatur dargestellt. Hierbei ist zu erkennen,
dass sich zwei Bereiche bestimmen lassen. Im ersten Bereich (bis etwa 15 MeV) ist
die Peakposition nur einer kleinen Verschiebung unterworfen. Ab einer Temperatur

von etwa 20 MeV verschiebt sich die Peakpositionen deutlich zu kleineren Energien.
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Abbildung 3.3: Die Position M des ersten Peaks der Spektralfunktion als Funk-
tion der Temperatur T im KKSS-Ansatz des Dilatons.
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Abbildung 3.4: Die Peakposition M,, der ersten drei Peaks der Spektralfunktion

dargestellt {iber der Modenzahl n fiir verschiedene Temperatu-
ren im Bereich von 15 bis 25 MeV.

Weiter soll noch das Temperaturverhalten der Peakpositionen bei héheren Moden
betrachtet werden. Hierbei ist als erstes anzumerken, dass sich die Peakbreite der
jeweiligen Mode mit steigender Modenzahl vergroflert. Ferner wird festgestellt,
dass fiir steigende Temperaturen immer weniger Peaks in den jeweiligen Spektral-
funktionen zu sehen sind. Beispielsweise konnen bei 7' = 15 MeV bis zu fiinf Peaks
in der Spektralfunktion ausgemacht werden, wohingegen bei einer Temperatur von
T = 25MeV nur noch drei Peaks zu sehen sind. In Abbildung [3.4] sind die Positio-
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nen der ersten drei Peaks tiber der jeweiligen Modenzahl fiir Temperaturen von 15
bis 25 MeV dargestellt. Wie schon angesprochen ergibt sich im vorliegenden Fall
bei T' = 0 das Softwall-Modell aus Abschnitt 2.3.4] und in dessen Rahmen wurde
mit Gleichung ein analytischer Zusammenhang zwischen den Massen der
jeweiligen Mode und der Modenzahl angegeben, welcher ebenfalls in Abbildung3.4]
eingefiigt wurde. Es ist hierbei festzustellen, dass sich auch die Peaks der hoheren
Moden im Vergleich zum Fall bei T"= 0 zu kleineren Werten von w verschieben.

In einer Reihe von Arbeiten von Colangelo et al. [8, 9] wurde bereits angemerkt,
dass das Temperaturverhalten dieser Klasse von Modellen zu extrem ist. Die
pseudokritische Temperatur der QCD, bei der eine Dissoziation der Hadronen als
Bindungszustande von Quarks und Gluonen zu erwarten ist, betragt 155 MeV, wo-
hingegen im vorliegenden Modell Temperaturen bei etwa 50 MeV gefunden werden.

Es gibt verschiedene Moglichkeiten dieses unerwartete Verhalten zu interpretieren.

» Wie schon in [22] gezeigt wurde, bietet die Verwendung des AdS-BH nur fur
Temperaturen 7" > 191 MeV stabile Losungen fiir Vektormesonen. Demnach

befindet man sich fiir die hier untersuchten Temperaturen in einer instabilen
Phase.

e Die im Abschnitt beschriebenen Modelle, insbesondere die ad hoc
Einfiihrung des Dilatons durch Gleichung und die davon unabhangige
Betrachtung der Funktionen A(z) und f(z) im Abschnitt [2.3.6] stellen keine
konsistente Erweiterung des Softwall-Modells auf endliche Temperaturen dar.
Das Dilaton ist vielmehr als dynamisches Feld zu betrachten, welches iiber die
entsprechenden Einstein-Gleichungen mit dem AdS-BH in Wechselwirkung
tritt.

o Der ad hoc Ansatz des quadratischen Dilatons bewirkt zuféllig das Wegheben
von Termen in der Bewegungsgleichung bei T' = 0, welche sich fir T # 0

nicht mehr einstellen lassen.
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3.3 Spektralfunktion im Huang-Ansatz

In diesem Abschnitt soll die Spektralfunktion im Huang-Ansatz ({3.5)
fiir das Dilatonprofil bestimmt werden. Dazu wird das am KKSS-Ansatz
demonstrierte Vorgehen aus Abschnitt[3.2]auf das Modell aus Abschnitt
mit dem Huang-Ansatz fiir das Dilatonprofil angewendet.

3.3.1 Numerische Bestimmung der Spektralfunktion

Wie schon im Abschnitt beschrieben, benotigt man zur Bestimmung der Spek-
tralfunktion eine Bestimmungsgleichung fiir den Bulk-to-Boundary-Propagator
und eine On-Shell-Form der Wirkung (3.1)).

Mit Gleichung wurde die Bestimmungsgleichung des Bulk-to-Boundary-
Propagators K (w,z) fiir ein beliebiges Dilatonprofil ¢(z) hergeleitet. Setzt man

B(z) = —In(%) — ¢(2) mit dem Huang-Ansatz (3.5) in Gleichung (3.12) ein, so
folgt damit fiir die Bestimmungsgleichung des Bulk-to-Boundary-Propagators

0=0?K(w,2) + Fi(2)0.K (w,2) + Fy(2) K (w,2), (3.20)

mit den Koeflizienten

wobei @(z) = tanh (C%;) und f(z) =1-— % bezeichnen. Als On-Shell-Wirkung
kann auch im Huang-Ansatz die Gleichung verwendet werden, da in diesem
Ansatz p(z = 0) = 0 gilt, wie dies auch schon beim KKSS-Ansatz der Fall war.

Um das Vorgehen zur numerischen Bestimmung der Spektralfunktion aus Abschnitt
auf das Huang-Dilaton anzuwenden, sind die asymptotischen Losungen der
Gleichung fir z — 0 und z — 2z, zu bestimmen. Hierzu wird als erstes

wieder zu dimensionslosen Koordinaten u := i iibergegangen, wobei u — 0 gerade
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z — 0und u — 1 gerade z — 23, entspricht. In diesen dimensionslosen Koordinaten

folgt fiir die Bestimmungsgleichung fiir den Bulk-to-Boundary-Propagator
0=02K(wu) + Fi(v)0. K (wu) + Fy(u) K (w,u), (3.21)

wobei die Koeffizienten gegeben sind durch

3
Fi(u) = —i +2 (Q2(u) - 1) chzpu® + 2¢3 zpuQ(u) — 14_uu4, (3.22)
w2z}

C

und Q(u) = tanh (Céz’%uQ) als Abkiirzung verwendet wird.

Asymptotik bei u — 1

Dem Abschnitt folgend, setzt man € := 1 — v und entwicklt die Koeffizienten
(3.22) und (3.23) um € = 0. Hierbei ergibt sich fiir ¢ < 1

Fi(e) = - + O(e),
Fy(e) = 555 + O™

Es ist dabei zu erkennen, dass analog den Uberlegungen betreffend, der
gleiche asymptotische Ausdruck fiir die Differentialgleichung bei ¢ — 0
entsteht, wie schon im Abschnitt fiir den KKSS-Ansatz. Damit kann man im
vorliegenden Fall aber auch die Losung des KKSS-Ansatzes bei ¢ — 0 iibernehmen,

womit als asymptotische Losung im Huang-Ansatz fir u — 1 folgt

2

i 2,2 i/ w?z
Ko (w,u) = (1 — u)5 Ve (1 _ Z) e
Zh
K_ wird hierbei wieder als einfallende und K, wieder als auslaufende Loésung
bezeichnet. Ebenfalls analog zum KKSS-Ansatz erfiillt auch im Huang-Ansatz nur
die asymptotische Losung K _ physikalische Forderungen, weswegen wiederum der

Koeffizient von K, im weiteren Verlauf verschwinden muss.
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Asymptotik bei ©u — 0
Wie schon im Abschnitt angemerkt, ist die Asymptotik der Gleichung ({3.12)

fiir z — 0, oder dquivalent fiir v — 0, unabhéngig vom verwendeten Dilatonprofil,
falls fiir Letzteres gilt ¢(0) = 0. Da das Dilatonprofil diese Voraussetzung
erfiillt, kann auch im Huang-Ansatz die asymptotische Losung verwendet
werden, womit fiir u < 1 folgt
52

K(wu) = a(w) + Bw)u? = a(w) + B(w)z—%.
Ebenfalls analog zum KKSS-Ansatz kann man auch im Huang-Ansatz aus der
Voraussetzung ¢(0) = 0 und der Asymptotik des Bulk-to-Boundary-Propagators
folgern, dass a(w) =1 gilt.
Zusammenfassend lésst sich also festhalten, dass der einzige Unterschied zwi-
schen KKSS- und Huang-Ansatz bei der Berechnung der Spektralfunktion in
der verwendeten Bestimmungsgleichung fiir den Bulk-to-Boundary-Propagators
liegt. Insbesondere reduziert sich auch im Huang-Ansatz die Bestimmung der
retardierten Green-Funktion und damit der Spektralfunktion auf die Berechnung
des Koeffizienten f(w), welcher mit der im Abschnitt beschriebenen Methode

nach [35] numerisch bestimmt werden kann.
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3.3.2 Analyse der Spektralfunktion

Um qualitative Aussagen tiber die Spektralfunktion im Huang-Ansatz des Dilatons
gewinnen zu konnen wird im vorliegenden Abschnitt analog zum KKSS-Modell

aus Abschnitt der noch unbestimmte Faktor % aus Gleichung (3.15)) durch
R Ne

ky — 1272
wird, dass diese Wahl im Abschnitt [£.2] durch einen Grenzfall des Huang-Ansatzes

bei T' = 0 motiviert wird. Damit wird im vorliegenden Abschnitt das Verhalten

fixiert. Ferner wird ¢; = 391 MeV verwendet, wobei darauf hingewiesen

der Spektralfunktion fiir verschiedene Werte von ¢, untersucht.

Als erstes wird dazu der Fall ¢; = ¢o = 391 MeV betrachtet. Hierzu sind in
den Abbildungen die Spektralfunktionen im Huang-Ansatz fiir verschiedene
Temperaturen dargestellt. In Abbildung lasst sich dabei erkennen, dass fiir
eine Temperatur von T' = 20 MeV ein Peak nahe bei w = 790 MeV entsteht, welcher
fiir Temperaturen 7' < 20 MeV immer schéarfer wird.

Fiir steigende Temperaturen lasst sich wieder eine Verschiebung des ersten Peaks
hin zu kleineren w feststellen, wobei die Peakhohe ab- und die Peakbreite zunimmt.
Im Huang-Ansatz des Dilatons kann also analog zum KKSS-Modell ein ,,Zerflielen*

des zu beschreibenden Mesons fiir steigende Temperaturen beobachtet werden.

l4rl —  T=20.0MeV 1 lar — T=50.0MeV |]
12}l — T=25.0MeV | 121 — T=60.0MeV ||
Loll — T=35.0MeV Lo — T=70.0MeV
1 — T=45.0MeV 1 : — T=90.0MeV
g 0.8} g 0.8
= 0.6l i £
o ™ 3
=04l \ =
0.2} 1
0.0
550 600 650 700 750 800 850 900 550 600 650 700 750 800 850 900
w in MeV w in MeV
(a) (b)

Abbildungen 3.5: Die Spektralfunktion p dargestellt iiber der Energie w fiir
verschiedene Temperaturen im Huang-Ansatz des Dilatons
mit ¢; = co = 391 MeV.

(a): Temperaturen von 20 bis 45 MeV,
(b): Temperaturen von 50 bis 90 MeV.
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Abbildungen 3.6: Die Spektralfunktion p dargestellt als Funktion der Energie
w fiir verschiedene Temperaturen im KKSS- und im Huang-
Ansatz des Dilatons mit ¢ = ¢; = ¢g = 391 MeV.

(a): T = 30 MeV
(c): T =50 MeV

(b): T = 40 MeV,
(d): T = 60 MeV.

Um genauer auf die qualitativen Unterschiede zwischen Huang- und KKSS-Ansatz

beziiglich der jeweiligen Spektralfunktionen eingehen zu kénnen, sind Letztere fiir
beide Modelle in den Abbildungen fiir verschiedene Temperaturen von 30 bis
60 MeV dargestellt. Es lasst sich dabei feststellen, dass sich die Peaks im Huang-
Modell bei steigenden Temperaturen langsamer zu kleinen w verschieben, als dies

im KKSS-Ansatz der Fall ist. Die Hohe des ersten Peaks nimmt bei steigenden

Temperaturen im Huang-Modell ebenfalls langsamer ab, als im KKSS-Modell.

Dies fithrt dazu, dass der erste Peak im Huang-Ansatz linger bestehen bleibt, als
im KKSS-Ansatz, was in Abbildung zu erkennen ist.
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Abbildung 3.7: Die Position M des ersten Peaks der Spektralfunktion im
Huang-Ansatz des Dilatons als Funktion der Skala ¢y fiir ver-
schiedene Temperaturen und c¢; = 391 MeV.

Weiter soll auf den Einfluss der Skala ¢y auf die Spektralfunkion im Huang-Ansatz
des Dilatons eingegangen werden. Dazu ist in Abbildung die Position des
ersten Peaks in der Spektralfunktion tiber der Skala ¢ fiir Temperaturen von 15
bis 35 MeV dargestellt. Zur Orientierung wurde zusétzlich eine senkrechte Linie
bei ¢; = 391 MeV eingefiigt. Es lasst sich erkennen, je kleiner der Wert von ¢,
gewahlt wird, desto weiter verschiebt sich der erste Peak zu grofieren Werten von
w. Hierbei tritt fiir ¢ < 250 MeV und fiir ¢o > 550 MeV eine Art Séttigung auf,
sodass die Variation von ¢, in diesen Bereichen einen viel geringeren Einfluss auf

die Peakposition besitzt.



4 Analyse der Schrodinger-Form

Wie schon in Abschnitt skizziert wurde, ermoglicht das Riickfiih-
ren von Bewegungsgleichungen der Vektorfelder im AdS auf die Form
einer Schrodinger-Gleichung Aussagen iiber diskrete Zustdnde und
somit iiber die zu beschreibenden Mesonen. Im folgenden Kapitel soll
diese Vorgehensweise auf das im Abschnitt vorgestellte Modell
fiir Vektormesonen bei endlichen Temperaturen angewendet und fiir

die verschiedenen Dilaton-Anséatze diskutiert werden.

4.1 Allgemeine Betrachtung

Es soll in diesem Abschnitt eine allgemeine Form der Schrodinger-Form
der Bewegungsgleichung des Vektorfeldes V; hergeleitet werden.
Hierbei wird nur vorausgesetzt, dass der verwendete Hintergrund durch
eine AdS-BH-Metrik der Form mit allgemeinem konformen
Faktor B(z) und allgemeiner Blackness-Funktion f(z) beschrieben wird.

Das diesbeztigliche Vorgehen ist dabei weitgehend [29] entnommen.

Wie schon in Abschnitt dargestellt wurde, betrachte man die Bewegungsglei-
chung der raumlichen Komponenten V; des Vektorfeldes im Impulsraum und im
Ruhesystem p* = (—w,0,0,0),

2

) 0.Vi(w,2) + ;L;Y/i(w,z),

0= 0?Vi(w,z) + <8ZB(2) +

52
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wobei B(z) den konformen Faktor der Metrik und f(z) die Blackness-Funktion
bezeichnen. Diese Gleichung soll nun in die Form einer Schrodinger-Gleichung

iiberfithrt werden. Multipliziert man als erstes obige Gleichung mit e? f2, so folgt

0= f (ePfO2Vi+ eP0.BfO.V: + €%0.f0.Vi) + PPV
= f0. (6Bf8zV2) + ePwV;.

Das mehrfache Auftauchen des Terms f0, motiviert eine Koordinatentransfor-
mation z — r mit 0, = f(2)0,, was gerade den Regge-Wheeler-Koordinaten
(Tortoise-Koordinaten) entspricht, auf welche im Anhang eingegangen wird.
Unter dieser Koordinatentransformation vereinfacht sich die obige Bewegungsglei-

chung zu
O, (eB&VZ-) + eBuw?V; =0, (4.1)

wobei nun B = B(r) und V; = V;(w,r).

Ziel ist es, eine Transformation V;(w,r) +— 1;(w,r) zu finden, sodass eine Schrédinger
Form der Bewegungsgleichung entsteht. Dazu wird der Ansatz V; = €9
verfolgt, wobei g = g(r) so gewéhlt werden soll, dass in diesem Ansatz in Gleichung
die Terme proportional zu 0,1; wegfallen. Es folgt fiir den ersten Term aus

Gleichung (4.1)

O, (70, (")) = ePe? (20,9 + 0, B) O
+ePe? (0, B) (0,9) + (9r9)° + 0] ¥
+ eBed0%.

orB
2

Der Term proportional zu 0,v; fallt also weg, wenn 0,9 = —%=, womit folgt

B
g(r) = —§+C’

mit einer Konstanten C'. Diese Konstante kann jedoch als C' = 0 gewahlt werden,
da mit V; auch jedes Vielfache e“V; Losung von Gleichung (4.1]) ist. Mit der so
gefundenen Funktion g(r) folgt aus Gleichung ({4.1))
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wobei das Potential U(r) gegeben ist durch:

U(r) = — (0.8 (0.9) + (0,9 + 02g) = =2 + B, (43)

Zusammenfassend ergibt sich die Losung V;(x,z) im Ortsraum fiir einen gegebenen

Wert von w als

(z(r)
Vi(z,z) = eWte= "3

i (2(r)

wobei 1; Losung der Schrodinger-Gleichung ist. Der in diesem Kapitel
betrachtete Fall der AdS-BH-Metrik ergibt sich fiir B(z) = —In (LF:)) —@(z(r))
mit dem Dilaton ¢ fiir den konformen Faktor.

Wie schon angesprochen, kénnen fiir V;(x,z) nur genau dann diskrete Losungen
entstehen, wenn 1; Losung der Schrédinger-Gleichung zu diskreten Werten von
w? ist. Letzteres setzt jedoch voraus, dass das obige Potential U(r) ein Minimum

besitzt, was im Folgenden fiir verschiedene Ansétze des Dilatons diskutiert wird.



4.2 Der Spezialfall T =0 55

4.2 Der Spezialfall "= 0

Im folgenden Abschnitt wird die Schrodinger-Gleichung und
insbesondere deren Potential mit B(z) = —1In (%) — ¢(z) in den
Dilaton-Anséitzen (3.4)) und fiir den Ubergang zum Spezialfall T' =
0 betrachtet. Dabei wird statt des KKSS-Ansatzes ein Potenzansatz
untersucht und argumentiert, warum der Spezialfall des quadratischen

Dilatons eine gewisse Besonderheit besitzt.

Der Ubergang zu T' = 0 ist wegen Gleichung ([2.48)) dquivalent zu 2z, — oco. Fiir

die Regge-Wheeler-Koordinate r folgt in diesem Zusammenhang:

Jinr() ==
wobei diesbeziiglich auf den Anhang [D.3] verwiesen wird. Ferner reduziert sich
der AdS-BH fir z;, — oo auf einen puren AdS, was durch die Bedingung ([2.42)
schon zum Ausdruck gebracht wurde. Das Potential (4.3]) ergibt sich mit B(z) =
—In (%) — ¢(2) fir den Limes T' = 0 als

vy = B P6) | 0) | (00" "

422 2 2z 4

Setzt man hierbei ¢(z) = ¢?z? ein, so folgt U(z) = £ + ¢*2?, also das Potential
im Softwall-Modell, welches im Abschnitt vorgestellt wurde.
Es soll nun jedoch ein anderer Ansatz fiir die Dilaton-Funktion betrachtet werden,

welche das quadratische Dilaton verallgemeinert:
p(z) = 2",

wobei p € IN. Das Potential (4.4]) erhélt in diesem Ansatz die Form

4 pc? pcP
Up(2) = 3 + 27 (2-p ) (4:5)
Fir p = 0 ist das resultierende Potential Uy(z) das Potential ohne Dilaton,
welches im Abschnitt diskutiert wurde und keine diskreten Losungen fiir
die Schrodinger-Gleichung ermoglicht. Ferner entsteht fiir p = 2 das eben schon

angesprochene Potential (2.31]) im Softwall-Modell.



4.2 Der Spezialfall T =0 56

Minimum des Potentials

Als notwendige Bedingung, damit die Schrodinger-Gleichung im vorliegenden
Fall eine Lésung zu mindestens einem diskreten Wert von w? besitzt, fordert man,
dass das Potential U,(z) mindestens ein Extremum ausbildet, das heifit, dass die
erste Ableitung von U, an mindestens einer Stelle z = z; verschwindet. Dabei

ergibt sich folgende Bedingung fiir die Position zy des Extremums von U,(z):

0=p(cz) [p(p—1)(cz0)" — (p—2)°] =3, (4.6)

wobei p # 0 vorausgesetzt wird. Fir den Fall p = 1 ergibt sich zg = —%, was durch
die Forderung z > 0 ausgeschlossen ist, womit ein lineares Dilaton keine diskreten

Losungen der Schrodinger-Gleichung (4.2]) erzeugen kann. Fir p = 2, also das

Softwall-Modell, ergibt sich eine reelle positive Losung mit zyp = ¢ % R @

ermoglicht somit diskrete Losungen der Schrédinger-Gleichung. Fiir allgemeine
p > 1 ist Gleichung (4.6) ein Polynom vom Grad 2p der Form z% — a,z? — b,

wobei a, und b, fiir kein p > 2 verschwinden. Solche Polynome besitzen nach dem

und

Fundamentalsatz der Algebra mindestens eine positive reelle Nullstelle, womit
das Potential fiir jedes p > 1 mindestens ein Extremum besitzt. Ferner lédsst
sich durch das Vorzeichen der zweiten Ableitung von U, an den kritischen Stellen
dieses Extremums zeigen, dass es sich dabei stets mindestens ein lokales Minimum
ausbildet. Es sind also fiir alle Potenzen p > 1 des Ansatzes ¢(z) = P2P fiir das
Dilaton Losungen der Schrodinger-Form der Bewegungsgleichungen mit diskreten
Werten fiir w? moglich.

Abschlielend sei noch angemerkt, dass sich auch Argumente finden lassen, dass
obiges Potential U,(z) fir p < —1 Minima ausbildet. Es stellt sich jedoch heraus,
dass das Potential in solchen Fallen nach dem Minimum nur noch negativ ist und
somit nur diskrete Losungen der Schrodinger-Gleichung mit w? < 0 méglich sind.
Interpretiert man w als Energie des zu beschreibenden Vektormesons, so sind die

Falle p < —1 auszuschlieflen.

Eigenwerte der Schrodinger-Form

Wie schon in [23] angefiihrt, lasst sich die Abhéngigkeit der Eigenwerte w? von der
Modenzahl n fur diskrete Losungen der Schrodinger-Gleichung (4.2)) bei grofien

n analytisch durch eine WKB-Naherung finden. Hierzu betrachte man weiterhin
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den Ansatz ¢(z) = 2P fir das Dilaton, also das Potential (4.5). Das folgende
Vorgehen ist [18] entnommen, wobei die WKB-Bedingung:

z2 z2
Up(2)
nﬂ:/\/w%—Up(z)dz:wn/ 1—1;7721dz (4.7)

verwendet wird. Hierbei bezeichnen z; und z, die klassischen Umkehrpunkte, fiir
welche gilt

wy = Up(z1) = Up(22).

n

Fiir grofe Werte von w? > U,(z) zwischen den Umkehrpunkten erkennt man,
U

dass der Term  nur nahe der Umkehrpunkte, also in den Grenzfillen fiir kleine

beziehungsweise grofle z, einen Beitrag liefert. Bei groflen Werten von z besitzt
das Potential (4.5)) dabei die Asymptotik

1
U, (z < c) ~ P27, (4.8)

womit fiir den rechten Umkehrpunkt folgt

L

1
2o = wn" cP-T,

Fiir kleine Werte von z wird das Potential Uy,(z) zu einer ,harten Wand* bei
z = 0, womit der linke Umkehrpunkt gegeben ist durch z; = 0. Damit lasst sich
die WKB-Bedingung (4.7)) fiir groBe Werte von w,, und damit grofie n auswerten:

1 I Pl
wbhP—Llep—
$ 1 02172'2(17*1)

2
Wy

dz



4.2 Der Spezialfall T =0 58

wobei C), fiir jedes feste p eine Konstante bezeichnet, welche unabhéngig von n ist.

Fiir groBe w? und fiir grofie z erhilt man die Abhingigkeit

2(p—1)

wienTr . (4.9)

Hierbei stellt sich fiir p = 2 gerade das in Abschnitt [2.3.4] vorgestellte Verhalten
w? ~ n ein, was die Wahl eines quadratischen Ansatzes fiir das Dilaton zu
motivieren scheint.

Es ist jedoch anzumerken, dass obige Argumentation nicht voraussetzt, dass das
Dilaton exakt ¢(z) = 2P sein muss. Diese Forderung lasst sich dahingehend
abschwéchen, dass die Abhangigkeit auch dann folgt, wenn p(z > %) = cP2P
gilt. Diese Subtilitéit wird in der vorliegenden Arbeit bei der Betrachtung des Huang-
Dilatons verwendet. Dieses besitzt nimlich die Eigenschaft p(z > 1) = ¢222,
womit die Abhéngigkeit mit p = 2 auch fiir diesen Ansatz gilt. Es lasst sich
also an dieser Stelle feststellen, dass die Eigenwerte der Schréodinger-Gleichung fiir
das Huang-Dilaton bei T' = 0 ebenfalls eine Abhéingigkeit w? ~ n fiir grofie Werte

von n besitzen.

Huang-Ansatz bei T'= 0

Zwar wurde mit der Propotionalitat bei T' = 0 auch ein Zusammenhang
zwischen w? und grofien Modenzahlen n im Huang-Ansatz fiir das Dilatonprofil
angegeben, jedoch besitzt das Potential U(z) fir beliebige z in diesem Ansatz
vollig andere Eigenschaften als im Fall des Softwall-Modells aus dem Abschnitt
. Ausgehend von der Form des Potentials der Schrodinger-Gleichung
bei T' = 0 ergibt sich im Fall des Huang-Ansatzes ({3.5))

3 4 8
U(z) = 12 4cyz® + 320 + (4 5+ c‘f) 20Q%(2) + <CC22 + 20%03‘) 2Q(z)
1
4c8
— (c; + 2 c%c%) 20Q3(2) — 252°Q%(2) + S52°Q%(2), (4.10)

wobei Q(z) = tanh (%) wieder als Abkiirzung verwendet wird. Anders als im
KKSS-Ansatz lasst sich mit diesem Potential keine einfache analytische Losung
der Schrodinger-Gleichung bestimmen. Es soll deshalb versucht werden, eine
Néaherung fiir das Potential zu finden, fiir welche die Schrodinger-Gleichung
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eine analytische Losung mit diskreten Werten fiir w? besitzt. Dazu entwickelt man

das Potential (4.10) um z = 0:

12

U(z) = S dey® +4 <c§ + 2 C;) 2+ O(2%). (4.11)

2
4z 1

Es ist dabei zu erkennen, dass eine quadratische Néherung fir U(z) die Form
5 — bz? mit positiven Zahlen a und b besitzt. Eine Funktion dieser Form besitzt
jedoch keine reelle, positive Extremstelle. Verwendet man die ndchste Ordnung in
der Entwicklung , so ergibt sich eine Funktion der Form % — bz? +cz8. Diese
besitzt zwar fiur alle positiven Zahlen a, b und c eine reelle positive Extremstelle,
jedoch lasst sich fiir solch eine Naherung die Schrodinger-Gleichung nicht
mehr analytisch 16sen.

Zusammenfassend lasst sich also festhalten, dass sich im Huang-Ansatz bei T'= 0
weder fiir das exakte Potential noch fiir Naherungen aus der Entwicklung
analytisch eine Formel fiir w? finden lasst. Es besteht noch die Moglichkeit
das Potential um sein Minimum zu entwickeln und dabei die Anharmonitéten
zu beachten, jedoch kann dies nur storungstheoretisch geschehen und wird deshalb
hier nicht verfolgt.

Eine weitere Moglichkeit Nédherungen an das Potential zu finden, ist die
Voraussetzung von Eigenschaften der Skalenparameter ¢; und c¢y. Hierfiir geht man
zu dimensionslosen Koordinaten ¢ := i iiber, womit fiir das Potential folgt

3 4 8 4 8 4
U) =é LC —4 4< + igcﬁ + (44 + 1) CQRHC) + (4 +2 4> ¢*Q(C)
4 8 4 8 8
- (CC; +2 2) ¢'QM(¢) —2 2@6622(0 + 2&@4(@] . (4.12)

Wird nun ¢y > ¢ gefordert, so folgt Q(¢) = tanh (2—%(2) ~ 1 und somit fiir das
1

Potential (4.12))

2
3c]

3
U(Q) ~ 4—@—1-0?(2 = @—1-041122, (4.13)

wobei im letzten Schritt wieder zur dimensionsbehafteten Koordinate z = ¢;¢
ibergegangen wurde. Der approximative Ausdruck (4.13)) fur das Potential (4.10)
besitzt hierbei die Form des Potentials ([2.31]), welches in Abschnitt im Zuge
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Abbildungen 4.1: (a): Das Potential der Schrodinger-Form der Bewegungs-
gleichung im Huang-Ansatz bei T' = 0 dargestellt als Funkti-
on der holographischen Koordinate z fiir verschiedene ¢y von
350 bis 440 MeV und mit ¢; = 391 MeV.

(b): Ausschnitt der Abbildung (a) um das Minimum des
Potentials.

des Softwall-Modells hergeleitet wurde. Damit lasst sich iiber die Massengleichung
(2.33) analog zu (|2.34]) eine Fixierung der Skala c; motivieren. Im Folgenden wird
im Huang-Ansatz also ¢; = 391 MeV verwendet, um Aussagen iiber das Verhalten
der Potentiale unter Veranderung von cy gewinnen zu koénnen.

In den Abbildungen [4.1]sind die Schrodinger-Potentiale im Huang-Ansatz fiir T = 0
und ¢; = 391 MeV bei verschiedenen Werten von ¢, tiber der holographischen

Koordinate 2z dargestellt, wobei die durchgezogenen Graphen ¢y < ¢; und die
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gestrichelten Graphen ¢, > ¢; reprasentieren. In Abbildung [4.Ta]lasst sich erkennen,
dass die Variation von ¢, fiir groffe und kleine Werte von z keinen Einfluss besitzt.
Im Gegensatz dazu werden die Potentiale um das Minimum durch die Verdanderung
von ¢y stark deformiert. Abbildung zeigt dazu einen Ausschnitt der Potentiale
um das Minimum. Es ldsst sich dabei erkennen, dass sich fiir ¢o > ¢; ein weiteres
Minimum bildet, welches sich mit steigendem c, immer weiter in Richtung des
ersten Minimums verschiebt. Fir ¢y > ¢; fallen diese beiden Minima zusammen

und es bildet sich ein Potential der Form (2.31]) was schon durch Gleichung (4.13])
zum Ausdruck gebracht wurde.
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4.3 Schrodinger-Form im KKSS-Ansatz

In diesem Abschnitt soll die stationare Schrodinger-Gleichung mit
B(z) = —1In (%) — (z) und einem quadratischen Dilaton ¢(z2) = %22
bei endlichen Temperaturen diskutiert werden. Hierbei wird erst das
exakte Potential U(r) betrachtet und versucht, aus diesem numerische
Aussagen tiber die zu beschreibenden Vektormesonen abzuleiten. An-
schliefend werden mogliche analytische Naherungen diskutiert und es
wird untersucht, in wie weit diese das Verhalten der Peakpositionen

aus Abschnitt reproduzieren konnen.

4.3.1 Das exakte Schrodinger-Potential

Im Abschnitt wird gezeigt, dass das Potential der Schrodinger-Form der
Bewegungsgleichung der Vektorfelder auf dem AdS-BH folgende Form besitzt

?B  (9,B)

U(r) 5 1

Hierbei bezeichnet B(r) den konformen Faktor des AdS-BH ausgewertet an der
Regge-Wheeler-Koordinate r. Im Anhang wird ein exakter Ausdruck fiir r(2)

hergeleitet:

r(z) = % {arctan <;> - ;ln (Z _T_ j)] ) (4.14)

wobei z;, die Position der Black-Brane im AdS-BH bezeichnet, wie sie im Abschnitt
eingefithrt wurde. Problematisch ist nun, dass sich analytisch fiir die Funktion

r(2) keine Umkehrfunktion z(r) finden lasst und somit die auftretende Funktion

B(r) analytisch nicht aus B(z) herzuleiten ist. Umgekehrt ldsst sich jedoch das
Potential U(r) mit Hilfe der Identitét

als Funktion der holographischen Koordinate z darstellen, wobei f(z) =1 — z—i
h
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Abbildungen 4.2: Das Potential (4.15) der Schrodinger-Form der Bewegungs-
gleichung (4.2)) im KKSS-Ansatz dargestellt als Funktion der
Regge-Wheeler-Koordinate r fiir verschiedene Temperaturen.
(a) Temperaturen von 0 bis 30 MeV,

(b) Temperaturen von 40 bis 100 MeV.
wiederum die Blackness-Funktion bezeichnet. Es ergibt sich
0*’B(z 9,B(z))? 2)0.f(z
U(Z>:f2(2>< z2( )+( z 4( )) +f( );f( )aZB(Z) (415)
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Setzt man B(z) = —In(z) — ¢?2? fiir den AdS-BH im KKSS-Ansatz ein, so folgt

fiir das Potential

U(z) = f(z) (3 + 0422> +2f(2) <22 — 20224> : (4.16)
422 25 z

Es ist zu beachten, dass dieser Ausdruck das Potential der Schrodinger-Gleichung
(4.1)) ist, wenn U(z) bei z(r) ausgewertet wird (parametrische Darstellung). Letz-
teres muss im vorliegenden Fall numerisch geschehen. Es wird dazu mit Gleichung
eine Zuordnung z — r erzeugt, mit deren Hilfe sich das Potential als
Funktion von r abbilden lésst.
In der Abbildung ist das Potential U(r) fiir verschiedene Temperaturen von 0
bis 30 MeV dargestellt. Als erstes lasst sich hierbei feststellen, dass das Potential
fiir die dargestellten Temperaturen jeweils ein Minimum ausbildet. Fiir 7" = 0 ist
das Potential nach dem Minimum nach oben unbeschréankt, womit sich beliebig
viele diskrete Moden ausbilden kénnen, was im Softwall-Modell aus Abschnitt
durch Gleichung und den zugehorigen Losungen schon zum
Ausdruck gebracht wurde.
Fiir endliche Temperaturen bildet sich nach dem Minimum jeweils ein Maximum.
Durch dieses Maximum wird die Anzahl der diskreten Moden, welche sich im
Potential ausbilden kénnen, nach oben beschrankt, wie es zum Beispiel auch bei
einem endlich tiefem Potentialtopf der Fall wire. Wird die Temperatur erhoht, so
ist zu erkennen, dass sich das Maximum immer weiter in Richtung des Minimums
verschiebt und dessen Hohe immer geringer wird. Damit wird die Zahl der diskreten
Moden, welche sich ausbilden kénnen, mit steigender Temperatur immer kleiner.
Da das Potential bei endlichen Temperaturen nach dem Minimum beschrinkt
ist, gibt es, anders als bei T' = 0, eine endliche Wahrscheinlichkeit, dass ein
Teilchen aus der Potentialmulde ins Kontinuum tunnelt. Diese endliche Tunnel-
wahrscheinlichkeit &uBert sich in den Spektralfunktionen im Abschnitt [3.2.2] durch
eine endliche Breite der Peaks. Da die Tunnelwahrscheinlichkeit (und damit die
Breite der diskreten Zustdnde) um so grofier ist, je kleiner die Breite des Poten-
tialwalls wird, kann man fiir steigende Temperaturen aus der Verringerung der
Breite des Potentialwalls eine Vergroflerung der Breite der diskreten Zustidnde
folgern. Dies ist kompatibel mit den Aussagen, welche im Abschnitt zum
Temperaturverhalten der Peakbreiten gemacht wurden.
Fiir eine weitere Evaluation der Potentiale aus Abbildung [£.2a] insbesondere
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Abbildungen 4.3: Das Potential U der Schrédinger-Form der Bewegungs-
gleichung dargestellt als Funktion der Regge-Wheeler-
Koordinate r fiir verschiedene Temperaturen. Zusétzlich
sind jeweils ein Fit der Form % + a*r? mit einem Parameter
a und daraus resultierende (wg)? = 4a®(n+ 1) bisn = 4
dargestellt.

der moglichen diskreten Zustande, welche sich in diesen Potentialen ausbilden
konnen, sollen die Darstellungen geeignet gefittet werden. Hierzu bietet sich eine

Regressionsfunktion der Form

3
Us(r) = e + a*r? (4.17)
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mit zu fittenden Parameter a an, da sich einerseits nach Abschnitt[4.2|fir 7" = 0 das
Softwall-Potential (2.31]) ergibt und andererseits fiir Potentiale der Form (4.17)) die
Eigenwerte der Schrodinger-Gleichung (4.2)) analytisch bestimmt werden kénnen:

(wae)? = 4a*(n + 1), (4.18)

wie im Anhang dargelegt ist. In den Abbilungen sind Potentiale und
die zugehorigen Fits fiir Temperaturen von 10 bis 25 MeV dargestellt. Zusatz-
lich wurden mit den waagerechten gepunkteten Linien die Werte fiir (wg)? fiir
n =0,1,...,4 eingefiigt, welche sich nach Gleichung aus dem gefitteten
Parameter a ergeben. Liegen diese (wg);, unterhalb des Maximums im jeweiligen
Potential, so konnen sich diskrete Zustande mit diesen Eigenwerten ausbilden.
Beispielsweise lédsst das Potential bei T' = 15 MeV bis zu fiinf diskrete Zustinde
zu (n=0,1,...,4), wie dies in Abbildung zu erkennen ist, wohingegen bei
einer Temperatur von T = 25 MeV nur noch zwei diskrete Zustiande auftreten
konnen. In Abbildung [£.4) ist die maximale Modenordnung n,., dargestellt, bis zu
welcher sich fiir eine gegebene Temperatur diskrete Zustdnde ausbilden kénnen,
wobei mit ny,.c = 0 nur noch der Grundzustand moglich ist. Hierbei lasst sich
erkennen, dass der Temperaturbereich, in dem sich Zustiande bis zur Ordnung
Nmax ausbilden konnen, mit steigender Temperatur immer grofler wird. Es las-
sen sich zudem in Abbildung die Temperaturen ablesen, bei welchen eine

Modenordnung , herausfallt®. So ist beispielsweise zu erkennen, dass die diskrete

of J
|

10 15 20 25 30 35 40
Tin MeV

Abbildung 4.4: Die maximale Modenordnung n,,.x dargestellt als Funktion der
Temperatur T'.
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Mode der Ordnung n = 4 bei einer Temperatur von 7' = 15,2 MeV ins Kontinuum
iibergeht. Hierbei ist festzustellen, dass die Temperatur, bei welcher auch der
Grundzustand herausfallt, mit T = 38,7 MeV viel geringer ist, als dies in den
Spektralfunktionen, zum Beispiel in Abbildung [3.2b] zu erkennen ist. Der Grund
hierfiir lasst sich an der Regressionsfunktion festmachen, denn diese besitzt
fiir jeden Parameter a nur ein Minimum und kein Maximum. Demnach sind die
in diesem Abschnitt durchgefithrten Fits an die Schrodinger-Potentiale um so
ungenauer, je mehr Einfluss das Maximum im Potential auf das Minimum gewinnt.
Es lésst sich ferner feststellen, dass die Energie des Grundzustandes, welche aus der
Regression gewonnen werden kann, sich mit steigender Temperatur kaum éndert.
Damit kann in diesem Zusammenhang das Absinken der Masse der Vektormesonen,
welches in Abbildung bei der Analyse der Spektralfunktion festgestellt wurde,
in der Analyse des Schrodinger-Potentials nicht reproduziert werden. Hierbei lasst
sich als Begriindung wieder die verwendete Regressionsfunktion angeben, welche
den Einfluss des Maximums im Potential auf die Grundzustandsenergie um so
schlechter wiedergibt, je hoher die Temperatur gewahlt wird.

Abschliefend sind in Abbildung Potentiale im Temperaturbereich von 30 bis
90 MeV dargestellt. Hierbei lasst sich erkennen, dass sich ab einer Temperatur

von etwa 90 MeV kein Extremum mehr ausbildet, womit auch keine Losungen der
Schrédinger-Gleichung (M.1) mit diskreten w? mehr moglich sind.

4.3.2 Naherung fiir kleine Temperaturen

Es soll versucht werden, fiir kleine Temperaturen 7' < ¢ approximative Ausdriicke
fir die in Abbildung[4.2)dargestellten Potentiale zu finden, wobei das diesbeztigliche
Vorgehen [28] entnommen ist. Hierbei wurde schon festgestellt, dass das zentrale
Problem darin besteht, dass fiir die Regge-Wheeler-Koordinaten keine
Umkehrfunktion z(r) hergeleitet werden kann. Es ldsst sich jedoch fur kleine
Temperaturen, also nach Gleichung fiir groBe z,, eine Approximation fiir
z(r) angeben (siehe in Anhang[D.3)). Fiir groBe Werte von z, gilt

5

2r) =r r+0(7"z>.

5.4
5z, 2y
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Mit Hilfe dieser Approximation ergibt sich durch Einsetzen ein analytischer Aus-
druck fiir das Potential (4.16]) als Funktion von r. Entwickelt man diesen um r = 0
und setzt Gleichung ([2.48)) fiir z;, ein, so ergibt sich

3 (4 34 12
U) = 1 + (5T + ) 2 = amiest = (T4 2T ) 10 4 0()

(4.19)

Um auf die Form von U(r) in bestimmten Grenzféllen fiir 7" und r eingehen zu

konnen, wird zu dimensionslosen Groflen tibergegangen:

3 4 34 12
U(p) = [p + (7’4 + 1) p* —Artpt — (2578 + 574) p® + O(pg)] ,

womit fiir den Ausdruck in den Klammern eine Approximation vorgenommen

790
780f
> 770}
=
£
= 7601
750 + Peakposition
— MO =/iTt +!
740 Il Il Il Il Il Il

5 10 15 20 2‘5 30 35 40
Tin MeV
Abbildung 4.5: Die Peakpositionen des ersten Peaks M dargestellt iiber der

Temperatur 7" und die Approximation (4.20) der Peakposition
dargestellt iiber der Temperatur.
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werden kann. Fir 7 < 1 und p < 1 ldsst sich damit folgende Néherung fiir U(p)

angeben

3 4
U(p) = ¢ <4p2 + (574 + 1) p2>

3 4 4 4 2
= et (57 )

wobei im letzten Schritt wieder zu den dimensionsbehafteten Gréfien iibergegangen
wurde. Setzt man &(T) := {/2T* + %, so ergibt sich fir T < ¢ und r < 2 fiir das
Potential (4.16) als Funktion von r

womit die zugehorige Schrédinger-Gleichung in dieser Naherung formal
aquivalent ist zur Schrodinger-Gleichung im Softwall-Modell. Es konnen
also die Losungen und insbesondere die Massengleichung aus Abschnitt [2.3.4]
iibernommen werden, wobei ¢ formal durch ¢ zu ersetzen ist. Fiir die diskreten

Werte w? ldsst sich folgender approximativer Ausdruck angeben:

[4
w24 (n+1)=4(n+1) 5T4 + ct. (4.20)

Hierbei ergibt sich fiir 7" = 0 gerade die Massengleichung aus dem Softwall-
Modell. In Abbildung ist die Approximation zusitzlich zu den Peakpo-
sitionen der ersten Peaks in den Spektralfunktionen aus Abbildung [3.3| dargestellt.
Hierbei ist festzustellen, dass der Graph der Gleichung im Temperatur-
bereich bis T' = 15MeV kaum Verdnderungen zeigt und somit dem Verlauf der
Peakpositionen weitgehend folgt, wohingegen ab einer Temperatur von etwa 20 MeV
starke Abweichungen zwischen der Approximation und den Peakpositionen des
ersten Peaks in der Spektralfunktion auftreten. Dies weist darauf hin, dass das
Verhalten der Peakpositionen, insbesondere deren Absinken ab 17" = 20 MeV, eine
Eigenschaft ist, welche sich erst in Termen hoéherer Ordnung der Entwicklung
(4.19) zeigt.
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4.4 Schrodinger-Form im Huang-Ansatz

In diesem Abschnitt soll die Schrodinger-Gleichung (4.2)) und insbe-
sondere deren Potential fir B(z) = —In (%
Ansatz (3.5) fir das Dilatonprofil untersucht werden. Hierbei werden

die Potentiale fiir verschiedene endliche Temperaturen dargestellt und

) — ¢(2) mit dem Huang-

diskutiert, inwieweit die dimensionsbehafteten Groflen ¢; und ¢y einen

Einfluss auf die Form der Potentiale besitzen.

4.4.1 Das exakte Schrodinger-Potential

Analog zum im Abschnitt beschriebenen Vorgehen, ldsst sich mit der allge-
meinen Form des Potentials und der Gleichung fiir die Regge-Wheeler-
Koordinaten, das Schrodinger-Potential fiir den Huang-Ansatz (3.5)) graphisch
darstellen. Dazu setzt man den Dilaton-Ansatz in das allgemeine Potential
(4.3]) ein, womit folgt

3 4c5
U(z) = f*(2) [422 — 4322 4 S5+ (4 5+ c‘f) 22Q%(2) + (;22 + 20%03) 2Q(2)
1

3
- (4 +2 cac%) #Q%(2) ~ 282 (2) + CSZGQ‘“Z)]

1

+2f(z) (j + 2?0?@(2) + zicg (1 - Qz(z))) , (4.21)

h h h
wobei f(z) = 1—% und Q(z) = tanh (%) bezeichnen. Es sei dabei wieder darauf
hingewiesen, dass obiges U(z) nur genau dann das Potential der Schrodinger-
Gleichung ist, wenn es bei z = z(r) ausgewertet wird.

Als erstes soll das Temperaturverhalten des Schrodinger-Potentials im Huang-
Ansatz des Dilatons fiir ¢; = ¢ = 391 MeV betrachtet werden. In Abbildung
ist hierfiir das Potential mit ¢; = ¢ = 391 MeV fiir verschiedene Tempera-
turen von 0 bis 30 MeV dargestellt. Hierbei lasst sich erkennen, dass sich analog
zur Darstellung ein Minimum im Potential bildet, wobei der Verlauf des
Potentials um das Minimum im vorliegenden Huang-Ansatz deformiert wird. Diese
Deformation andert sich jedoch kaum unter Variation der Temperatur im Bereich
von 0 bis 30 MeV. Fir T' = 0 entsteht ein Potential, welches fiir grofle Werte von w

unbeschrénkt ist, womit beliebig viele diskrete Losungen der Schrodinger-Gleichung
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Abbildungen 4.6: Das Potential U der Schrédinger-Form der
Bewegungsgleichung im Huang-Ansatz fiir das Dilaton dar-
gestellt als Funktion der Regge-Wheeler-Koordinate r fir
verschiedene Temperaturen mit ¢; = co = 391 MeV.

(a) Temperaturen von 0 bis 30 MeV,
(b) Temperaturen von 30 bis 150 MeV.

moglich sind. Hingegen bildet sich fiir endliche Temperaturen rechts vom Minimum
ein Maximum, welches die Anzahl der moglichen diskreten Moden, welche sich in
diesem Potential ausbilden kénnen, nach oben beschriankt. Dies wurde in dhnlicher
Weise auch schon beim KKSS-Ansatz im Abschnitt diskutiert. Fir steigende
Temperaturen verschiebt sich das Maximum immer weiter zu niedrigeren r, wobei
die Hohe des Maximums abnimmt.

In Abbildung ist das Schrodinger-Potential fiir ¢; = ¢ = 391 MeV und
verschiedene Temperaturen von 30 bis 130 MeV dargestellt. Es lasst sich dabei
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erkennen, dass das Maximum bedeutend langsamer abnimmt, sobald es die oben
angesprochene Deformation des Minimums passiert. Damit bleibt das Minimum,
anders als im KKSS-Model, ldnger bestehen und wird erst bei etwa T' = 120 MeV
durch das Maximum kompensiert, womit sich fiir 7" > 120 MeV keine diskreten

Moden mehr ausbilden kénnen. Als nachstes soll der Einfluss der Skala ¢y auf

le6
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=
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N — ¢, =400.0 MeV
>
s — ¢, =450.0 MeV

1.0 R
< — ¢, =500.0 MeV
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Abbildungen 4.7: Das Potential U der Schrodinger-Form der

Bewegungsgleichung im Huang-Ansatz fiir das Dilaton darge-
stellt als Funktion der Regge-Wheeler-Koordinate r fiir ver-
schiedene Werte von co bei ¢; = 391 MeV und T = 20 MeV.
(a): Skalen ¢y von 125 bis 300 MeV,

(b): Skalen ¢z von 400 bis 550 MeV.

die Form des Potentials bei festem ¢; = 391 MeV untersucht werden. Dazu ist in
den Abbildungen [4.7] das Schrodinger-Potential fiir verschiedene ¢, und eine
feste Temperatur von T" = 20 MeV dargestellt, wobei Abbildung Potentiale
mit co < ¢; und Abbildung [4.7D] Potentiale mit ¢y > ¢; zeigt.
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le5
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Abbildung 4.8: Das Potential U der Schréodinger-Form der Bewegungsgleichung
im Huang-Ansatz fiir das Dilaton dargestellt als Funktion
der Regge-Wheeler-Koordinate » mit T = 20MeV und
c1 = 391 MeV fiir verschiedene Werte von ¢y im Bereich 400
bis 550 MeV.

Im Fall ¢ < ¢; lésst sich feststellen, dass die oben angesprochene Deformation im
Potentialverlauf um das Minimum mit sinkendem ¢, eine Verbreiterung des Poten-
tials um das Minimum bewirkt. Das Maximum im Potential, welches die Anzahl
der moglichen diskreten Moden nach oben beschrankt, wéchst mit sinkendem ¢,
erst etwas an, und wird fir ¢, < 200 MeV immer kleiner. Fiir ¢ = 0 reduziert sich
das Potential auf den Fall ohne Dilaton. Der Grund hierfiir ist, dass das Dilaton
im Huang-Ansatz fiir ¢, = 0 verschwindet und somit der Ansatz zur
konformen Deformation der AdS-BH-Metrik zu einer identischen Abbildung wird.
Im Fall ¢y > ¢; lasst sich in Abbildung @ erkennen, dass die Variation von ¢y
keinen Einfluss mehr auf das Maximum im Potential besitzt. Jedoch wird der
Verlauf des Potentials um dessen Minimum stark deformiert. In Abbildung
ist hierzu ein Ausschnitt der Abbildung um das Minimum im Schrédinger-
Potential dargestellt. Es lasst sich dabei erkennen, dass sich fiir steigende ¢, ein
zusatzliches Maximum und damit ein weiteres Minimum bildet. Dieses zuséatzliche
Maximum verschiebt sich dabei mit steigenden ¢, zu kleineren r und verschwindet
fiir ¢o > 550 MeV vollstandig im globalen Anstieg des Schrodinger-Potentials bei
r — 0. Das Verhalten bei sehr grofien ¢, wurde dabei fiir den Fall 7" = 0 schon in
Abschnitt diskutiert, wobei sich das Schrodinger-Potential im Huang-Ansatz
auf das Potential im KKSS-Ansatz reduziert. Auch im vorliegenden Fall
endlicher Temperaturen ergibt sich fiir grofle ¢o > ¢; das Schrodinger-Potential im
KKSS-Ansatz , denn fiir grofle Argumente im Tangens Hyperbolicus reduziert
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sich das Huang-Dilaton ({3.5)) gerade auf das KKSS-Dilaton (3.4)).
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(b) ¢z = 500 MeV

Abbildungen 4.9: Das Potential U der Schrédinger-Form der
Bewegungsgleichung im Huang-Ansatz fiir das Dilaton dar-
gestellt als Funktion der Regge-Wheeler-Koordinate r fiir
verschiedene Temperaturen und ¢; = 391 MeV, jeweils mit
co = 250 MeV, sowie mit ¢y = 500 MeV.

Weiter soll untersucht werden, inwiefern die Félle ¢ < ¢; und ¢3 > ¢; einen
Einfluss auf das Temperaturverhalten der Schrodinger-Potentiale haben. Dazu
sind in den Abbildungen exemplarisch Potentiale jeweils mit co = 250 MeV
beziehungsweise mit co = 500 MeV fiir verschiedene Temperaturen dargestellt.

Im Fall ¢ < ¢ lasst sich in Abbildung erkennen, dass fiir steigende Tempera-
turen das Maximum im Potential kleiner wird und sich zu kleineren r verschiebt.
Ab einer Temperatur von 7" = 110 MeV wird das Minimum durch das Maximum

kompensiert, womit das Potential fir 7" > 110 MeV kein Extremum mehr aus-
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bildet. Dieses Verhalten ist dabei dhnlich den Beobachtungen, welche schon im
KKSS-Ansatz des Dilatons in den Abbildungen gemacht wurden.

Zum Fall ¢5 > ¢; ist das Schrodinger-Potential in Abbildung bei ¢, = 500 MeV
fiir verschiedene Temperaturen 7" von 30 bis 150 MeV dargestellt. Hierbei lasst
sich feststellen, dass sich bei T' = 30 MeV im Verlauf des Minimums im Potential
ein zweites Maximum bildet und somit das Schrodinger-Potential zwei Minima
besitzt. Das rechte Minimum wird dabei bei einer Temperatur von 7' = 70 MeV
durch das rechte Maximum kompensiert. Das linke Minimum wird mit steigenden
Temperaturen zwar angehoben, bleibt jedoch bis etwa T" = 160 MeV bestehen.
Anders als der KKSS-Ansatz , bietet der Huang-Ansatz des Dilatons
durch die zweite Skala co mehr Einstellungsmoglichkeiten fiir das Verhalten der

Peaks in der Spektralfunktion.

4.4.2 Naherung fiir kleine Temperaturen

Im Abschnitt wurde das Schrodinger-Potential im KKSS-Ansatz des Dila-
tons bei kleinen Temperaturen untersucht. Analog soll im vorliegenden Abschnitt
versucht werden, eine Naherung an das Potential fiir kleine Temperaturen im
Huang-Ansatz zu finden. Dazu wird wieder folgende Naherung fiir die Umkehr-

funktion z(r) bei T < ¢; verwendet:
2(r)=r— —

welche im Anhang[D.3|hergeleitet wird. Setzt man diese Naherung in das Schrédinger-
Potential (4.21)) ein und entwickelt um r = 0, so ergibt sich unter Verwendung
von ([2.48))
3 4 4 4\ 2 6
U(r):fﬂ+ =T T% —dey ) re + O(r°).
Zur genaueren Abschitzung dieses Ausdrucks, geht man zu dimensionslosen Grofien

pi=corund 7 := % tiber, womit das Potential U (r) folgendermafien umgeschrieben

wird:

Ulp) = & (3 + (47#74 1)+ 0@6)) |
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Vernachldssigt man nun fiir p < 1 die Terme O(r®), so ist zu erkennen, dass fiir

3
4p2
Konstante b entsteht. Wie schon in Abschnitt diskutiert wurde, besitzen

Potentiale dieser Form keine reelle positive Extremstelle, womit sich in dieser

T K 1, oder aquivalent T' < ¢y, ein Potential der Form — bp?, mit positiver

quadratischen Abschéitzung des Potentials U(r) keine Naherung an die diskreten
Werte fiir w? finden lisst. Das Auftreten eines Minimums im Potential (4.21]) und
damit das Vorkommen von diskreten Losungen der Schrodinger-Gleichung (4.2)

scheint sich im Huang-Ansatz erst in Termen der Ordnung r° und hoher zu zeigen.



5 Zusammenfassung und Ausblick

In der vorliegenden Arbeit wurde die Spektralfunktion von Vektormesonen bei
endlichen Temperaturen mit Hilfe holographischer Methoden bestimmt. Motiviert
durch das Vorgehen in [8, 9] 28, 29] wurden hierzu Vektorfelder auf einem fiinfdi-
mensionalen Raum betrachtet, welchen man sich als einen Anti-de Sitter-Raum
erweitert um ein schwarzes Loch vorstellen kann. Zum Erzeugen eines diskreten
Energiespektrums wurde vor diesem Hintergrund die in [23] vorgestellte Erweite-
rung der Wirkung im fiinfdimensionalen Raum mittels eines Dilatons verwendet
und diese als konforme Deformation dieses Raumes reinterpretiert, wobei die
Wechselwirkung des Dilatons mit dem umgebenen Raum vernachlassigt wurde.
Fiir das so eingebrachte Dilaton wurden zwei verschiedene ad hoc Profile ange-
setzt: der KKSS-Ansatz aus [23], wobei [9] 28] nachgezeichnet wurden und der
Huang-Ansatz aus [26]. Fir diese beiden Ansitze wurden die Spektralfunktionen
numerisch berechnet.

Dabei wurde unter anderem festgestellt, dass sich die Peaks in der Spektralfunktion
im KKSS-Ansatz fiir steigende Temperaturen zu kleineren Energien verschieben,
wobei sich ein zu extremes Temperaturverhalten und eine zu geringe Dissozia-
tionstemperatur der betrachteten Vektormesonen einstellt, was schon in [§], 9]
diskutiert wurde. Ferner wurden mégliche Griinde fiir dieses Verhalten angegeben,
womit sich auch ein mogliches weiteres Vorgehen zur Verbesserung ergibt. Fiir
den Huang-Ansatz konnte festgestellt werden, dass sich ein dahnliches Verhalten
der Peakpositionen unter Verdnderung der Temperatur einstellt, wie schon beim
KKSS-Ansatz. Hierbei ermoglicht die mit dem Ansatz verbundene Einfithrung
einer zweiten Skala weitere Einstellungsmoglichkeiten beziiglich der Position des
ersten Peaks und damit der Grundzustandsenergie.

Zur weiteren Evaluation des Temperaturverhaltens wurden, wieder motiviert durch

die Arbeiten [, [9] 28| 29], die Bewegungsgleichungen der Vektorfelder im fiinfdi-

77
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mensionalen Raum in die Form einer stationdren Schrodinger-Gleichung tibertfiihrt.
Damit konnten Schréodinger-Potentiale identifiziert und somit Aussagen tiber die
Moglichkeit eines diskreten Energiespektrums bei steigenden Temperaturen ge-
wonnen werden.

Hierbei konnte durch Fitten der Potentiale im KKSS-Ansatz angegeben werden, bei
welchen Temperaturen die jeweiligen Moden ,herausfallen“. Es wurde festgestellt,
dass diese Angaben nur fir kleine Temperaturen mit den Beobachtungen in den
Spektralfunktionen kompatibel sind, was auf die verwendete Regressionsfunktion
zuriickgefithrt wurde. Weiter ist eine Nédherung des Schrodinger-Potentials im
KKSS-Ansatz fiir kleine Temperaturen gefunden wurden, welche eine analyti-
sche Losung der Schrodinger-Gleichung und damit die Angabe eines analytischen
Ausdrucks fiir die diskreten Energien im Spektrum ermoglicht. Wie nicht anders
zu erwarten war, ist diese Naherungsformel ebenfalls nur fiir kleine Temperatu-
ren mit den Beobachtungen in der Spektralfunktion kompatibel. Vor allem das
Absinken der Grundzustandsenergie konnte weder mit den Fits an die exakten
Schrodinger-Potentiale, noch durch die Naherung fiir kleine Temperaturen nachge-
wiesen werden.

Fiir das Schrodinger-Potentiale im Huang-Ansatz des Dilatons wurden fiir endliche
Temperaturen bestimmt und qualitativ untersucht. Dabei wurde der Einfluss der
zweiten Skala in diesem Ansatz auf den Verlauf der Potentiale diskutiert. Es wurde
weiter festgestellt, dass im Gegensatz zum KKSS-Ansatz, fiir kleine Temperaturen
keine quadratische Néherung fiir die Potentiale im Huang-Ansatz gefunden werden
kann und somit eine storungstheoretische Behandlung notwendig wird. Zusétzlich
konnten fiir den Spezialfall bei 7' = 0 allgemeine Voraussetzungen festgestellt
werden, welche Dilatonprofile erfiillen miissen, damit sich bei 7' = 0 ein diskretes
Massenspektrum einstellt und dieses eine bestimmte Form besitzt.

Fiir die in dieser Arbeit dargelegten Methode zur Berechnung der Spektralfunktion
von Vektormesonen bei endlichen Temperaturen lassen sich folgende notwendige

Verbesserungen vorschlagen:

« Mit Hilfe der im Anhang[A] und im Abschnitt [4.1] hergeleiteten allgemeinen
Formeln lésst sich die Berechnung der Spektralfunktion sowie der zugehorigen

Schrodinger-Form auch auf andere vorgegebene Dilaton-Profile anwenden.

o Die Einfithrung des Dilatons, als konforme Deformation der Metrik in Ab-
schnitt sollte ersetzt werden durch eine Betrachtung des Dilatons als
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dynamisches Feld mit einem nicht-trivialen Potential, womit die im Abschnitt
bestimmten Funktionen A und f nicht mehr unabhingig vom Dilaton

waren.
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ANHANG A

Vektorfelder auf Riemann-Raumen

A.1 Skalarfelder auf Riemann-Raumen

Man betrachte ein reelles klassisches Skalarfeld ¢ auf einem d-dimensionalen
Riemann-Raum mit der Metrik g,,,, wobei m,n = 0,...,d. Dieses Skalarfeld ¢

soll dabei beschrieben werden durch die Wirkung

Socal = /ddx \/E; (97" Ompdup — 1*0%) =: /ddx L, Omep), (A1)

wobei p einen Massen-Parameter und £ die Lagrange-Dichte fiir ¢ bezeichnet.

Um die Dynamik von ¢ zu beschreiben, verwendet man die Euler-Lagrange-

Gleichung

oL oL

et Wi |

dp T 0(0ap)
mit a = 0, ... ,d, welche sich aus dem Verschwinden der ersten Variation von S,.u
ergibt.

Man erkennt nun sofort

% = =g p.
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Ferner ergibt sich

oL gm0
90~ VT 30 )
. g"" (0 (Onyp) 0 (Onp)
—VI (maaso) O G ) )

mn

= Vg (8,00 + 87,0
Y

= (9" Opo + g"" Omp)

— \/ggan L.

Damit folgt fiir die Bewegungsgleichung fiir das obige Skalarfeld

1
7am ggmn n + 2 .
75 (V9 ©) +ptp

A.2 Bewegungsgleichungen

Es bezeichne A,, ein klassisches masseloses abelsches Vektorfeld auf einem d-
dimensionalen Riemann-Raum mit der Metrik g,,,, wobei wieder m,n =0, ..., d.

Beschrieben werden soll dieses Vektorfeld durch die Wirkung
S = — / dy \f g G o = / 4%z L( A, OpAr), (A.2)

wobei F,,,, = 0, A, — 0, A,, den Feldstirketensor und L die Lagrange-Dichte fiir
A,, bezeichnen. Man beachte, dass eigentlich beim Ubergang vom flachen in den
gekrimmten Raum die partielle durch die kovariante Ableitung ersetzt werden

muss
OmAn — DAy i= 0 A, — I Ay,

wobei It = 97“ (Omin + OnGim — O1gmn) die Christoffel-Symbole bezeichnen, fiir
welche I'® = I'*  oilt. Wegen der Antisymmetrie von F,, in den Indizes fallen

die Zusatzterme jedoch weg:

Fpn = DA, — Dy Ay, = 0 Ay — T Ay — 0, Ay + TF Ay = O An — 0 Ap.
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Wie schon beim Skalarfeld, wird die Dynamik von A,, beschrieben durch die
Euler-Lagrange-Gleichung, welche sich aus dem Verschwinden der ersten Variation

von Sy ergibt

oL oL

-0 =0
04, Fo(0pA)
mit k,l =0,...,d. Es folgt nun termweise:
oL
— =0
0A; ’

wie es fir ein masseloses nichtabelsches Feld zu erwarten ist. Ferner findet man

0L T e O (Fun P )

a4 47 T T aoA)
1! 0OA) DA )T

VI ! o’ <8(8m/An/) 8(8n/Am,)>
+ — o _
TR 9 (Ox A1) PICYD

a(d

und mit 8(5227)) = 6k 6! ergibt sich
— (gf - M g o [(55,5L— 8568, ) Py + (38 — 5518%,) P
_ \Zlg [(gkm’gln’ - glm’gkn/) Fos + (gkmgln . glmgkn) an} )

Benennt man nun folgendermaflen um: m’,n’ — m,n, so ergibt sich

oL VI o km Im_k
B (OpAy) 1 [ g9 g9 }

— \/ggkmglnan

Hierbei wurden beim letzten Schritt im zweiten Term m < n umbenannt und
ausgenutzt, dass F,,, = —F, gilt. Setzt man dies in die Euler-Lagrange-Gleichung

ein, so folgt

0 =0 (\/ﬁgkmgl"an) ) (A.3)
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Spezialfall: konform flache Metriken

In diesem Abschnitt sollen Vektorfelder auf einer Klasse von fiinfdimensionalen
Riemann-Raumen diskutiert werden, welche sich bis auf einen Faktor nicht von
einem flachen Raum mit der Signatur (1,4) des AdSs unterscheiden. Mit Blick auf
Untersuchungen im AdSj5 soll ein flacher fiinfdimensionaler Riemann-Raum mit
der Metrik (n,,y) = diag (1, — 1, — 1, — 1, — 1) betrachtet werden, welcher durch
einen konformen Faktor e2? deformiert wird. Der so entstehende Raum besitzt
die Metrik

(gun) = e*P (Marw) 5 (A.4)

welche als konform flach bezeichnet wird. Dabei kann der vorkommende konforme
Faktor e” eine Funktion der Koordinaten sein, wobei hier, wieder motiviert durch
die AdS-Metrik (2.8), nur eine Abhéngigkeit zur holographischen Koordinate
betrachtet werden soll: B = B(z). Aus obiger Metrik (g,,y) bestimmt man

Vg = y/det (garw) = VeloP =%,
sowie die inverse Metrik
(QMN) = (gMN)_l =e (UMN) mit (TIMN) = (Muw) -

Setzt man also die konform flache Metrik in die Gleichung (A.3)) ein, so folgt

0= 0 (\/ggLMgKNFMN)
— Ok (653674377LM77KNFMN )

=0k (eBnLMUKNFMN) ’
womit fiir eine konform flache Metrik die Bewegungsgleichung die Form erhalt

0= e "N ((OxB) Fyry + O Fun ) - (A.5)
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Spezialfall: BH-Metriken

Im Folgenden sollen Vektorfelder auf einer Klasse fiinfdimensionaler Riemann-
Réaume betrachtet werden, welche aus einer Metrik der Form (A.4]) durch Einftigen
eines schwarzen Lochs, vermittelt durch die Blackess-Funktion f(z), entstehen.

Dabei wird das Linienelement angesetzt als

M 2B 2 < dz?
ds* = (gyn) deMda™ = e < z)dt ;( ) f(z)) . (A.6)
Motiviert wird dieser Ansatz durch die bekannte Form der Schwarzschild-Metrik,
wobei die holographische Koordinate als Radialkoordinate interpretiert wird. Die
Position des Ereignishorizontes z;, wird definiert als der kleinste Wert fiir z, fiir
welchen die Blackness-Funktion f(z) eine einfache Nullstelle besitzt. Es soll nun die
Bewegungsgleichung in obiger Metrik fiir verschiedene freie Indizes skizziert

werden:
i) L=z
0 =0k (*Pg™Mg" N Fy ).

Da die Metrik g,,, diagonal ist, fallen in der Summe tiber M alle Summanden

bis auf den Fall M = z weg, womit folgt

wobei iiber ¢ = 1, 2,3 summiert wird. Betrachtet man wieder das Wegfallen
aller Summanden fiir nicht auf der Diagonale liegenden Elemente der Metrik,

so folgt

0= _633f (gttatht - gZ]aZFZj> - az (enggzzez> )
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wobei iiber i,7 = 1,2,3 summiert wird. Wegen der Schiefsymmetrie von
Fy;n in den Indizes gilt F,, = 0, womit der letzte Term wegfallt und somit
folgt

0=c” (fO'F.i — OF.) . (A.7)
i) L=t
0= 0 (€5BgtMgKNFMN) _

Beachtet man wieder das Wegfallen aller Summanden fiir nicht auf der

Diagonale liegende Elemente der Metrik, so folgt

0= dx (€5BgtthNFtN)

EL AN
= Ok 79 Fin

LN BB ELN
=0, (fg FtN) +0; <fgl FtN) + 0. <fgz FtN)

3B e3B 3B
=0, (fg Ftt) + 0; <fngtj> + 0. (JCQZZth) :

Wieder gilt Fy; = 0, womit der erste Term verschwindet:

€B ; B
0= —78’& — 0. (¢"F.), (A.8)

wobei tiber ¢ = 1,2, 3 summiert wird.

i) L=i(=1,23):

0= 0 <€5BgngKNFMN> ‘
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Wieder fallen alle Summanden fiir nicht auf der Diagonale liegende Elemente

der Metrik weg, womit folgt:

0= i (P49 N Fy, )
= 0 (P9 " Fiy)
=0, (g Fiv ) = 0; (PN Fiy ) = 0. (?Pg Fiy )
= — [P g 0 Fy + €2 g0, Fy + 0. (g . )|
B

_ —efatFit +eP0'Fy+ 0. (" fF). A9

wobei tber [ = 1,2, 3 summiert wird.

A.3 On-shell-Wirkungen

Man betrachte ein masseloses abelsches Vektorfeld V), auf einem fiinfdimensionalen
Riemann-Raum, welcher durch die Metrik g,,, beschrieben wird. Die Dynamik

dieses Vektorfeldes soll beschrieben werden durch die Wirkung
Svec = - / de \{lggMM/gNN,FMNFM’N’v

wobei Fy;y = 0y Vy — Ox V), . Im Abschnitt wurde die Bewegungsgleichung
(A.3) des Vektorfeldes hergeleitet, wobei sich ergab

0= 0k (\/EQKMQLNFMN) :

Die On-Shell-Wirkung entsteht, wenn diese Bewegungsgleichung in obige Wirkung
eingesetzt wird. Motiviert wird dieses Vorgehen dadurch, dass fiir die Operator-

Feld-Dualitat nur Teile der Randwerte obiger Wirkung bendétigt werden und der
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Rest durch die Bewegungsgleichung wegfallt. Man betrachte dazu den Integranden
der obigen Wirkung:

\/EQMMIQNN/FMNFM/N' = \/ggMMIQNN, (8MVN — OV ) Fypne
= Oy (\/_QMM/ NN/VNFM’N’>
— VnOu (\/_QMM NNIFM’N’)
— Oy (\/_QMM/ NN VMFM’N’>
+ ViOn (\/_QMM/ NN M’N’)

Der zweite und der vierte Term fallt aufgrund der Bewegungsgleichung weg. Es

folgt damit

\/ggMMl NN/FMNFM/N’ O (\/ﬁgMMIQNN/VNFM'N/)
—On (\/EQMM,QNNIVMFM'N')
= QaM (ﬁgMM,gNN/VNFM/N/) )

wobei im letzten Schritt im zweiten Term M <+ N und M’ <+ N’ umbenannt und
Fynv = —Fy ausgenutzt wurde. Damit ergibt sich also die On-Shell-Wirkung

1 ! !
Gon-shell _ —§/d5x O (\/ggMM gy VNFM’N’> ' (A.10)

Spezialfall: konform flache Metriken

Es soll nun die On-Shell-Wirkung fiir den Fall konform flacher Metriken spezifiziert
werden. Setzt man eine Metrik der Form (A.4) in die On-Shell-Wirkung (A.10))

ein, so folgt

_ / ’
Gon-shell _ / & Oy (B NNy FM’N’)

wobei (n,,y) = diag(1,—1,—1,—1,— 1) und B = B(z) den konformen Faktor
der Metrik bezeichnet. Man teilt die M-Summation in z-Anteile und p-Anteile auf
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und integriert den jeweils anderen Teil, womit sich zwei Arten von Randtermen

ergeben:
1 / 1 /
Son-shell _ —i/dSLE az (GBT]ZZUNN VNFZN’) _ §/d5$ au <€BnMVnNN VNFVN’>

_ —;/d‘lx (eananN'VNFZN,>

z€0T

— ;/dz (eBn“”nNN/VNFVN/)

zreC

Dabei bezeichnet 7 ein Intervall fiir z und somit dZ dessen Randpunkte. Ferner
bezeichnet C eine Randflache fiir die restlichen Koordinaten, welche im Fall
des Minkowski-Raums gerade dem Fall |z#| — oo entspricht. Mit Blick auf
die Operator-Feld-Dualitit werden folgende Eigenschaft fiir das Vektorfeld V),

gefordert:
l&re% V,=0 (Regularitét der Randtheorie), (A.11)
V.=0 (Strahlungseichung). (A.12)

Damit reduziert sich die On-Shell-Wirkung auf

Son—shell _ ;/d4x (eBT]'uyvpanV)

z€0T

Spezialfall: BH-Metriken

In diesem Abschnitt soll die On-Shell-Wirkung fiir den Fall einer allgemeinen BH-
Metrik spezifiziert werden. Dazu setzt man die BH-Metrik (A.6]) in die allgemeine
Form der On-Shell-Wirkung (A.10]) ein und erhélt:

Gon-shell 1 / &z [az (6377ZZ77NN,VN FzN’) +9, (eBﬁWﬁNN/VN Fun )}

_ —f/d4x (eBﬁZZﬁNN’VN FzN/)

z€0T

zeC
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wobei (7,,y) = diag (f, —1,—1,— 1, — f~!) bezeichnet. Wieder mit Blick auf
die Operator-Feld-Dualitit werden hier fiir das Vektorfeld V), die Eigenschaften
und gefordert. Damit fallt jedoch der zweite Term in obiger On-
Shell-Wirkung weg und es folgt

on-she 1 - /
gonshell — 5/0[43: (fe BgNNVNFzN/)

z€0T

- ; / d'z (fePg™V,0.V,)

)
z€0T

wobei (gW) = e*Pdiag (f, — 1, — 1, — 1) bezeichnet.



ANHANG B

Vektorfelder im AdS-BH ohne Dilaton

Im Abschnitt wurde die Behauptung aufgestellt, dass sich fiir Vektorfelder
im AdS-BH ohne Dilaton, trotz der Beschrankung der holographischen Koordinate
durch eine Black-Brane, kein diskretes Energiespektrum w? einstellt. Das Ziel in
diesem Abschnitt ist es, diese Aussage zu zeigen.

Man betrachte also ein abelsches Vektorfeld vor dem Hintergrund eines AdS-BH,

welches beschrieben wird durch eine Wirkung der Form
S = —/d59€ \{FQMMIQNNIFMNFM'N',

wobei Fiyyn = Oy Ay —On Ay den Feldstérketensor bezeichnet und g,, 5 gegeben ist
durch die im Abschnitt eingefithrte AdS-BH-Metrik ([2.39)) mit den Funktionen

(2.46)) und ([2.47)).
Im Anhang [A.2) werden die Bewegungsgleichungen (A.7)), (A.8) sowie (A.9) eines

abelschen Vektorfeldes in einem Riemann-Raum mit beliebigem konformen Faktor
€28 und beliebiger Blackness-Funktion f hergeleitet. Weiter wird im Abschnitt
gezeigt, dass sich im Ruhesystem (p*) = (—w,0,0,0) diese Bewegungsgleichungen

reduzieren auf

2

0.f(2) w
f2(2)

f(2)

Hierbei bezeichnet V;(w,z) die rdumlichen Komponenten des betrachteten Vektor-

0= 0?Vi(w,z) + <8ZB(2) + ) 0. Vi(w,z) + Vi(w,2). (B.1)

feldes im Impulsraum. Um Aussagen iiber Losungen mit diskreten w,, zu gewinnen,
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wurde Gleichung (B.1)) im Abschnitt auf die Form einer Schrodinger-Gleichung

transformiert:
=i + U(r)h; = Wiy, (B.2)

wobei r die Regge-Wheeler-Koordinate (siehe dazu Anhang |D.3)) und U(r) das

Schrodinger-Potential bezeichnet, welches gegeben ist durch

0?8 (0,B)’

U(r) 5 1

(B.3)

Ist dabei ¢;(w, r) Losung der Schrodinger-Gleichung (B.2)), so ist

_B(r(=z)

Vilwz) = e bi(r(z))

Losung von Gleichung , wobei die Regge-Wheeler-Koordinate r(z) gegeben
ist durch Gleichung . Es wurde hierbei schon erwahnt, dass nur genau dann
Losungen der Schrodinger-Gleichung mit diskreten Werten fiir w? existieren,
wenn das Potential mindestens ein Minimum besitzt.

Wie beispielsweise im Abschnitt argumentiert, lasst sich das Potential
mit Hilfe des Ausdrucks fir die Regge-Wheeler-Koordinaten als Funktion

der holographische Koordinate z schreiben:

9.B(2).

0?B(z) | (0.B(2))*\ | f(2)0.f(2)
> "1 >+ 2

06 = )

Spezialisiert man letzteren Ausdruck fiir U(z) auf den AdS-BH, das heifit, setzt
man B(z) = A(z) = —1In (%) und f(z) =1-— j—i ein, so folgt
h

CLf.f) 1f
Ve =5 " "1
RN VERE
2\ 2 4\ 28 2 22
725 322 1
_ Ltz oE B.4
428 2z 422 (B4)
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Als notwendige Bedingung, dass das Potential U(z) mindestens ein Extremum
besitzt, muss dessen erste Ableitung verschwinden. Diese Forderung fithrt auf die

Bedingung

2\% 2/z2\* 1
o N (e Z=0. B.5
<2h> 7 <Zh> + 2 ( )
Die Gleichung (B.5)) besitzt dabei fiir kein reelles zj, eine reelle positive Losung.
Insbesondere besitzt damit das Potential (B.4]) keine reelle positive Extremstelle,

womit sich im Fall des AdS-BH fiir die Schrodinger-Gleichung (B.2)) keine Losungen

zu diskreten Werten von w? finden lassen.



ANHANG C

Begriffe der allgemeinen Relativitatstheorie

Im folgenden Anhang werden Aussagen und Notationen der allgemei-
nen Relativitatstheorie zusammengetragen, welche in der vorliegenden
Arbeit verwendet werden. An dieser Stelle wird dabei nicht auf die
grundlegenden Definitionen der Riemannschen Geometrie eingegangen,

sondern stattdessen auf die Einfithrungen [20, 25] 34] verwiesen.

C.1 Grundlegende Definitionen

Sei M ein d-dimensionaler Riemann-Raum mit Metrik g,,,, dann hei3t (M, ;)
Raumzeit mit kosmologischer Konstante A, wenn die Metrik g,,, folgende Einstein-

Gleichungen erfiillt:

1 1
R,.,— =R =-A C.1
mit m,n =0,...,d — 1. Hierbei bezeichnet R = ¢"™"R,,,, den Ricci-Skalar und
7zmn = al]—ilmn - 8nrlml + Fsmnplsl - Fsml Flsn (CZ)

den Ricci-Tensor, wobei die Christoffel-Symbole 1'%~ gegeben sind durch

sl
Fsmn = g? (angml + amgnl - algmn) . (03)
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Kontrahiert man Gleichung ((C.1)) mit g™" von rechts, so folgt fir den Ricci-Skalar
R=—-A (C.4)
Setzt man Gleichung (C.4)) wieder in die Einstein-Gleichung (C.1)) ein, so ergibt

sich

A

Hierbei ist Gleichung ((C.5|) dquivalent zur Einstein-Gleichung (C.1]).

C.2 Christoffel-Symbole diagonaler Metriken

In der vorliegenden Arbeit werden ausschliefllich diagonale Metriken betrachtet,
das heifit es gilt

Imn = 0, falls m # n.

Mit dieser Voraussetzung lassen sich die Christoffel-Symbole (|(C.3)) vereinfachen,
wobei drei verschiedene Falle auftreten konnen. Im Folgenden wird nicht die

Einsteinsche Summenkonvention verwendet.

i) Fir die Indizes von I8 gilt m # n, m # s und n # s:

sl sl

s g g
an = Z 7 (angml + 8mgnl - algmn) = Z 7 (8ngml + 8mgnl) )
1 1
wobei g, = 0 fiir m # n verwendet wurde. In der Summation iber [
verschwinden nun alle Terme, fir welche [ # s gilt, womit folgt
_9
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i) Fir die Indizes von I'*, = gilt m = n # s:

sl

s g
me = Z ? (amgml + amgml - algmm)
l

Ss

g
1

= ——g™0.g,. .
2g ngm

tit) Fur die Indizes von I gilt s = m:

ml
m g
r mn Z 7 (angml + amgnl - 8lgmn)
l
_ 1 mm

Fihrt man g,, := g,,,, als Bezeichnung fiir die Diagonalelemente der Metrik ¢,
und 0,,F' =: F,,, als Abkiirzung fiir die partielle Ableitung einer Funktion F' ein,

so gilt zusammengefasst fiir die Christoffel-Symbole

re. =0 fir s £m #n # s, (C.6)
rs. .= —%gm,s fir m # s, (C.7)
rr. .= %gm,n fur alle m, n. (C.8)

C.3 Ricci-Tensor diagonaler Metriken

Da in der vorliegenden Arbeit nur Ricci-Tensoren von Metriken betrachtet werden,
welche die Einstein-Gleichung (C.1)) erfiillen, gilt fir m # n

A
Rmn - mgmn - 07

wobei im ersten Schritt Gleichung (C.5)) und im zweiten Schritt die Diagonalform

der Metrik verwendet wurde. Es geniigt also die Diagonalelemente des Ricci-Tenors
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zu betrachten.

Mit Hilfe der im Abschnitt gefundenen Ausdriicke bis der Christoffel-
Symbole fiir diagonale Metriken lassen sich die Diagonalelemente des Ricci-Tensors
(C.2) ebenfalls vereinfachen. Hierbei wird wieder keine Einsteinsche Summenkon-

vention verwendet:

Rnn = Z (Flnn,l - Flnl,n) + Z (ann Flsl - snl Flsn)

s,l

l
- Z (Flnn,l - Flnl,n) +Z (annrlsl _anlplsn>
l#n l;én
+Z(F5nnpnsn _annpnsn)a

wobei in der letzten Summe jeder Summand einzeln verschwindet. Es folgt weiter

Rnn = Z (Flnn,l - Flnl,n) + Z (ann Flsl - S'nl Flsn)

l;én l#n
s#lL
+Z<Fl’rmplll _Flnlplln)'
l#n

Betrachtet man separat die zweite Summe, so folgt

Z(annplsl_ Snl[’lsn)zzpsnnplsl_Zpsnlplsn

l#n l#n l#n
s#l s#l s#l
o S ! m !
_Zrnnpsl_zpnlrnrm
I#n l#n
s#£l

wobei im letzten Schritt verwendet wurde, dass in der zweiten Summe alle Sum-
manden mit s # n nach Gleichung (C.6|) verschwinden. Zusammenfassend lassen
sich also die Diagonalelemente des Ricci-Tensors fiir diagonale Metriken schreiben

als

Rnn :Z(Flnn,l _Flnl,n +Flnnplll _Flnlplln _[mnlplnn) +Zpsnnrlsl'
l#n I#n
s#£l
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Hierbei lasst sich erkennen, dass nur noch Christoffel-Symbole der Form ((C.7]) und
(C.8) auftreten und sich somit eine Gleichung fir R,,, angeben ldsst, in welche

nur noch die Diagonalelemente g,, := g,,, der Metrik einzusetzen sind:
L (gn L (Gin L (gn
Ll 2\a /), 2\a /), 4\a qi
2
4 gl 4 g'fl gl 4 I#n gS gl

s#£l

wobei wieder g, s := 0;g, als Abkiirzung verwendet wird.



ANHANG D

Mathematische Werkzeuge

In diesem Anhang werden die mathematischen Hilfsmittel zusammen-
getragen, welche in der vorliegenden Arbeit verwendet werden. Die
Aussagen tiiber Besselsche und assoziierte Laguerresche Differentialglei-

chungen sind dabei weitgehend [3] entnommen.

D.1 Besselsche Differentialgleichung

Essei f : R — R eine zweimal stetig differenzierbare Funktion, so heifit diese Bessel-
Funktion, falls sie folgende gewohnliche Differentialgleichung zweiter Ordnung
erfiillt
f df
2 2 2 —

Hierbei bezeichnet v € R die Ordnung der Bessel-Funktion, wobei im Folgenden
nur ganzzahlige Werte fir v betrachtet werden. Die Differentialgleichung (D.1])
heifit auch Besselsche Differentialgleichung.

Verwendet man einen verallgemeinerten Potenzreihenansatz f ~ 2>, apz”*, so

erhalt man folgende Losung der Besselschen Differentialgleichung

J(w) = @)Vi k:!F((y_—:)l:—k 1) (9%

k=0

wobei I'(z) = [;° t*"Le~tdt die Eulersche Gamma-Funktion bezeichnet. Es kann
gezeigt werden, dass J, und J_, fiir nicht-ganzzahlige v linear unabhangige
Losungen der Besselschen Differentialgleichung (D.1)) sind. In der vorliegenden
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Arbeit werden jedoch zwei linear unabhéangige Losungen fir ganzzahlige v benotigt.
Hierzu betrachte man die Bessel-Funktion zweiter Gattung, welche definiert ist
durch

J,(x) cos(vm) — T_,(x)

sin(vm)

y,,(x) =

)

welche ebenfalls Losung der Besselschen Differentialgleichung ist. Hierbei sind
J, und Y, linear unabhangige Losungen, womit durch 7, und Y, := lim,,_,,, ), zwei
linear unabhéngige Losungen der Besselschen Differentialgleichung fiir ganzzahlige
v = n gegeben sind.

Die k-te Nullstelle der Bessel-Funktion erster Gattung wird fiir jedes v mit j, 4
bezeichnet: J, (j, 1) = 0. Diese sind auch Nullstellen von ), und fiir verschiedene
Werte von v und k in Tabelle aufgefithrt. Fir die vorliegende Arbeit werden
die Nullstellen von J,(z) fir groe x bendtigt. Dazu betrachte man folgende

asymptotische Form der Bessel-Funktion erster Gattung

wobei z > [1? — 1.

Die Nullstellen von 7, () ergeben sich fiir grofie x als

v 1
we=m(k+5-7),
Jvk 7T<+2 4)

mit k£ > 1. Es gilt also insbesondere j; , ~ k fiir grofie k.

k| dow | dwe | dex | dsk | dae | Jsa

1| 2.4048 3.8317 5.1356 6.3802 7.5883 8.7715
2| 5.5201 7.0156 8.4172 9.7610 | 11.0647 | 12.3386
3| 8.6537 | 10.1735 | 11.6198 | 13.0152 | 14.3725 | 15.7002
4 1 11.7915 | 13.3237 | 14.7960 | 16.2235 | 17.6160 | 18.9801
5 114.9309 | 16.4706 | 17.9598 | 19.4094 | 20.8269 | 22.2178

Tabelle D.1: Nullstellen j, j der Bessel-Funktion erster Gattung [37].
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Losung der Schrodinger-Gleichung ((2.24)
Im Abschnitt wurde die Schrodinger-Gleichung (2.24)) diskutiert:

@)+ (g - m?) wlz) =0, (D-2)

422

wobei ” die Ableitung nach z bezeichnet. Diese gewohnliche Differentialgleichung
soll nun auf eine Besselsche Differentialgleichung zuriickgefiihrt werden. Dazu wird
folgender Ansatz verwendet: 1(z) = aY (z), wobei a = a(z) so gewahlt werden
soll, dass obige Schrodinger-Gleichung eine Besselsche Form erhélt. Durch
Einsetzen und Multiplizieren mit —% ergibt sich

20’ 2> a’2?

3
227" 4+ Y' 4+ Y + (— + m222) Y =0.
a a 4

Der Koeffizient von Y’ muss hierbei gerade z sein, womit sich fir a folgende

Differentialgleichung ergibt:
2za' —a = 0.

Mit dem Ansatz a ~ 2 ergibt sich a = % und somit a(z) = y/z. Damit folgt dann
a’z? 1
a 4

womit sich folgende Differentialgleichung fir Y(z) ergibt:
2Y" 4 2Y + (m2z2 - 1) Y =0.

Mit der Substitution x := mz folgt daraus eine zur vorausgesetzten Schrodinger-
Gleichung aquivalente Besselsche Differentialgleichung. Eine Losung von der Glei-
chung (D.2]) lasst sich also mit Hilfe der Bessel-Funktion erster Gattung und erster

Ordnung schreiben:

U1(2) = VzTi(mz).

Zu einer zweiten Losung der Schrodinger-Gleichung (D.2)) gelangt man durch

Verwendung der oben eingefiihrten Bessel-Funktionen zweiter Gattung:

P2(2) = V2V (mz).
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D.2 Assoziierte Laguerre-Polynome

Eine gewohnliche Differentialgleichung zweiter Ordnung der Form

d f df
—+(l+1—-2x)— =0 D.3
:de2+(—|— :v)dx—l—nf (D.3)
mit [,n € IN wird als assoziierte Laguerresche Differentialgleichung bezeichnet. Die
Losung dieser Differentialgleichung kann fiir jedes [ und n als Polynom dargestellt

werden:

T .—1 dm . Y
Ll (z) = 6;! - (x He ),

welche auch als assoziierte Laguerre-Polynome bezeichnet werden. Um zu einer
zweiten linear unabhéngigen Losung der assoziierte Laguerresche Differentialglei-
chung zu gelangen, betrachte man diese als Spezialfall der Kummerschen
Differential-Gleichung

d f df
wobei fiir « = —n und § = [ + 1 wieder die assoziierte Laguerresche Differential-

gleichung entsteht. Eine Losung der Kummerschen Differentialgleichung (D.4]) ist

hierbei gegeben durch die Kummer-Funktion erster Gattung

a(m)xm

M(Oé7ﬁ>$) = io:

; D.5

wobei a(my = a(a+1)(a+2)...(a+m — 1) das Pochhammer-Symbol bezeichnet.
Die assoziierten Laguerre-Polynome lassen sich also als Spezialfall dieser Kummer-

Funktionen erster Gattung auffassen:
Ll (z) = M(—n,l +1,z).

Fir die Kummersche Differentialgleichung (D.4)) 1dsst sich ferner eine zweite linear

unabhéngige Losung aus den Kummer-Funktion erster Gattung konstruieren:

rep-1)

U(a, B,x) = Ff(l — ) (o)

mM(a,B,x) +

P M(a—B+1,2 - Bx),
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wobei I'(z) = [°t* e 'dt die Eulersche Gamma-Funktion bezeichnet. Hierbei
wird U(«, 5, z) auch als Kummer-Funktion zweiter Gattung bezeichnet. Es ist also

mit

r'(=0

u(—n7l+1,flf) = m n

oL () (D.6)

eine zweite, von L (z) linear unabhingige, Losung der Laguerrschen Differential-
gleichung (D.3)) gegeben.

Losung der Schrodinger-Gleichung ([2.30))

Im Abschnitt wurde folgende Schrodinger-Gleichung ([2.30)) betrachtet:

3

—0%) + ( +ct2? — m2> Y =0. (D.7)
422

Diese soll im Folgenden auf eine assoziierte Laguerresche Differentialgleichung

zuriickgefiihrt werden. Man beginnt mit der Substitution ¢ := ¢?22, womit sich

aus der Schrodinger-Gleichung (D.7)) ergibt

1 3 1 m?
"my T - =0. D.8

LT (1652 3 4c2§>¢ (D-8)
Hierbei bezeichnet ' die Ableitung nach £. Es wird folgender Ansatz verfolgt:
WY€) = aY (&), wobei a = a(§) so gewdhlt wird, dass eine assoziierte Laguerresche
Differentialgleichung fiir Y entsteht. Setzt man diesen Ansatz in Gleichung

ein, so folgt:

2¢a’ 1 &a”  d 3 & m?
" e = / @05 e _
&Yy —i—( ; +2>Y—i—<a +2a T6¢ 4+402 Y =0. (D.9)

Es wird gefordert, dass fiir den Koeffizienten Y’ gilt xa' % =1+1—¢&, wobei

a

[ € IN. Damit ergibt sich eine Differentialgleichung fir a():

2§a'+(;—(l+l)+£>a—0,
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welche sich mit dem Ansatz a ~ £%* 16sen ldsst. Dabei ergibt sich a =
% (l + %), sowie A = —%. Setzt man dieses a in Gleichung ein, so folgt:
YY"+ (14+1-8Y +nY =0, wobei

(7 1 1<l+1> 1+mi
n=-|—-——-|—= — ==+ —.
c\4 4] 2 2) 4 42

Damit dieses n € IN und damit die Gleichung in die Form (D.3)) iiberfiihrt

wird, muss der Koeffizient an % verschwinden, womit sich [ = £1 ergibt.

Insbesondere entsteht also fiir [ = 1 eine assoziierte Laguerresche Differentialglei-

2
my

chung fir Y mit n = 73
(D.7) schreiben lisst als

2.2

di(z) = (e2)? T L ().

— 1, womit sich eine Losung der Schrodinger-Gleichung

Hierbei sind die Massen in der Schrédinger-Gleichung so zu wéhlen, dass m? =
4c* (n+1) mit n = 0,1,2,... gilt. Um zu einer zweiten linear unabhéngigen

Losung der Gleichung (D.7)) zu gelangen, verwendet man die Kummer-Funktionen
zweiter Gattung

[S1[)

C222 2
Po(z) = (ez)2e” 2 U (—ZZZ + 1,0,0222> :

D.3 Regge-Wheeler-Koordinaten

Man betrachte ein offenes Intervall (0,z;), wobei 2z, € R eine nichtverschwindende
Konstante bezeichnet. Es wird eine Koordinatentransformation r : (0,z,) — (0,00)
durch

z

Zh

d§
(D.10)
0 1= 64

r(z) = zp

definiert, wobei r auch Regge-Wheeler-Tortoise-Koordinate, oder kurz Regge-

Wheeler-Koordinate, genannt wird. Mit der in der vorliegenden Arbeit verwendeten
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Blackness-Funktion f(z) = 1 — z—i ergibt sich in diesen Koordinaten fiir eine
h

Funktion F' auf dem Intervall (0,z,)
fo.F =0, (F o r_l) ,

was zur formalen Vereinfachung einiger Gleichungen in der vorliegenden Arbeit
fihrt. In diesem Abschnitt soll ein Ausdruck 7(z) fiir jedes z und ein approximative

Ausdruck fiur z(r) fir grofie z;, gefunden werden.

Losung des Integrals (D.10))

Um das Integral (D.10]) zu 16sen, betrachte man als erstes die Partialbruchzerlegung

des Integranten

1 1 A B C

& @+ DE-D(E+D) e+l £-1 g+1

Multipliziert man diese Gleichung mit (£2 + 1) (£ — 1) (£ + 1), so folgt
~1=B+0)&+(A+B-0)&+(B+0O)¢+(B-A-0).

Aus dieser Gleichung kann man die Koeffizienten ablesen, womit sich A = %, B =

—1 und C = § ergibt. Das Integral (D.10) zerfillt also in folgende drei Teile:

d
/gzln—i-l,
—|—1 Zh

0

i
/dflzlnz—l.
0o S “h

Damit lasst sich ein exakter Ausdruck fiir r(z) angeben:

r(z) = % {arctan <Z> - ;ln (Zh — Z)] : (D.11)

Zh 2y + 2

Die Grenzfélle z — 0 und z — z;, entsprechen hierbei » — 0 und r — oc.



D.3 Regge-Wheeler-Koordinaten 106

Entwicklung fiir groBe Werte von z;,

Ausgehend vom exakten Ausdruck (D.11)) betrachte man die Entwicklung von r(z)

um z =0

24 28
r(z) ==z (152;41 + O <Z§L>> ,

wobei fiir z < 25, die Terme achter und héherer Ordnungen im Folgenden vernach-

lassigt werden. Ziel ist eine Entwicklung von z(r) um r = 0 der Form

wobei der erste Term verschwindet, da r = 0 fir z = z(r) = 0. Fiir die erste
Ableitung 2/(r) bedient man sich der Umkehrregel [2] fir Ableitungen. Dazu
definiert man F'(z) := —z — %, was gerade einer Approximation an r(z) fir grofie
Werte von 2, entspricht. Damit ist z(r) = F~!(r) fiir grofie zj,, und es ergibt sich

nach der Umkehrregel

! 1 B 1
Friry 1+’

4
“h

womit 2’(0) = 1. Nach dem gleichen Schema lassen sich noch weitere Ableitungen

von z(r) finden:
2"(0) = 2"(0) = 2¥(0) = 0, sowie 2P (0) = —=.

Die néchste nicht verschwindende Ordnung ist dabei 29 (0) ~ Z% Mit diesen
h

Ableitungen lassen sich die ersten Terme der Taylor-Entwicklung von z(r) angeben:

7?4+ 0®?).

> 2mM0) 1 24
z(r):nz:% T :—r+a-%

Fir r < z, ergibt sich

rd

Z(T’) NT—57Z;4Z.

Dieses Ergebnis wird auch schon in [29] angegeben.
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