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Kapitel 1

Einfiihrung

1.1 Motivation

Es existieren heute mehrere verschiedene Aufnahmeverfahren, um Objekte der
realen Welt in Form von 3-dimensionalen digitalen Daten abzubilden und zu spei-
chern. Die verbreitetsten dieser Verfahren sind die Computertomographie (CT),
die Magnetresonanztomographie (MRT) und die Positronen-Emissions-Tomogra-
phie (PET). Trotz der erheblichen Unterschiede in ihren Funktionsweisen haben
all diese Verfahren als Gemeinsamkeit die Tatsache, dass sie echte 3-dimensionale
Bilder als Ergebnis liefern, wobei CT-Daten Bilder in Form von Voxelmengen dar-
stellen, MRT- und PET-Daten sind dagegen Mengen von Schnittbildern, die erst

durch Registration in Voxeldaten iiberfithrt werden [45].

Letzter Ansatz, also die Verarbeitung einer Menge 2-dimensionaler Bilder zu
einem 3-dimensionalen Bild kann jedoch auch von anderen Verfahren geleistet
werden. Hier ist vorrangig das Gebiet der Stereoanalyse hervorzuheben. Zu diesem
Gebiet gehoren Verfahren, die verschiedene Bilder eines Objektes oder einer Szene
nutzen, um daraus ein 3-dimensionales Modell der Szene zu berechnen.

Alle diese Verfahren haben ein gemeinsames Ziel: Da wir Menschen in einer
3-dimensionalen Welt leben und diese als solche auch 3-dimensional wahrnehmen,
sind wir versucht, eine Repréasentation von Teilen der Welt in Form von Modellen
zu realisieren, die die Dimensionalitdt der Welt erhalten. Dies gestaltet sich aus

dem Grunde schwierig, da die meisten der heute verbreiteten Aufnahme- und An-
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2 KAPITEL 1. EINFUHRUNG

zeigegerate fiir Bilder, also Kameras und Bildschirme, lediglich zwei Dimensionen
des Raumes verarbeiten konnen. Die Modelle, mit denen wir arbeiten und mit
deren Hilfe wir Informationen iiber die Welt gewinnen wollen, sollen dieser Ein-
schrinkung jedoch nicht unterliegen. Sie sollen die reale Welt moglichst verstand-
lich und vollsténdig repréasentieren.

Bei der Wahrnehmung 3-dimensionaler Objekte sind wir Menschen vorrangig
auf das Sehen der Objekte angewiesen. Das menschliche Auge funktioniert dabei
nach dem gleichen Prinzip wie eine Kamera: Lichtstrahlen, die von Objekten der
Welt emittiert oder reflektiert werden, werden im Auge auf die Netzhaut proji-
ziert und als 2-dimensionales Abbild weiterverarbeitet. Dies erfolgt unabhéngig
in beiden Augen, so dass das Abbild der Welt im linken Auge sich leicht vom
entsprechenden Abbild im rechten Auge unterscheidet. Unter Nutzung beider Bil-
der gewinnt das menschliche visuelle System Informationen iiber die rdumliche
Struktur der Welt.

Die Wahrnehmung der Objekte der Welt erfolgt auf unterschiedlichen Ebenen,
d.h. verschiedene Eigenschaften der Objekte kénnen gesehen werden. Dabei han-
delt es sich um geometrische Eigenschaften (Form und Lage), topologische Eigen-
schaften (relative Lagebeziehungen), Beleuchtungseigenschaften (Farbe, Helligkeit,
Texturen, Reflektanz, Transparenz) oder dynamische Eigenschaften (Bewegung,
Anderung der Form). Alle diese Eigenschaften beziehen sich jedoch weniger auf
die 3-dimensionalen Objekte an sich als vielmehr auf die Oberflichen der Objekte.

Die Reprasentation der digitalisierten Objekte im Computer kann auf zwei ver-

schiedene Arten erfolgen:

1. Es werden alle zur Verfiigung stehenden Messwerte explizit gespeichert. Bei-

spielsweise die Daten von CT-Aufnahmen liegen in dieser Form vor.

2. Die Speicherung erfolgt implizit, also durch eine Beschreibung der zu repréasen-

tierenden Menge durch ein geeignetes Kodierungsverfahren.

Fiir die Visualisierung digitaler Objekte mit Hilfe des Computers ist im allge-
meinen nur die Oberfliche der Objekte von Interesse. Dabei wird versucht, die
Oberflacheneigenschaften der Objekte der realen Welt mittels ihrer digitalen Ab-
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bilder zu approximieren. Das Ziel dabei ist es, Aussagen iiber die Eigenschaften
der Oberflache eines digitalen Objektes treffen zu konnen, die ebenfalls fiir die
Eigenschaften in der realen Welt giiltig sind bzw. mit bestimmter Genauigkeit

zutreffen.

1.2 Problembeschreibung

Aufnahmeverfahren zur Erzeugung 3-dimensionaler Bilder, wie z.B. die Compu-
tertomographie, liefern im Allgemeinen eine sehr grofle Menge von Messwerten
im 3-dimensionalen Raum. Fiir die Visualisierung einer solchen Datenmenge wird
die Oberflache jedes 3-dimensionalen digitalen Objektes bendtigt. Da nicht die
Oberflache von den bildgebenden Verfahren digitalisiert wird, sondern das gesam-
te rdumliche Objekt in Form einer Volumenstruktur, muss aus den Daten die
Oberflache berechnet werden.

Neben einer Visualisierung der Objekte ist auch eine topologische und geome-
trische Untersuchung an den digitalen Objekten von Interesse. Diese topologischen
und geometrischen Eigenschaften der digitalen Objekte werden von den Aufnahme-
verfahren natiirlich nicht produziert. Es ist dabei auch nicht ohne umfangreichere
Vorverarbeitungen der 3-dimensionalen Datenmenge moglich, Oberflacheneigen-
schaften sofort zu bestimmen. Zu solchen Eigenschaften zdhlen beispielsweise der
Flécheninhalt der Oberflache, Konvexitatseigenschaften einzelner Teile der Ober-
flache, Winkel zwischen Teilflaichen, uvm. Die Ermittlung solcher Eigenschaften
aus den digitalen Daten soll dabei Aufschluss geben iiber die entsprechenden Ei-
genschaften des kontinuierlichen Urbildes des Objektes, welches durch die Digi-
talisierung entstanden ist. Dies ist eine zentrale Aufgabe der digitalen Geometrie
und ein aktuelles Forschungsgebiet.

Die Grofe der bei der Digitalisierung eines 3-dimensionalen Objektes entstehen-
den Datenmenge ist im Vergleich zum Informationsgehalt der Oberflache des Ob-
jektes aufgrund der expliziten Speicherung aller Volumenelemente unnotig grofi.
Durch die Konstruktion einer Oberflichenstruktur, die eine Rekonstruktion der

Voxel aus dieser Oberfliche erlaubt, ist eine erhebliche Reduktion des Datenauf-



4 KAPITEL 1. EINFUHRUNG

kommens moglich.

1.3 Ziel der Arbeit

Das Ziel dieser Arbeit ist die Entwicklung eines Algorithmus zur Erzeugung einer
Oberflache aus einer gegebenen Menge von Voxeln. Die Oberflache soll dabei ein
Polyeder sein, welches aus einer Menge von Flachen, Kanten und Ecken besteht.
Das Polyeder darf keine Selbstberiihrungen und Selbstiiberschneidungen besitzen;
es ist dabei aber nicht darauf beschrédnkt, topologisch einer Kugeloberflache zu
entsprechen. Durch die Wahl eines Polyeders als Oberflache zur Beschreibung ei-
ner Menge von Voxeln ist sichergestellt, dass die Voxel von einer geschlossenen
Struktur umhiillt und damit implizit repréasentiert werden.

Zwischen den beiden Strukturen, mit denen der Algorithmus arbeiten soll, also
der Menge der Voxel als Ausgangsdaten sowie dem Polyeder als Ergebnisstruktur,
soll eine reversible Transformation existieren, d.h. es soll moglich sein, sowohl
das Polyeder aus der Menge der Voxel zu berechnen als auch die Rekonstruktion
der Voxeldaten aus dem Polyeder durchzufiihren. Dies erfordert eine topologische
Korrektheit der Beschreibung der Strukturen. Dariiberhinaus soll die Speicherung
der Daten moglichst sparsam sein. Diese Forderungen erlauben es und lassen es
als zweckméBig erscheinen, die Theorie der abstrakten Zellenkomplexe [18] zur
Losung des Problems der Polyedrisierung von Voxelmengen anzuwenden.

Bestimmte Eigenschaften der zugrunde gelegten Aufnahmeverfahren fiir die Er-
zeugung der Ausgangsdatenmenge lassen weitere Annahmen zu, die unter Anwen-
dung der abstrakten Zellenkomplexe den Losungsweg vereinfachen. Hierzu zéhlt
insbesondere die Tatsache, dass angenommen wird, dass die digitalen Objekte
dicht sind im Sinne einer liickenlosen Fiillung der 3-dimensionalen Gebiete, die
den abgebildeten Objekten der realen Welt entsprechen. Nicht ohne Grund wird
der Begriff , dicht“ auch innerhalb der Theorie der Zellenkomplexe verwendet, um
auszudriicken, dass ein Objekt keine Locher niedrigerer Dimension zwischen den
Voxeln besitzt. Das gleiche soll fiir den Hintergrund gelten, also fiir den Bereich ei-

nes digitalen 3-dimensionalen Bildes, in dem sich das Objekt nicht befindet, wofiir
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der Begriff , homogen-3-dimensional® verwendet wird.

Fiir die Beschreibung der Polyeder, die die Oberfliche eines digitalen Objek-
tes darstellen, ist die Anwendung der abstrakten Zellenkomplexe ebenfalls sehr
zweckméafig. Die Mengen der Flichen, Kanten und Ecken der Polyeder lassen
sich als Zellen der Dimensionen 2, 1 und 0 eines Zellenkomplexes auffassen. Fiir
die Speicherung eines Polyeders in Form eines Zellenkomplexes steht mit den 3-
dimensionalen geometrischen Zellenlisten [22] eine effiziente Datenstruktur zur
Vertiigung.

Der Algorithmus, der in dieser Arbeit vorgestellt werden soll, soll als Ergeb-
nis ein Polyeder liefern, welches die Oberflache der gegebenen Menge von Voxeln
beschreibt. Dies soll unter Nutzung der abstrakten Zellenkomplexe und dem Ver-
fahren zur Erzeugung der konvexen Hiille erreicht werden. Per Definition ist die
konvexe Hiille die kleinste konvexe Menge, die eine gegebene Menge enthalt. Aus
diesem Grund soll untersucht werden, fiir welche Klassen nicht-konvexer Objek-
te Polyeder erzeugt werden konnen, deren Oberflicheninhalt und Flachenanzahl

unter den gegebenen Voraussetzungen minimal sind.

1.4 Struktur der Arbeit

Die hier vorliegende Arbeit gliedert sich folgendermaflen: Im Anschluss an die-
ses Kapitel werden in einem Grundlagenkapitel Begriffe definiert, die im weite-
ren bendtigt werden. AnschlieBend wird in Kapitel 3 die Aufgabenstellung dieser
Arbeit formuliert. Dabei werden Begriffe verwendet, die zuvor im Kapitel 2 defi-
niert wurden, weswegen die Beschreibung der Aufgabe nicht zu Beginn der Arbeit
vollstédndig und tiefgriindig erfolgte.

Kapitel 4 stellt den Kern dieser Arbeit dar, denn hier wird der Losungsansatz
zu der in Kapitel 3 formulierten Aufgabe beschrieben.

In Kapitel 5 soll kurz beschrieben werden, wie die Berechnung des Volumens
der erzeugten Polyeder erfolgen kann, da sich diese nicht-triviale Aufgabe leicht in
den Losungsansatz des Polyedrisierungsproblems integrieren l&sst.

Im anschliefenden sechsten Kapitel wird eine der beiden wichtigsten Eigen-
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schaften des Losungsalgorithmus, ndmlich die Minimalitat der Fldchenanzahl der
erzeugten Polyeder untersucht und es wird gezeigt, fiir welche Klassen von Objek-
ten diese Minimalitat erzielt wird.

Das siebente Kapitel untersucht die zweite wichtige Eigenschaft der erzeugten
Polyeder, namlich die Minimalitidt des Oberflicheninhaltes. Auch hier wird fiir
die verschiedenen Klassen von Objekten untersucht, ob diese Eigenschaft erreicht
wird.

Kapitel 8 stellt die Ergebnisse bei der Anwendung des Algorithmus auf Beispie-
lobjekte dar und vergleicht diese mit den Ergebnissen eines anderen Verfahrens
zur Erzeugung einer polyedrischen Oberflache.

Einige Folgerungen dieser Arbeit fiir den 2-dimensionalen Fall des Problems
werden in Kapitel 9 beschrieben. Nach einer Zusammenfassung in Kapitel 10 folgen
im Anhang A die wichtigsten Begriffsdefinitionen und Theoreme der Theorie der
AC Komplexe in Form einer Ubersicht. Anhang B enthilt eine Kurzfassung des
Theorems zur konvexen Hiille, welches in [24] publiziert wurde. In Anhang C
wird ein Beispiel fiir den Aufbau der Zellenliste einer initialen konvexen Hiille

beschrieben.



Kapitel 2
Grundlagen

In diesem Kapitel sollen die grundlegenden Begriffe und Eigenschaften beschrieben
werden, die fiir die gegebenen Daten oder die zu erzeugende Datenstruktur wichtig
sind. Weitere grundlegende Begriffe und Theoreme, die aus der Literatur bekannt
sind, werden im Anhang A zusammengefasst.

Da zur Losung des im vorigen Kapitel beschriebenen Problems der Ansatz
gewahlt wurde, die Theorie der abstrakten Zellenkomplexe anzuwenden, ist die-
ser Begriff zentral innerhalb dieser Arbeit. Den Begriff des Zellenkomplexes selbst
erwiahnte erstmals J.B.Listing im Jahre 1862 [28]. Spéter im Jahre 1908 wurde er
in einer Arbeit von E. Steinitz axiomatisch definiert [39]. Im Jahre 1933 war es
A.W.Tucker, der ihn topologisch untersuchte [43].

W.A Kovalevski hat in seinen Publikationen [18]-[25] eine topologisch begriinde-
te Theorie der abstrakten Zellenkomplexe dargestellt und zahlreiche Anwendungen
und Algorithmen entwickelt. Diese Theorie und die Algorithmen bilden die Grund-

lage der vorliegenden Dissertation.

2.1 Abstrakte Polyeder und Konvexitét

Eine besondere Klasse von AC Komplexen wird bendétigt, um diejenige Struktur
zu beschreiben, die als Ergebnis des Algorithmus zur Losung des Problems dieser
Arbeit vorliegen soll. Dabei handelt es sich um die Klasse der abstrakten Polyeder,

die erstmals von W.A . Kovalevski [24] definiert wurden:

7
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Definition AP: Ein abstraktes Polyeder (engl. abstract polyhedron) ist ein 3-
dimensionaler AC Komplex, der eine einzelne 3-dimensionale Zelle enthélt, des-
sen Rand eine 2-dimensionale kombinatorische Mannigfaltigkeit ohne Rand ist.
Die 2-dimensionalen Zellen des Polyeders sind seine Fldichen (engl. faces), die 1-
dimensionalen Zellen sind seine Kanten (engl. edges) und die 0-dimensionalen

Zellen sind seine Ecken (engl. vertices).

Ein abstraktes Polyeder ist damit rein topologisch definiert und besitzt keine geo-
metrischen Eigenschaften, wie z.B. planare Fldchen oder einen Oberflacheninhalt.
Dies ist erst moglich, sobald ein abstraktes Polyeder zu einem geometrischen wird
gemif folgender Definition nach W.A.Kovalevski [24]:

Definition AGP: Ein abstraktes Polyeder ist ein abstraktes geometrisches Poly-
eder (kurz: AG Polyeder), wenn seinen Ecken Koordinaten zugeordnet sind. Jede

Fléache eines AG Polyeders ist planar.

Eine Flache eines AG Polyeders P ist planar, wenn die Koordinaten aller 0-Zellen,
die die Fldche beranden, eine lineare Gleichung H;(x,y, z) = 0 erfiillen.

Wenn die Koordinaten, die den Ecken des AG Polyeders P zugeordnet sind,
gleichzeitig Koordinaten von Zellen eines Kartesischen AC Komplexes A sind,
dann enthdlt A das Polyeder P bzw. das Polyeder P ist in A eingebettet.

Die Zuordnung der Koordinaten an die Ecken eines abstrakten Polyeders muss
dabei mit den topologischen Eigenschaften des Polyeders konsistent sein. Das be-
deutet, dass durch die Position der Ecken im Raum der Rand des Polyeders frei
sein muss von Selbstiiberschneidungen oder Selbstberiihrungen, welche der For-
derung widersprechen wiirden, dass der Rand des Polyeders eine 2-dimensionale

kombinatorische Mannigfaltigkeit ohne Rand ist.

Definition CP: Ein AG Polyeder P ist konvexr (engl. convex), wenn die Koordi-

naten jeder Ecke von P alle linearen Ungleichungen H;(x,y, z) < 0 erfiillen, die zu
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den Fliachen F; von P gehoren. Die Koeffizienten von H;(x,y, z) sind die Kompo-

nenten der duleren Normalen von Fj.

Damit ist die Konvexitét fiir AG Polyeder definiert. Die Konvexitit einer Menge
von Zellen eines AC Komplexes ist durch Definition DCS (S.169) festgelegt.

Eine Zelle ¢ eines AC Komplexes A, in den das AG Polyeder P eingebettet ist,
liegt in P, wenn die Koordinaten von c alle linearen Ungleichungen H;(x,y,z) <0

aller Flachen F; von P erfiillen.

Definition CH: Die konvexe Hiille (engl. convex hull) CH(S) einer endlichen
Menge S von Zellen eines AC Komplexes A ist das kleinste konvexe AG Polyeder
P, welches alle Zellen von S enthélt. Das , kleinste® bedeutet, dass kein von P
verschiedenes konvexes AG Polyeder existiert, das alle Zellen aus S enthéalt und

dessen Ecken alle innerhalb von P oder auf P liegen.

Weiterhin gilt, dass ein AG Polyeder P, welches konvex ist und die Menge S
enthélt, genau dann das , kleinste” ist, wenn die Koordinaten aller Ecken von P

mit den Koordinaten von Zellen aus S iibereinstimmen.

2.2 Konkavititen und Grad der Nicht-Konvexitit

Im vorigen Abschnitt wurde bereits der Begriff des konvexen AG Polyeders be-
schrieben. Ziel der Arbeit ist es jedoch, nicht ausschlieSlich mit konvexen Polyedern
zu arbeiten, sondern auch mit nicht-konvexen. Um solche Polyeder beschreiben
und klassifizieren zu kénnen, soll hier der Begriff des Grades der Nicht-Konvexitét
eingefiihrt werden.

Um diesen Begrift definieren zu konnen, sind weitere Begriffe notwendig.

Definition CV: Eine Konkavitit (engl. concavity) eines nicht-konvexen AG Po-
lyeders P ist ein AG Polyeder P’ mit einem Rand, dessen Flichen vollstiandig zu

zwei disjunkten zusammenhéngenden Teilmengen gehoren:
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1. Eine zusammenhéngende Teilmenge von Flachen, die identisch ist mit einer

zusammenhédngenden Menge von Flachen, die zu P, aber nicht zur konvexen
Hiille CH(P) gehoren

. Eine zusammenhéngende Teilmenge von Fléchen, die identisch ist mit einer

zusammenhéngenden Menge von Fléchen, die zur konvexen Hiille CH(P),

aber nicht zu P gehoren

Eine Definition der Konkavitét beziiglich einer Menge von Zellen innerhalb eines

Polyeders folgt in Abschnitt 4.2.

Definition NK: Der Grad der Nicht-Konvezitit (engl. degree of non-convexity)

Grne(P) eines AG Polyeders P sei durch folgende rekursive Definition bestimmt:

1. Fiir jedes konvexe AG Polyeder P gilt:

2. Der Grad der Nicht-Konvexitéit eines AG Polyeders P, welches nicht konvex ist

und genau eine Konkavitéit P’ besitzt, ist um 1 hoher als der Grad der Nicht-
Konvexitiat von P’. Fiir nicht-konvexe AG Polyeder P mit einer Konkavitit

P’ gilt somit:
Gne(P) = Gpe(P) + 1 (2.2)
Der Grad der Nicht-Konvexitét eines AG Polyeders P, welches nicht konvex

ist und mehrere Konkavitédten besitzt, ist um 1 hoher als der maximale Grad

der Nicht-Konvexitat der Konkavitaten:

Gne(P) = m?X{GnC(Pz’I)} +1 (2.3)

Dieser Begriff soll durch die folgenden Abbildungen verdeutlicht werden. Dabei

wird zur Vereinfachung mit nur zwei Dimensionen gearbeitet.
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Gne(P) = 0, denn das Poly-

gon P ist konvex.

Gne(P) = 1, denn das Po-
lygon P enthilt eine Konka-
vitédt, deren Grad der Nicht-
Konvexitit Gy.(P') = 0 ist.
Gne(P) = 1, denn das
Polygon P enthilt 2 Kon-
kavitdten, deren Grad der
Nicht-Konvexitat 0 ist.

Gne(P) = 2, denn das Po-
lygon P enthilt eine Konka-
vitdt, deren Grad der Nicht-
Konvexitat 1 ist, d.h. die

selbst nicht konvex ist.
Gne(P) = 2, denn der

maximale Grad der Nicht-

Konvexitat der Konkavitaten
ist 1.

Abbildung 2.1: Beispiele fiir Polygone mit verschiedenem Grad der
Nicht-Konvexitét.

Der Grad der Nicht-Konvexitdt eines Polyeders sowie die Anzahl seiner Konka-

vitdten konnen als Mafle fiir die Komplexitit eines Polyeders verwendet werden.
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2.3 Relevante Zellen

Im weiteren Verlauf dieser Arbeit werden zu einem gegebenen Teilkomplex S ei-
nes AC Komplexes A haufig bestimmte Teilmengen von Zellen aus S betrachtet,
die fiir die Erzeugung eines AG Polyeders P aus der Menge S benétigt werden.
Hierbei handelt es sich um Zellen des Randes 0.5, die aufgrund topologischer Ei-
genschaften, wie z.B. der Inzidenz bestimmter Zellen, gleichzeitig geometrische Ei-
genschaften besitzen. Zellen dieser Art werden im Folgenden als relevante Zellen
bezeichnet, denn sie tragen eine geometrische Relevanz in dem Sinne, dass sie die
Form eines Objektes bestimmen, indem sie Unstetigkeitsstellen in der Oberfliche
des Objektes sind.

Es sei angemerkt, dass in dieser Arbeit nur solche Teilkomplexe S C A betrach-
tet werden, die eine 3-Mannigfaltigkeit mit Rand (siehe Definition MA, S.166)
bilden. Die folgenden Definitionen beziehen sich ausschliefllich auf Teilkomplexe
dieser Art.

Die Definition der relevanten Zellen erfolgt zunéichst bei den Zellen der Dimen-

sion 2, darauf aufbauend werden dann die relevanten 1- und 0-Zellen definiert.

Definition RZ2: Eine 2-Zelle ¢? eines 3-dimensionalen AC Komplexes A heifit
relevant bzw. relevante 2-Zelle beziiglich eines Teilkomplexes S C A, wenn sie ge-

nau eine 3-Zelle aus S berandet.

Geméf dieser Definition ist jede 2-Zelle des Randes 05 eines Teilkomplexes S C A

eine relevante 2-Zelle beziiglich S.

Definition RZ1: Eine 1-Zelle ¢! eines 3-dimensionalen AC Komplexes A heifit
relevant bzw. relevante 1-Zelle beziiglich eines Teilkomplexes S C A, wenn sie ge-

nau eine 3-Zelle aus S oder genau eine 3-Zelle aus A \ S berandet.

Nach dieser Definition gibt es im Rand 95 eines Teilkomplexes S C A somit

relevante und nicht-relevante 1-Zellen. Die nicht-relevanten 1-Zellen des Randes
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05 sind flache 1-Zellen im Sinne einer geometrischen Interpretation. Dies bedeutet
gleichzeitig, dass die beiden 2-Zellen, die von einer flachen 1-Zelle berandet werden,
die gleiche Orientierung besitzen.

Die relevanten 1-Zellen werden geméfl folgender Definition geometrisch unter-

schieden:

Definition KX1: Eine relevante 1-Zelle ¢! beziiglich eines Teilkomplexes S eines
3-dimensionalen AC Komplexes A heifit konver beziiglich S, wenn sie genau eine
3-Zelle aus S berandet. Eine relevante 1-Zelle ¢! beziiglich eines Teilkomplexes S
eines 3-dimensionalen AC Komplexes A heifit konkav beziiglich S, wenn sie genau
eine 3-Zelle aus A\ S berandet.

Mithilfe obiger Definitionen kénnen nun auch die relevanten 0-Zellen definiert und

unterschieden werden.

Definition RZ0: Eine 0-Zelle c? eines 3-dimensionalen AC Komplexes A heifit
relevant bzw. relevante 0-Zelle beziiglich eines Teilkomplexes S C A, wenn sie mit

mindestens drei 1-Zellen inzidiert, die beziiglich S relevant sind.

Nach einer geometrischen Interpretation sind die relevanten 0-Zellen somit die
Ecken des Objektes S. Nicht-relevante 0-Zellen des Randes 05, also solche 0-
Zellen, die keine Ecken des Objektes .S sind, sind somit 0-Zellen, die ausschlie3lich
nicht-relevante 1-Zellen und damit ausschlieBlich 2-Zellen gleicher Orientierung
beranden oder es sind solche, die genau zwei relevante 1-Zellen beranden, die die
gleiche Orientierung besitzen. Erstere sind flache 0-Zellen, letztere sind 0-Zellen,
die auf einer Kante des Objektes liegen, aber die jedoch keine Ecke sind, also
solche, die mit zwei Ecken des Objektes S kollinear sind.

Die Unterscheidung der relevanten 0-Zellen eines 3-dimensionalen AC Komple-
xes erfolgt durch Betrachtung der Arten der relevanten 1-Zellen, die mit einer

relevanten 0-Zelle inzident sind.
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Definition KXO0: Eine relevante 0-Zelle ¢ beziiglich eines Teilkomplexes S eines
3-dimensionalen AC Komplexes A heifit konvex beziiglich S, wenn sie genau drei

beziiglich S konvexe 1-Zellen berandet.

Definition KVO: Eine relevante 0-Zelle ¢ beziiglich eines Teilkomplexes S eines
3-dimensionalen AC Komplexes A heifit konkav beziiglich S, wenn sie genau drei
beziiglich S konkave 1-Zellen berandet.

Definition SPO: Eine relevante 0-Zelle ¢? beziiglich eines Teilkomplexes S eines 3-
dimensionalen AC Komplexes A heifit Sattelpunkt beziiglich S, wenn sie beziiglich
S konvexe und beziiglich S konkave 1-Zellen berandet.

Es ist wichtig, zu allen relevanten Zellen den Teilkomplex anzugeben, in welchem
die Relevanz besteht. Man erkennt an der Dualitdt der Definition KX1, dass eine
beziiglich S konvexe 1-Zelle gleichzeitig eine zu A\ S konkave 1-Zelle ist. Weiterhin
ist eine beziiglich S konvexe 0-Zelle gleichzeitig eine zu A\ S konkave 0-Zelle, was
durch die Dualitdt der Definitionen KX0 und KVO0 festgelegt ist. Dariiberhinaus
ist ein Sattelpunkt beziiglich S auch immer ein Sattelpunkt beziiglich A\ S, jedoch
kann diese 0-Zelle beziiglich eines von S verschiedenen Teilkomplexes S” auch eine
konvexe oder eine konkave sein.

Durch die Definition der relevanten Zellen entsteht eine Zerlegung der Menge der
Zellen des Randes 0S5 eines Teilkomplexes S C A in Zellen, die ein Stetigkeitsattri-
but besitzen und solche, die eine Unstetigkeit innerhalb des Randes 05 darstellen.
Ahnlich zu dem Ansatz von Thle [14] kann hiermit ein Teilkomplex S C A in ste-
tige und unstetige Mengen von Zellen zerlegt werden. Auch hier wird beginnend
bei der Dimension n der Teilkomplex S in seine Stetigkeitsmenge S\ 0S5 und sei-
ne Unstetigkeitsmenge 0S zerlegt. Dabei ist die Stetigkeitsmenge ein offener AC
Komplex. Im Unterschied zu [14] ist die Unstetigkeitsmenge von S ein abgeschlos-
sener AC Komplex. Die Unstetigkeitsmenge von .S, also 0.5, wird nun mithilfe der
Definition der relevanten 1-Zelle in offene Mengen von 2-Zellen zerlegt, die selbst

Stetigkeitsmengen sind. Diese offenen Mengen bestehen aus relevanten 2-Zellen
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und nicht-relevanten 1-Zellen, die zwei 2-Zellen gleicher Orientierung beranden
sowie aus 0-Zellen, die ebenfalls nicht relevant sind. Die Unstetigkeitsmenge von
05 ist die Menge der relevanten 1-Zellen und relevanten 0-Zellen, die ebenfalls in
eine Stetigkeitsmenge (die offenen Mengen der 1-Zellen und der sie berandenden
nicht-relevanten 0-Zellen) und eine Unstetigkeitsmenge (die relevanten 0-Zellen)
zerfallen. Dabei sind die relevanten 0-Zellen jeweils auch offene Mengen.

Durch diese Zerlegung eines Teilkomplexes S C A in Stetigkeits- und Un-
stetigkeitsmengen entsteht auf S ein Blockkomplex B(S). Die Blockzellen sind
die offenen Mengen der Stetigkeitsmengen.

Durch Anwendung der Zerlegung der Zellen eines Teilkomplexes S C A un-
ter Nutzung des Begriffes der Relevanz von Zellen werden geometrische Informa-
tionen aus topologischen Eigenschaften von Zellen aus S abgeleitet. Da fiir die
Bestimmung der Relevanz einer Zelle lediglich die Anzahl bestimmter anderer in-
zidierender Zellen betrachtet wird, flieft hier keine geometrische Information in
die Untersuchung ein. Das Ergebnis der Zerlegung ist jedoch mit geometrischen
Eigenschaften behaftet, denn die entstehenden 2- und 1-Blockzellen sind jeweils
immer flach, die 0-Blockzellen sind die Ecken des Objektes.

Die ausgeschlossenen Sonderfille stellen bei der Zerlegung in Blockzellen auch
kein schwieriges Problem dar, denn sie konnen ebenfalls als Zellen einer Unstetig-
keitsmenge interpretiert werden.

Die so ermittelten geometrischen Informationen werden fiir die Erzeugung der
konvexen Hiille in Abschnitt 4.1 bendétigt.

2.4 Rand und Begrenzung in homogen-n-dimensionalen

und dichten AC Komplexen

In dieser Arbeit ist eine besondere Klasse von 3-dimensionalen AC Komplexen
von Interesse, ndmlich Teilkomplexe S von AC Komplexen A, die 3-Mannigfaltig-
keiten mit Rand sind. Solche Teilkomplexe sind damit in jedem Fall homogen-3-
dimensional und dicht, denn sonst gibe es 0-Zellen ¢ in S, deren kleinste offe-

ne Umgebung SON (", S) keinen Rand besitzt, der einer (n — 1)-dimensionalen
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Sphére bzw. (n — 1)-dimensionalen Halb-Sphére homéomorph ist (siehe Definition
MA [21], S.166). Anders ausgedriickt bedeutet das, dass sowohl der Teilkomplex
S C A eines AC Komplexes A als auch sein Komplement A \ S homogen-3-
dimensional sind. In dieser Klasse von Zellenkomplexen gelten besondere Eigen-
schaften. Eine dieser Eigenschaften ist die Tatsache, dass in solchen Komplexen
der Rand 05 eines Subkomplexes S C A der Begrenzung F'r(.S, A) dieses Subkom-
plexes identisch ist. Dies soll in diesem Abschnitt bewiesen werden, jedoch soll
hierbei der Fall ausgeschlossen werden, dass S Zellen des Randes des Raumes A
enthélt, denn Untersuchungen hierzu sind ein aktuelles Forschungsgebiet.

Um diese Tatsache beweisen zu konnen, sind zunéchst zwei Lemmata als Voraus-
setzung notwendig. Dabei soll nicht nur der 3-dimensionale Fall betrachtet werden,

sondern der allgemeine Fall fiir die Dimension n mit n > 2.

Lemma 1: Gegeben sei ein Teilkomplex S eines AC Komplexes A. S sei homogen-
n-dimensional und dicht. Die Menge der (n — 1)-dimensionalen Zellen des Randes
0S und die Menge der (n —1)-dimensionalen Zellen der Begrenzung F'r(S, A) sind

identisch.

Beweis: Der Rand 0S5 eines Subkomplexes S C A enthélt Zellen der Dimensionen
0 bis n — 1. Jede (n — 1)-Zelle ¢/ ' des Randes 9 berandet gem#f8 Definition BD
genau eine n-Zelle des Subkomplexes S. Dies ist davon unabhéngig, ob die Zelle
1 zu S oder zu A\ S gehort.

]

Die Begrenzung F'r(S, A) eines Subkomplexes S C A enthélt Zellen der Dimen-
sionen 0 bis n — 1. Fiir jede (n — 1)-Zelle ¢/~ von Fr(S, A) muss genau einer der

folgenden Fiélle gelten:

(a) Die Zelle ¢! gehort zur Menge S und SON(c!'™!, A) enthilt je eine Zelle
g € 5 und eine Zelle ¢} g € A \ S.

(b) Die Zelle ¢! gehort zur Menge A\ S und SON(c!'™!, A) enthilt je eine Zelle
g € S und eine Zelle ¢} g € A\ 5.

(c) Die Zelle ¢! gehort zur Menge S und SON(c! !, A) enthilt zwei Zellen
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ey e A\ S.

(d) Die Zelle ¢/ gehort zur Menge A\ S und SON (c}!, A) enthilt zwei Zellen

cl,cy €8.

Da SON(c? !, A) lediglich die Zelle ¢!' ' und zwei n-Zellen enthilt, kénnen keine
weiteren Falle auftreten, die mit Definition FR konsistent sind.

Da der Subkomplex S homogen-n-dimensional ist, kann der Fall (c¢) geméf Defi-
nition HN nicht auftreten. Da der Subkomplex S dicht ist, kann der Fall (d) gemé&8
Definition RD nicht auftreten.

Die Falle (a) und (b) besagen, dass jede (n — 1)-Zelle der Begrenzung F'r(.S, A)
genau eine n-Zelle von S in ihrer kleinsten offenen Umgebung besitzt. Dies be-
deutet geméaf Definition BR, dass diese (n — 1)-Zelle genau eine n-Zelle aus S be-
randet. Dies entspricht der Definition des Randes, woraus folgt, dass in homogen-
n-dimensionalen und dichten Teilkomplexen S jede (n — 1)-Zelle der Begrenzung
Fr(S,A) eine (n — 1)-Zelle des Randes 05 ist.

Es bleibt zu zeigen, dass jede (n — 1)-Zelle des Randes 05 eine (n — 1)-Zelle der
Begrenzung Fr(S, A) ist. Da jede (n — 1)-Zelle ¢!~ € 9S genau eine n-Zelle aus
S und somit auch genau eine n-Zelle aus A \ S berandet, besitzt sie diese beiden
Zellen in ihrer kleinsten offenen Umgebung. Demnach enthilt SON (!, A) so-
wohl Zellen aus S als auch Zellen aus A\ S. Somit ist in homogen-n-dimensionalen
und dichten Teilkomplexen S jede (n — 1)-Zelle des Randes 0S gleichzeitig eine
(n — 1)-Zelle der Begrenzung Fr(S, A).

O

Lemma 2: Gegeben sei ein Teilkomplex S eines AC Komplexes A. S sei homogen-
n-dimensional und dicht. Die Menge der k-dimensionalen Zellen (0 < k& < n—1) des
Randes 0S und die Menge der k-dimensionalen Zellen der Begrenzung Fr(S, A)

sind identisch.

Beweis: Der Abschluss jeder (n — 1)-Zelle ¢! des Randes S enthilt gemif
Definitionen BD und CS alle k-Zellen (0 < k < n —1) aus 5, die die (n — 1)-Zelle
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c?_l beranden. Aus der Transitivitdt der Berandungsrelation folgt, dass diese k-
Zellen sowohl Zellen aus S als auch aus A\ S beranden. Demnach besitzt jede
k-Zelle aus 05 in ihrer kleinsten offenen Umgebung sowohl Zellen aus S als auch
aus A\ S und ist geméB Definition FR eine k-Zelle der Begrenzung Fr(S, A).

Die Begrenzung Fr(S, A) enthélt geméf Definition FR alle k-Zellen (0 < k <
n — 1), die sowohl Zellen aus S als auch Zellen aus A\ S in ihrer kleinsten offenen
Umgebung besitzen. Da der Subkomplex S homogen-n-dimensional und dicht ist,
sind in der kleinsten offenen Umgebung jeder k-Zelle sowohl n-Zellen aus S' als auch
aus A\ S. Aufgrund der Transitivitit der Berandungsrelation werden von diesen
k-Zellen auch die (n—1)-Zellen des Randes (der Begrenzung) von S berandet. Jede
k-Zelle, die (n — 1)-Zellen des Randes 0S berandet, gehort geméf Definitionen CL
und CS zum Abschluss der (n — 1)-Zelle des Randes und somit gemé#fl Definition
BD zum Rand selbst.

Somit sind in homogen-n-dimensionalen und dichten Teilkomplexen S C A die
Menge der k-Zellen (0 < k < n —1) des Randes 05 und der Begrenzung F'r(S, A)

identisch.

O

Theorem 1: In einem homogen-n-dimensionalen und dichten Subkomplex S eines
AC Komplexes A ist der Rand 05 identisch der Begrenzung Fr(S, A).

Beweis: Die Begrenzung Fr(S, A) eines Teilkomplexes S eines AC Komplexes A
enthélt geméaf Definition FR alle Zellen, die in Threr kleinsten offenen Umgebung
sowohl Zellen aus S als auch Zellen aus A\ S enthalten. Dies konnen nur Zellen
der Dimension < n sein, denn die kleinste offene Umgebung einer n-Zelle enthélt
nur die n-Zelle selbst, welche entweder zu S oder zu A\ S gehort.

Der Rand 0S5 eines Teilkomplexes S eines AC Komplexes A enthéilt geméaf
Definition BD die Abschliisse der (n — 1)-Zellen, die jeweils sowohl eine n-Zelle
aus S als auch eine n-Zelle aus A \ S beranden. Dies sind ebenfalls Zellen der
Dimension < n.

Mit Lemma 1 wurde gezeigt, dass die (n — 1)-Zellen des Randes 0.5 gleichzeitig
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Zellen der Begrenzung F'r(S, A) sind und dass die (n — 1)-Zellen der Begrenzung
Fr(S, A) gleichzeitig Zellen des Randes 05 sind.

Mit Lemma 2 wurde gezeigt, dass alle k-dimensionalen Zellen (0 < k <n — 1)
des Randes 0S gleichzeitig Zellen der Begrenzung F'r(S, A) sind und dass alle k-
dimensionalen Zellen (0 < k < n —1) der Begrenzung Fr(S, A) gleichzeitig Zellen
des Randes 05 sind.

Da der Rand 05 und die Begrenzung F'r(S, A) keine Zellen anderer Dimensionen
enthalten, ist in einem homogen-n-dimensionalen und dichten Teilkomplex S eines
AC Komplexes A der Rand 0S identisch der Begrenzung Fr(S, A).

O

Da in dieser Arbeit ausschliefSlich AC Komplexe betrachtet werden, die 3-Mannig-
faltigkeiten mit Rand sind, wird an entsprechender Stelle immer vom Rand 05 die
Rede sein und nicht von der Begrenzung F'r(S, A), da beide Begriffe laut Theorem

1 in dieser speziellen Klasse von AC Komplexen dquivalent sind.
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Kapitel 3

Problembeschreibung

In diesem Kapitel soll die in Abschnitt 1.2 bereits umrissene Beschreibung der Pro-
blemstellung genauer spezifiziert werden. Unter Nutzung der im vorigen Kapitel
definierten Begriffe und der in Anhang A gesammelten Definitionen ldsst sich die
Aufgabe exakt formulieren. Dabei soll verdeutlicht werden, welche Eigenschaften
die gegebene Datenmenge besitzt, aus welchen Anforderungen an Ergebnisse oder
Eigenschaften, die aus den Daten ermittelt werden sollen, die Notwendigkeit einer
Weiterverarbeitung folgt und welche Eigenschaften die Ergebnisstruktur besitzen

soll.

3.1 Ausgangsdaten

Gegeben ist ein 3-dimensionales digitales Objekt, welches als stark zusammen-
héngender, homogen-3-dimensionaler und dichter Subkomplex S eines AC Kom-
plexes A vorliegt. S wird als abgeschlosser Teilkomplex angenommen, d.h. es
gilt S = CI(S,A). Die Einschrinkung auf ein einzelnes Objekt ist keine Be-
schrinkung der Allgemeinheit, denn sofern der Komplex A in verschiedene nicht-
zusammenhédngende Subkomplexe Sy, .59, ... zerféllt, werden diese als unabhéngig
angesehen und kénnen unabhéngig voneinander verarbeitet werden.

Weiterhin wird davon ausgegangen, dass sich die Elemente ¢ € A, also die Zellen
des gegebenen AC Komplexes, genau den beiden Mengen S und A \ S zuordnen

lassen. Im weiteren wird die Menge S als Vordergrund und die Menge A \ S als

21
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Hintergrund bezeichnet.

Der AC Komplex A ist ein lokal endlicher topologischer Raum T geméafl Defi-
nition LFS [25] (siehe S.157). T' erfiillt weiterhin gem&f Theorem OS [25] (siche
S.161) das Axiom 7Ty der Punkttrennung. Jede Zelle ¢ € A besitzt somit immer

nur endlich viele andere Zellen in ihrer Umgebung.

Wir stellen uns A zunéchst als Kartesischen 3-dimensionalen Raum vor. Somit
besitzt jede Zelle ¢ € A Koordinaten, die seiner Position im Raum entsprechen.
Dariiberhinaus kann aus den Koordinaten einer Zelle ¢ seine Dimension abgeleitet
werden (siehe Definition KA [19], S.167).

Um innerhalb eines AC Komplexes Abstinde zwischen zwei Zellen ¢; und ¢y
berechnen zu konnen, ist die Definition einer Metrik erforderlich. Innerhalb dieser
Arbeit sei hierfiir die Euklidische Metrik angenommen. Sie sei mit d bezeichnet

und folgendermaflen definiert:

der ea) = \/(er, — e2,)2 + (e1, — ,)2 + (1, — .)? (3.1)

Die Zellen von A sind dabei durch ihre 3-dimensionalen Ortsvektoren bestimmt.

Der gegebene Subkomplex S von Zellen aus A besitzt geméafl Definition BD
[21] (siehe S.164) einen Rand 0S5, dessen Elemente jeweils mit Zellen aus S und
aus A\ S inzidieren. Der Rand 0S ist somit eine geschlossene 2-dimensionale

Mannigfaltigkeit ohne Rand.

Den beziiglich S relevanten Zellen ¢, € 95 mit dim(c,) < n—2 werden dariiber-
hinaus geometrische Attribute zugeordnet. Geméafl Definitionen KX1 und KV1
kann eine beziiglich S relevante 1-Zelle ¢! des Randes S eines stark zusam-
menhéngenden und dichten AC Komplexes A somit konvex oder konkav sein.
Gemifl Definitionen KX0, KV0 und SPO ist eine beziiglich S relevante 0-Zelle c°
aus 0S konvex, konkav oder ein Sattelpunkt. Flache bzw. nicht-relevante 1- und

0-Zellen werden nicht weiter betrachtet.
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3.2 Trennung der Zellen

GeméB Definitionen INT und EXT (siehe S.164) kann zu einem Teilkomplex S C A
die Menge int(S, A) seiner inneren Zellen, kurz Inneres, und die Menge ext(.S, A)
seiner duBeren Zellen, kurz AuBeres, bestimmt werden. Zellen von int(S, A) be-
finden sich demnach innerhalb des Objektes S, Zellen von ext(S, A) befinden sich
auflerhalb von S.

Der Rand 05 C S C A besitzt somit die Eigenschaft, die Menge der Vor-
dergrundzellen von der Menge der Hintergrundzellen zu trennen. Das bedeutet,
dass jeder Inzidenzpfad gemé&B Definition IP [25] (siehe S.158), von einer Zelle
cr € int(S, A) zu einer Zelle cp € ext(S, A) mindestens eine Zelle des Randes 05
enthélt.

Desweiteren folgt aus der Definition des Randes, dass keine Grundzellen, also
Zellen der Dimension 3, zum Rand gehoren, denn der Rand ist definiert als der
Abschluss aller (n — 1)-dimensionalen Zellen, die jeweils n-dimensionale Zellen aus
S und A\ S beranden. Somit liegen die 3-Zellen in der Ausgangsdatenmenge immer
eindeutig innerhalb oder aulerhalb des Randes, also der Oberfliche des Objektes.

Die Ausgangsdatenmenge ldasst sich somit zunéchst als drei disjunkte Teilmen-
gen auffassen: das Innere int(S, A), der Rand 05 und das AuBere ext(S, A) des
gegebenen Objektes S C A. Weiterhin besteht der Rand aus einer nicht-leeren
Teilmenge von relevanten Zellen und aus einer Teilmenge von nicht-relevanten

Zellen, die jedoch leer sein kann.

3.3 Reprisentation der Elemente

Das gegebene 3-dimensionale digitale Objekt liegt in Form eines Rasters vor, in
welchem zunéchst nur die 3-Zellen eine Markierung tragen, die angibt, ob die
jeweilige 3-Zelle zum Objekt, also zur Menge S, oder zum Hintergrund, also zur
Menge A\ S, gehort. Zellen niedrigerer Dimension im AC Komplex A tragen keine
Markierung.

Da gefordert wird, dass das gegebene Objekt eine 3-dimensionale Mannigfaltig-
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keit mit Rand ist, wird sichergestellt, dass es damit ein stark zusammenhéangender,
homogen-3-dimensionaler und dichter AC Komplex ist. Somit kénnen die Zellen
der Dimension 0 bis 2 sehr einfach markiert werden: Jede k-Zelle (k < 3), die aus-
schliellich 3-Zellen aus S berandet, wird ebenfalls als Vordergrundzelle markiert.
Jede k-Zelle, die ausschlieflich Zellen aus A\ S berandet, wird als Hintergrundzelle
markiert. Die verbleibenden k-Zellen, also solche, die sowohl Zellen des Vorder-
grundes als auch Zellen des Hintergrundes beranden, gehéren zum Rand 95 und
bekommen eine eigene Markierung.

Was nun vorliegt, ist ein 3-dimensionales Raster, in welchem jede Zelle genau
eine der drei Markierungen (Vordergrund, Hintergrund, Rand) besitzt. Die so mar-
kierten Rasterelemente sind damit in expliziter Form gespeichert.

Die explizite Speicherung der Elemente des Rasters beinhaltet keine Informa-
tionen iiber die Topologie innerhalb des Rasters. Aufgrund der Eigenschaften des
Subkomplexes S sind lediglich einige wenige globale topologische Informationen

gegeben:
e S und A\ S sind stark zusammenhéngend, dicht und homogen-3-dimensional,
e der Rand 05 ist eine geschlossene 2-dimensionale Mannigfaltigkeit ohne Rand.

Weitere topologische Informationen, wie z.B. Informationen dariiber, welche Zelle
aus A mit welchen anderen Zellen aus A inzidiert oder mit wievielen Zellen aus S,
0S oder A\ S, sind nicht explizit gespeichert. Dies muss aus der Rasterstruktur
in jedem Fall ermittelt werden.

Geometrische Informationen sind ebenfalls nicht in der Rasterstruktur gespei-
chert. Dazu gehoren zunéchst die lokalen geometrischen Informationen iiber die
relevanten Zellen, also ob die 1-dimensionalen Randzellen konvex oder konkav sind
und ob die 0-dimensionalen Randzellen konvexe, konkave oder Sattelpunkte sind.
Globale geometrische Informationen, so zum Beispiel der Oberflicheninhalt des
Randes, miissen auch aus den gegebenen Daten berechnet werden.

Ein weiterer wichtiger Punkt, der Beachtung finden sollte, ist der Speicherbedart
bei expliziter Speicherung aller Zellen des AC Komplexes A. Im 3-dimensionalen

Fall ist fiir die Speicherung aller Zellen der Dimension 0 bis 3 achtmal mehr Spei-
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cher erforderlich [23] als fiir die ausschlieliche Speicherung der 3-Zellen, also der-
jenigen Zellen, die von den bildgebenden Gerédten Werte zugeordnet bekommen.
Dariiberhinaus ist fiir die Speicherung der Oberfliche eines Objektes die explizite
Représentation aller Zellen unnétig. Sofern das Objekt durch eine geschlossene
Oberflache, also eine 2-dimensionale Mannigfaltigkeit ohne Rand, repréasentiert
wird, sind die Zellen im Inneren der Oberflache implizit gespeichert und kénnen
bei Bedarf mithilfe der Oberflache rekonstruiert werden. Die Redundanz der ex-
pliziten Speicherung kann man sich an einem Beispiel verdeutlichen: Eine Kugel

mit dem Radius r und dem Mittelpunkt (xg, yo, 29) ist durch die Formel

(x—20)* + (y —yo)? + (2 — 2)* = r? (3.2)

eindeutig bestimmt. Um die Beschreibung einer solchen Kugel zu speichern sind
nur wenige Bytes notwendig. Eine digitale Kugel mit dem Radius 100 und ei-
ner 0-Zelle als Mittelpunkt besteht aus 523984 Voxeln (3-Zellen). Da die explizite
Speicherung aller Zellen der Dimensionen 0 bis 3 achtmal mehr Speicher benotigt,
miissen fiir dieses Objekt mehr als 4 Millionen Integer-Werte gespeichert wer-
den. Pro Integer-Wert benotigt man im allgemeinen 4 Bytes, was zu einem Ge-
samtspeicherbedarf von ca. 16 MBytes fiihrt.

Die bereits erwidhnten fehlenden topologischen und geometrischen Informatio-
nen haben zur Folge, dass diese bei Bedarf in jedem Fall aus den Zellen innerhalb
des Rasters berechnet werden miissen. Hierbei ist bei der Ermittlung der topolo-
gischen Informationen vorwiegend die Anwendung von Suchverfahren notwendig,
geometrische Informationen bendtigen meist Berechnungen mit Methoden der li-
nearen Algebra. Da diese Informationen nicht mit im Raster gespeichert werden

kénnen, miissen sie immer dann, wenn sie benotigt werden, neu berechnet werden.

3.4 Eigenschaften der Zielstruktur

Wie in den vorigen Abschnitten gezeigt wurde, ist der Rand 95 eines stark zu-
sammenhédngenden, homogen-3-dimensionalen und dichten Subkomplexes S eines

AC Komplexes A, eine Oberflache, die die Eigenschaft besitzt, Vordergrundzellen
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von Hintergrundzellen zu trennen. Die Speicherung der Elemente der Oberflédche
erfolgt explizit, also einzeln fiir jede Zelle von 0S.

Eine zweckméiflige und effiziente Datenstruktur sollte jedoch neben der Tren-
nung von Vordergrund- und Hintergrundzellen weitere Eigenschaften besitzen.
Zunachst soll damit eine Oberflache beschrieben werden, die eine 2-dimensionale
Mannigfaltigkeit ohne Rand représentiert, also ein abstraktes Polyeder geméafl De-
finition AP (siehe S.8) ist.

Es sollte zweitens fiir die Reprisentation der Oberfliche eine effiziente Daten-
struktur gewéhlt werden, die alle notwendigen topologischen und geometrischen

Informationen enthalt. Dazu zahlen insbesondere:

e Verweise auf inzidierende Zellen zu jeder einzelnen Zelle

e Informationen iiber die Konvexitiat der Teilflichen der Oberfliche (2-Block-

zellen)
e Flédcheninhalt jeder 2-Zelle
e Linge jeder 1-Zelle
e Koordinaten der 0-Zellen

e Flacheninhalt der Oberflache

Als dritte Eigenschaft soll die Oberfliche minimal viele Flichen besitzen, also
aus so wenig wie moglich Elementen bestehen. Dabei ist das Ziel, die Kodierung
der Oberflache mit minimalem Speicheraufwand zu realisieren, also eine moéglichst
sparsame Beschreibung der Oberfléiche zu erzeugen.

Dies soll unter der Bedingung erreicht werden, dass die FEcken der Oberfliche
Zellen aus S bzw. bei nicht-konvexen Objekten auch aus A\ S sind. Das bedeutet,
dass die Ecken immer ganzzahlige Koordinaten (siehe Definition KK [19], S.167)
besitzen sollen.

Ohne diese Forderung sind Oberflichen moglich, deren Ecken frei im Raum
liegen koénnen. Der Vorteil dabei bestiinde in der Moglichkeit, die Oberflache

aus weniger Elementen zusammenzusetzen (siche 2D-Analogon in Abbildung 3.1).
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Nachteilig hierbei ist jedoch der erhéhte Speicheraufwand fiir die Koordinaten der

Ecken, die in diesem Fall nicht mehr ganzzahlig sind.

e

ooooooo/oo
A7)

a b

Abbildung 3.1: (a) Polygon mit 5 Seiten, welches S von A\ S trennt
und nur 2-Zellen aus S als Ecken besitzt. (b) Polygon mit 4 Seiten und
frei im Raum liegenden Ecken v; und vs, welches ebenfalls S von A\ S

trennt.

Die in Abbildung 3.1 dargestellten Polygone trennen beide die Zellen der Menge
S von den Zellen der Menge A \ S. Dabei ist das Polygon in Abbildung 3.1 (a)
dasjenige Polygon, welches minimal viele Seiten besitzt unter der Bedingung, dass
die Ecken 2-Zellen aus S sind. Das Polygon in (b) besitzt dagegen minimal viele
Seiten unter allen méglichen Polygonen, die S von A\ S trennen.

Ein anderes Optimierungskriterium, das neben der Fldchenanzahl diskutiert
werden soll, ist der Oberflacheninhalt des Polyeders. Die Minimierung des Ober-
flacheninhaltes in 3D entspricht dem 2D-Problem des Findens eines Polygons mi-

nimaler Lange (MLP, minimum length polygon) (siehe [17], S.343).

3.5 Zusammenfassung

Die hier vorgestellte Aufgabe soll das Problem 16sen, zu einer gegebenen Menge von
Voxeln eine Oberflache zu finden, die bestimmte Eigenschaften besitzt. Um eine

solche Oberflache zu finden, wird ein Algorithmus benétigt, der aus der gegebenen
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Datenmenge die Oberfliche mit den geforderten Eigenschaften berechnen kann.
Zusammenfassend sollen hier noch einmal die Anforderungen an die Ausgangs-

daten aufgefiihrt werden:

e Die gegebenen Daten repréasentieren ein einzelnes 3-dimensionales digitales

Objekt, also eine zusammenhéngende Menge von Voxeln.

e Das Objekt liegt als Subkomplex S eines AC Komplexes A in einem Raster

VOr.
e S ist eine 3-Mannigfaltigkeit mit Rand gem&8 Definition MA [21] (siehe S.166).

e S ist somit stark zusammenhéngend, homogen-3-dimensional und dicht geméaf
Definitionen SZ [18] (siehe S.164), HN [23] (siehe S.164) und RD [19] (siehe
S.164).

e Der AC Komplex A ist ein Kartesischer Komplex geméafl Definition KA [19]
(siehe S.167). Somit besitzt jede Zelle aus A Koordinaten, die seiner Position

im Raum entsprechen. Es gilt die Euklidische Metrik.

e Die 3-dimensionalen Zellen von A sind markiert als Zellen des Objektes S
oder als Zellen des Hintergrundes A\ S.

Die zu berechnende Oberflache soll folgende Forderungen erfiillen:

e Die Oberflache trennt die 3-Zellen von S von den 3-Zellen von A\ S in einer
Weise, dass die Menge S aus der erzeugten Oberflache fehlerfrei rekonstruiert

werden kann.

e Die Oberflache besitzt Zellen der Menge S bzw. bei nicht-konvexen Objekten
auch Zellen aus A \ S als Ecken.

e Die Oberfliache soll in einer effizienten Datenstruktur gespeichert werden. Das
bedeutet, dass die Kodierung der Oberflache frei von Redundanz ist und die

fehlerfreie Rekonstruktion von S erlaubt.

e Esist diejenige Oberfliche gesucht, die unter den bereits genannten Forderun-
gen minimal viele Fldchen besitzt, sofern dies ohne die Anwendung zusétzli-

cher Optimierungsverfahren moglich ist.
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e Es soll untersucht werden, ob die erzeugte Oberfliche den minimalen Ober-
flicheninhalt besitzt und unter welchen Voraussetzungen dieser ohne die An-
wendung zusétzlicher Optimierungsverfahren bei der Polyedrisierung der ge-

gebenen Menge von Voxeln erzeugt wird.
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Kapitel 4

Polyedrisierung

In diesem Kapitel soll der Algorithmus vorgestellt werden, der zu einer gegebenen
Menge S von Voxeln ein abstraktes geometrisches Polyeder P berechnet, das die

in Abschnitt 3.5 zusammengefassten Eigenschaften besitzt.

Der Algorithmus beginnt mit der Erzeugung der konvexen Hiille CH(S) des
Teilkomplexes S. CH(S) ist gemédfl Definition CH ein AG Polyeder. Sofern die
gegebene Menge S von Zellen geméafl Definition DCS konvex ist, wurde hiermit
bereits ein Polyeder erzeugt, welches die Zellen der Menge S von den Zellen der
Menge A\ S trennt (siche Lemma TR, S.97).

Im allgemeinen Fall ist die Menge S jedoch nicht-konvex. In dieser Situation
fithrt der Algorithmus im Anschluss an die Erzeugung der konvexen Hiille von S
eine rekursive Modifikation dieses AG Polyeders durch. Diese Modifikation erfolgt
unter Abhéngigkeit von der Art und Anzahl der innerhalb der konvexen Hiille lie-
genden zusammenhdngenden Komponenten von Hintergrundvoxeln auf verschie-
dene Arten. Weiterhin spielt auch das Geschlecht der Oberfliche der Menge S fiir

die Art der Weiterverarbeitung eine entscheidende Rolle.

Fiir die Losung des Problems fiir Objekte, die ein Oberflichengeschlecht g > 0
besitzen, sollen in diesem Kapitel zwei mogliche Ansétze untersucht und verglichen

werden.

31



32 KAPITEL 4. POLYEDRISIERUNG

4.1 Die konvexe Hiille

4.1.1 Grundlagen

Die konvexe Hiille ist ein héufig verwendetes Mittel zur effizienten Beschreibung
einer Menge von Punkten im Raum. Auf dem Gebiet der Computational Geome-
try wird die konvexe Hiille in einem breiten Feld von Anwendungen eingesetzt.
Aufgrund langjéhriger Forschung auf diesem Gebiet existieren viele verschiede-
ne effiziente Algorithmen zur Erzeugung der konvexen Hiille in 2D. Einige dieser
Algorithmen konnten erfolgreich auf den 3-dimensionalen Fall (bzw. auch hoher-
dimensionalen Fall) verallgemeinert werden.

Man gliedert die Algorithmen zur Erzeugung der konvexen Hiille in 3D zunéchst

in drei verschiedene Kategorien [30]:

1. Gift Wrapping
2. Divide and Conquer

3. Inkrementelle Algorithmen

»Gift Wrapping® ist ein Algorithmus, der in beliebigen Dimensionen arbeitet [7].
Die 3-dimensionale Version ist dabei eine direkte Verallgemeinerung der 2-dimen-
sionalen Herangehensweise [30]. In jedem Schritt wird ein zusammenhéngender Teil
der konvexen Hiille erzeugt. Zu einer Flache F', die bereits in der Teilhiille enthalten
ist, wird eine Kante F gewahlt, die F', aber noch keine zweite Fliche berandet.
Die Erweiterung der Teilhiille erfolgt nun durch ,,Herumbiegen“ der Ebene 7, die
F enthilt, entlang der Kante E, so weit bis ein Punkt p der gegebenen Menge von
Punkten in 7 liegt. Mit der Kante £ und dem Punkt p wird ein neues Dreieck
aufgespannt, welches eine neue Flache der Teilhiille darstellt. Dies wird so lange
wiederholt, bis eine geschlossene triangulierte Oberflache entstanden ist, also bis
jede Kante der Teilhiille genau zwei Fliachen berandet. Dieser Algorithmus ist mit
einer Zeitkomplexitiit von O(n?) implementierbar, wobei n die Anzahl der Punkte
angibt, deren konvexe Hiille gesucht ist.

Divide-and-Conquer-Ansitze, wie in [30, 31] beschrieben, zeichnen sich durch
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eine Zeitkomplexitit von O(nlogn) aus, sind jedoch schwieriger zu implementie-
ren als Gift Wrapping oder inkrementelle Algorithmen. Der erste Schritt bei dieser
Klasse von Algorithmen ist das Sortieren der gegebenen Punkte nach einer ihrer
Koordinaten (0.B.d.A. nach ihrer z-Koordinate). Diese so sortierte Menge wird
nun in zwei Teilmengen zerlegt, so dass alle xz-Koordinaten der einen Teilmen-
ge kleiner sind als alle z-Koordinaten der anderen Teilmenge. Es wird zu jeder
Teilmenge rekursiv die konvexe Hiille erzeugt. Die beiden entstehenden konve-
xen Hiillen der Teilmengen werden in einem Verbindungsschritt (Merging) zusam-
mengefasst. Da die Koordinaten der Punkte sortiert wurden, sind die Teilhiillen
zwei disjunkte Polyeder. Beim Verbinden der zwei Teilhiillen wird &hnlich dem
Gift-Wrapping-Verfahren eine Menge von Ebenen um die Ecken der Teilhiillen
,herumgefaltet®, so dass eine Menge von Dreiecken entsteht, die einen Zyklus bil-
det und dessen Rand Kanten der disjunkten Polyeder sind. Einige Flichen der
Teilhiillen befinden sich nach dem Merging innerhalb des entstandenen Polyeders.
Diese werden entfernt. Es verbleiben somit nur die &ufleren Flachen sowie die sie
verbindenden Dreiecke. Das Ergebnis dieses Verfahrens ist die konvexe Hiille, die

aus Dreiecken besteht und rekursiv berechnet wurde.

Inkrementelle Verfahren, wie z.B. in [3, 10|, starten mit einem initialen Poly-
eder und erweitern dieses schrittweise. Das initiale Polyeder sei mit H, bezeichnet
und ist im allgemeinen Fall ein Tetraeder. Das Erweitern eines Polyeders H; zum
Polyeder H;. erfolgt durch die Wahl eines Punktes p, der sich aulerhalb von H;
befindet und eines , Horizontes“, der durch eine Pyramide aus Dreiecken mit p
verbunden wird. Auch hierbei gelangen wieder einige Flachen des Polyeders H; in
das Polyeder H; i hinein, die entfernt werden miissen. Sobald sich keine Punkte
der gegebenen Menge mehr auflerhalb von H; befinden, ist das Polyeder H; die

konvexe Hiille dieser Menge.

Der in dieser Arbeit verwendete Algorithmus zur Erzeugung der konvexen Hiille
wurde von W.A.Kovalevski entwickelt, in [24] vorgestellt und stellt ebenfalls ein
Beispiel fiir einen inkrementellen Algorithmus dar. Er besitzt jedoch aufgrund der
Anwendung auf dem Gebiet der 3-dimensionalen AC Komplexe einige Verbesse-

rungen gegeniiber herkommlichen inkrementellen Algorithmen. Die Verbesserun-
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gen beruhen auf der Tatsache, dass die konvexe Hiille einer gegebenen Menge S
von Voxeln, die aus wenigen zusammenhangenden Komponenten besteht, identisch
ist zur konvexen Hiille einer relativ kleinen Teilmenge S’ C S von besonderen Zel-
len aus S. Diese besonderen Zellen sind solche, die Kandidaten fiir die Ecken der
konvexen Hiille sind. Zwei mogliche Arten dieser Eckkandidaten werden in den

folgenden beiden Abschnitten vorgestellt.

4.1.2 Lokale Ecken

Der erste Teil des Algoritmus zur Erzeugung der konvexen Hiille C H(S) eines Teil-
komplexes S eines AC Komplexes A besteht in der Auswahl der besonderen Zellen,
mit denen die konvexe Hiille aufgespannt werden soll. Hierfiir werden Vektoren,
die zu den Zellen zeigen, in einer Menge L zusammengefasst. Voraussetzung fiir
die Verwendung der Vektoren ist die Zuordnung von Koordinaten an die Zellen der
Menge S. Dies erfolgt unter Nutzung der kombinatorischen Koordinaten gemif
Definition KK bzw. KA [19] (siche S.167). Im zweiten Schritt des Algorithmus
erfolgt die Berechnung der konvexen Hiille der Menge L.

Ein Vektor v ist ein Kandidat, wenn er keine Konvexkombination aus anderen
Vektoren aus S darstellt, d.h. wenn er nicht durch folgende Formel beschreibbar

ist:

T=) o7 mt0<ao;<lund Y oy=1; i=12..,n (4.1)

Die Erkennung, ob die Vektoren der Menge S Konvexkombination anderer Vek-
toren aus S sind, ist dquivalent zum Problem der Erzeugung der konvexen Hiille.
D.h. nur die Ecken der konvexen Hiille sind diejenigen Vektoren, die keine Kon-
vexkombinationen sind.

Aus diesem Grund wurde von W.A .Kovalevski in [24] vorgeschlagen, Vektoren
in einer lokalen Nachbarschaft zu testen, ob sie Konvexkombinationen von anderen
Vektoren sind. Vektoren, die in einer solchen lokalen Nachbarschaft keine Konvex-
kombination darstellen, werden als lokale Ecken (engl. local corners) bezeichnet.

Je grofler dabei die betrachtete Nachbarschaft eines Vektors ist, desto kleiner ist
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die Anzahl der gefundenen lokalen Ecken. Zweckméfiige Nachbarschaften fiir diese
Uberpriifung sind diejenigen Nachbarschaften, deren Vektoren sich in einer, zwei
oder drei Koordinaten um genau 1 von den Koordinaten des untersuchten Vektors
unterscheiden. Bei der Uberpriifung von 6 Nachbarn eines Vektors ¥ mit den Ko-
ordinaten (z,y, z) werden drei Paare von Vektoren aus der Nachbarschaft von ¢
tiberpriift, wobei jedes Paar v7, U5 symmetrisch zu v ist, also z.B. die Koordinaten
U1 = (x — 1,y,2) und v = (= + 1,y, z) besitzt. Wenn beide Vektoren zur Menge
S gehoren, ist v keine lokale Ecke. Nur wenn in allen drei Paaren die Anzahl der
jeweils zu S gehorenden Vektoren 0 oder 1 ist, ist ¥ eine lokale Ecke. Entspre-
chend werden bei der Uberpriifung von 18 bzw. 26 Nachbarn 9 bzw. 13 Paare von
Vektoren getestet.

4.1.3 Konvexe Ecken

Eine andere Moglichkeit, die Kandidatenvektoren zu ermitteln, ist die Wahl der
konvexen Ecken aus S. Fiir den Fall, dass die zu erzeugende konvexe Hiille die 0-
Zellen des Objektes S als Ecken besitzen soll, kénnen die konvexen 0-Zellen (siehe
Definition KXO0, S.13) von S als Kandidatenvektoren verwendet werden. Fiir den
in dieser Arbeit vorrangig betrachteten Fall, dass die Fcken der konvexen Hiille
die 3-Zellen aus S sind, muss zunéchst ermittelt werden, welche 3-Zellen aus S

konvexe Ecken sind.

Definition KX3: Eine 3-Zelle ¢? eines 3-dimensionalen AC Komplexes A heift
konver beziiglich eines Teilkomplexes S C A, wenn sie mit mindestens einer

beziiglich S konvexen 0-Zelle ¢V inzidiert.

Alle solche 3-Zellen werden als konvexe Ecken und damit als Kandidatenvektoren

aufgefasst. Ein Beispiel hierzu zeigt die folgende Abbildung:
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Abbildung 4.1: Ein Objekt S bestehend aus vier Voxeln. Seine konvexen
0-Zellen sind als schwarze Punkte, nicht-konvexe 0-Zellen sind als Kreise
dargestellt. Das Voxel in der Mitte der vorderen Reihe inzidiert mit keiner

konvexen 0-Zelle und ist demnach kein Kandidatenvektor.

Beide Moglichkeiten - lokale Ecken und konvexe Ecken - sind fiir die Auswahl
der Kandidatenvektoren geeignet. Dabei sind die konvexen Ecken mit weniger
Aufwand bestimmbar, jedoch wird durch die Betrachtung einer grofleren lokalen
Nachbarschaft fiir die Bestimmung der lokalen Ecken eine Reduzierung der Menge
der Kandidatenvektoren erreicht, was die Erzeugung der konvexen Hiille beschleu-

nigt.

4.1.4 Die initiale konvexe Hiille

Wie bei allen inkrementellen Algorithmen zur Erzeugung der konvexen Hiille
wird zunéchst ein initiales Polyeder benotigt. Hierfiir werden vier beliebige nicht-
komplanare Kandidatenvektoren aus der Menge L ausgewahlt und es wird aus
ihnen ein Tetraeder (siche Abbildung 4.2) aufgespannt. Dieses ist in jedem Fall
konvex, denn jeweils drei Ecken des Tetraeders legen eine Ebene fest, die einen
abgeschlossenen Halbraum berandet, in dem sich die vierte Ecke befindet und da-
mit alle Ecken des Tetraeders. Dies gilt fiir alle moglichen Kombinationen aus drei

Ecken des Tetraeders.
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Abbildung 4.2: Vier Kandidatenvektoren (p, ..., ps) bilden ein Tetra-

eder.

Die Zellen der Oberfliche des Tetraeders werden in Form der 2-dimensionalen
Zellenliste [18] gespeichert. Fiir das in Abbildung 4.2 dargestellte Tetraeder wird
der Aufbau der Zellenliste in Anhang C erléautert.

4.1.5 Erweiterung der initialen konvexen Hiille

Als néchster Schritt bei der Erzeugung der konvexen Hiille wird das initiale Po-
lyeder erweitert. Dabei werden dem initialen Polyeder schrittweise Ecken aus der
Menge L zugefiihrt. Das in jedem Schritt entstehende Polyeder sei als das aktuel-
le Polyeder (engl. current polyhedron) bezeichnet. Die Erweiterung des aktuellen

Polyeders basiert auf dem Begriff der Sichtbarkeit, der folgendermaflen definiert ist:

Definition VI: Eine Fliache F eines konvexen AG Polyeders ist sichtbar (engl.
visible) von einem Punkt p, wenn p im dufleren offenen Halbraum liegt, der durch
die Fliche I’ berandet wird. Das bedeutet, dass das Skalarprodukt sg, = 7 - aus
dem Normalenvektor n der Flache F' und dem Vektor w, der von einem beliebigen

Punkt @) aus I’ zu p zeigt, positiv ist. Ist s, negativ, ist /' von p aus unsichtbar
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(engl. invisible). Wenn sp, = 0, dann ist F' komplanar (engl. coplanar) mit p.

Die Wahl des Punktes @) als Anfangspunkt des Vektors w beeinflusst den Wert
des Skalarproduktes nicht, da alle Vektoren, die in F' liegen, orthogonal zu 77 sind
und ihr Skalarprodukt mit 7 daher O ist.

Die Erweiterung des aktuellen Polyeders erfolgt, indem eine (lokale oder konve-
xe) Ecke nach der anderen aus L genommen wird. Fiir jeden dieser Punkte p wird
die Sichtbarkeit jeder Fliche F' des Polyeders berechnet. Dafiir wird das Skalar-
produkt aus dem Vektor w, der von einem Punkt der Fliache zu p zeigt, und dem
Normalenvektor 77 der Fliche F' berechnet und es wird jede Flédche mit einem La-
bel markiert, welches angibt, ob die Flache von p aus sichtbar, unsichtbar oder mit
p komplanar ist. Nachdem dies fiir alle Fldchen des Polyeders erfolgt ist, konnen
verschiedene Situationen eintreten: Die erste Moglichkeit besteht darin, dass keine
der Fléchen als sichtbar markiert wurde. In diesem Fall liegt der Punkt p innerhalb
des Polyeders und das Polyeder muss nicht verdndert werden. Der Punkt p wird
aus L entfernt.

Die zweite Moglichkeit ist der Fall, dass eine nicht-leere Menge von sichtbaren
Flachen existiert. Da das Polyeder in jedem Schritt konvex ist, ist diese Menge
zusammenhéangend. Es wird nun jeweils aus jeder Kante des Randes der Menge der
sichtbaren Flachen und dem Punkt p ein Dreieck erzeugt, welches in das Polyeder
aufgenommen wird. p wird dabei zu einer neuen Ecke. Die sichtbaren Flédchen
werden im Anschluss entfernt sowie auch alle Kanten und Ecken, die ausschliefSlich
mit sichtbaren Flachen inzidieren. Zellen, die mit sichtbaren und unsichtbaren
Zellen inzidieren, miissen aktualisiert werden, so dass der Verweis auf die sichtbare
Fléche durch einen Verweis auf die neu hinzugefiigte Fléche ersetzt wird. Gleiches
gilt fiir die Verweise auf Kanten und Ecken, die entfernt bzw. aktualisiert wurden.

Eine dritte Moglichkeit, die auftreten kann, ist der Fall, dass sichtbare und
komplanare Flachen beziiglich eines Punktes p existieren. Fiir die komplanaren
Flachen muss eine spezielle Herangehensweise gewéhlt werden, auf die im néchsten
Abschnitt eingegangen werden soll.

Nachdem alle Ecken aus L verarbeitet wurden, endet das Verfahren zur Er-
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zeugung der konvexen Hiille. Dabei sind die Elemente der Menge L im Ergebnis
entweder Ecken der konvexen Hiille oder sie befinden sich innerhalb des Polyeders.
Letzters schliefit die Moglichkeit mit ein, dass Punkte p aus L auf dem Polyeder
liegen, jedoch keine Ecken des Polyeders sind.

Dass dieses Verfahren die konvexe Hiille einer Menge von Voxeln erzeugt, wurde

in [24] gezeigt. Eine Kurzfassung des Beweises befindet sich in Anhang B.

4.1.6 Komplanare Flichen

Das aktuelle Polyeder besteht fiir den Fall, dass ein Punkt p aus L niemals kompla-
nar mit einer Flache F ist, ausschliefSlich aus Dreiecken, d.h. es ist eine triangulierte
Oberflache. Das liegt an der Erweiterung des aktuellen Polyeders mittels der Ent-
fernung sichtbarer Flachen und dem Einfiigen einer Menge von Dreiecken, die den
Rand der sichtbaren Fldchen mit dem Punkt p verbinden.

Da die konvexe Hiille von Objekten erzeugt werden soll, die in Form von Voxeln
in einem orthogonalen Gitter liegen, konnen Punkte existieren, die mit Fléchen
des aktuellen Polyeders komplanar sind. Fiir die Erweiterung eines aktuellen Po-
lyeders, welches zu einem Punkt p komplanare Flachen besitzt, sind verschiedene
Herangehensweisen moglich.

Zunéchst konnen komplanare Fliachen als unsichtbare interpretiert werden. In
diesem Fall wird an den Kanten, die sichtbare und komplanare (also unsichtbare)
Flachen beranden, mit dem aktuellen Punkt p ein neues Dreieck erzeugt. Dieses
neue Dreieck ist dann ebenfalls komplanar mit der Flidche, die mit p komplanar
ist.

Die zweite Moglichkeit ist die Interpretation komplanarer Fliachen als sichtbare
Flachen. In diesem Fall werden die komplanaren Flachen ebenso wie die sichtbaren
entfernt und am Rand des sichtbaren Gebietes werden neue Dreiecke erzeugt.

Auch in diesen beiden Fillen ist ein aktuelles Polyeder immer ein trianguliertes
Polyeder, da in jedem Schritt immer nur Dreiecke erzeugt werden. Einige dieser
Dreiecke sind komplanar. Dies kann in einem anschliefenden Zusammenfassungs-

schritt gedndert werden, so dass alle komplanaren Dreiecke zu n-Ecken zusammen-
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gefiigt werden.

Eine dritte Moglichkeit besteht darin, fiir komplanare Flachen eine eigene Her-
angehensweise zu formulieren. Dabei wird der Punkt p in den Rand der kom-
planaren Flache aufgenommen, indem der Punkt p mit dem Rand des sichtbaren
Gebietes des Randes der komplanaren Flache verbunden wird, d.h. Kanten, die au-
Ber der komplanaren Flidche F' sichtbare oder ebenfalls komplanare andere Fliachen
beranden, werden entfernt und es wird je eine neue Kante zwischen P und den

beiden Endpunkten des verbliebenen Randes erzeugt.

b E B P,
g p p
F
777777777 3 p3
a b

Abbildung 4.3: Erweiterung einer komplanaren Flache F' mit dem Punkt
.

Abbildung 4.3 (a) zeigt eine Fliche F', die mit einem Punkt p komplanar ist.
Die beiden Kanten zwischen den Ecken p, und p3 beranden neben F' noch je eine
sichtbare Flidche, die in Abbildung 4.3 nicht dargestellt ist, da sie in die Tiefe geht.
Die Kante E berandet eine weitere mit p komplanare Flache, weswegen E mit p
kollinear ist. Wie im Teilbild (b) zu erkennen ist, wurden die Kanten, die sichtbare
oder komplanare Flachen beranden, entfernt und die beiden Endpunkte p3 und py4
des verbliebenen Randes durch neue Kanten mit p verbunden.

Dieser Ansatz entspricht der Erweiterung der 2-dimensionalen konvexen Hiille,
bestehend aus einem aktuellen konvexen Polygon, mit einem Punkt p.

Alle drei beschriebenen Moglichkeiten der Verarbeitung komplanarer Flachen

wurden angewandt und praktisch untersucht. Beziiglich der Rechenzeit ist es von
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Vorteil, in jedem Schritt durch das dritte Verfahren die Anzahl der Flichen im ak-
tuellen Polyeder zu reduzieren, was bei der Uberpriifung der Sichtbarkeit weniger
Berechnungen erfordert. Dies kann mittels Tabelle 4.1 belegt werden. Fiir Objekte
verschiedener Grofle wurde die Zeit gemessen, die jeweils fiir die Erzeugung der
konvexen Hiille nach den drei oben beschriebenen Mdoglichkeiten benétigt wurde.
Dabei wurden die beiden Moglichkeiten der Erzeugung einer triangulierten Ober-
flache mit der dritten Moglichkeit, also der Erweiterung komplanarer Flachen zu

n-Ecken, verglichen.

Rechenzeit fiir die Erzeugung der konvexen Hiille
Triangulation
Objekt komplanare Flachen | komplanare Fliachen | Erweiterung
sind unsichtbar sind sichtbar

Kugel (r = 12) 0,210s 0,110s 0,080s
Kugel (r = 16) 2,293s 1,812s 0,971s
Kugel (r = 20) 5,357s 1,932s 1,462s
Kugel (r = 24) 8,072s 4,937s 3,435s
Wiirfel (a = 5) 0,130s 0,040s 0,010s
Wiirfel (a = 10) 8,031s 0,180s 0,170s

Tabelle 4.1: Vergleich des Zeitaufwandes bei den drei verschiedenen Ver-
fahren zur Erzeugung der konvexen Hiille fiir Kugeln mit verschiedenem
Radius r und nicht-achsenparallele Wiirfel mit verschiedener Kantenlédnge

a.

Neben den in Tabelle 4.1 gezeigten Werten fiir die Berechnungszeiten der konve-
xen Hiillen verschiedener Objekte ist es weiterhin interessant zu vergleichen, aus
wievielen Flachen die konvexen Hiillen bestehen, die durch die drei verschiedenen

Verfahren erzeugt wurden.
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Anzahl der Fliachen in der konvexen Hiille
Triangulation
Objekt komplanare Flachen | komplanare Fliachen | Erweiterung
sind unsichtbar sind sichtbar
Kugel (r = 12) 236 140 74
Kugel (r = 16) 492 428 218
Kugel (r = 20) 636 380 170
Kugel (r = 24) 668 524 290
Wiirfel (a = 5) 204 60 24
Wiirfel (a = 10) 716 60 22

Tabelle 4.2: Vergleich der entstehenden Flachenanzahl bei den drei ver-

schiedenen Moglichkeiten zur Erzeugung der konvexen Hiille.

Aus diesen Vergleichen lasst sich schlussfolgern, dass beziiglich Rechenzeit und
Flachenanzahl die Methode der Erweiterung komplanarer Flédchen die effizienteste
ist. Soll die konvexe Hiille dagegen als Triangulation vorliegen, so ist es sinn-
voller, komplanare Flachen als sichtbare Flachen zu interpretieren, denn hierbei
werden weniger Fléchen erzeugt als bei der Methode der Interpretation kompla-
narer Flachen als unsichtbare Fléchen. Die Einsparung von Rechenzeit ergibt sich
dann aus der geringeren Anzahl von Fldchen, die in jedem Schritt auf Sichtbarkeit

iiberpriift werden miissen.

4.1.7 Beispiele

In diesem Abschnitt folgen einige Beispiele fiir die verschiedenen Moglichkeiten
der Erzeugung der konvexen Hiille C'H(S) einer Menge S von Voxeln.

Die Abbildungen 4.4 bis 4.6 zeigen eines der in den Tabellen 4.4 und 4.5 erwéahn-
ten Beispiele digitaler Kugeln. Man erkennt hier deutlich die unterschiedliche An-
zahl der erzeugten Fliachen. Die Abbildungen 4.8 bis 4.10 zeigen das Beispiel eines
nicht-achsenparallelen Wiirfels. Zu diesen Abbildungen sei angemerkt, dass hier
die 0-Zellen des Objektes die Ecken der konvexen Hiille sind. Dies wurde aufgrund

der besseren Darstellbarkeit ausgewéhlt.
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Abbildung 4.4: Konvexe Hiille einer digitalen Kugel mit Radius r = 20
Voxel, erzeugt als triangulierte Oberfliche. Komplanare Flachen wurden

bei der Erweiterung als unsichtbare Flachen interpretiert.

Abbildung 4.5: Komplanare Fldchen wurden bei der Erweiterung als

sichtbare Flachen interpretiert.
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Abbildung 4.6: Komplanare Flidchen wurden bei der Erweiterung des
aktuellen Polyeders durch das Verfahren der 2D konvexen Hiille zu n-

Ecken vergrofiert.

Zu den in den Abschnitten 4.1.2 und 4.1.3 beschriebenen Moglichkeiten der Wahl
der Kandidatenvektoren fiir die Ecken der konvexen Hiille soll das folgende Bild
(Abbildung 4.7) zeigen, wie sich die Anzahl dieser beiden Arten von Ecken unter-
scheidet. In dieser Abbildung wird ein Ausschnitt des Objektes in Abbildung 4.6
dargestellt, namlich die 6-eckige Fldche in der oberen Mitte des Objektes.

Abbildung 4.7: Die Kandidaten fiir die Ecken der konvexen Hiille: lo-

kale Ecken (schwarze Punkte) und konvexe Ecken (schwarze Punkte und
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Kreise). Die Menge der Ecken der konvexen Hiille beinhaltet die in diesem

Beispiel dargestellten lokalen Ecken.

Abbildung 4.8: Konvexe Hiille eines nicht-achsenparallelen Wiirfels mit
Kantenlénge a = 10 Voxel, erzeugt als triangulierte Oberfliche. Kompla-
nare Flachen wurden bei der Erweiterung als unsichtbare Fldachen inter-

pretiert.

Abbildung 4.9: Komplanare Fldchen wurden bei der Erweiterung als

sichtbare Flachen interpretiert.
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Abbildung 4.10: Komplanare Flachen wurden bei der Erweiterung des
aktuellen Polyeders durch das Verfahren der 2D konvexen Hiille zu n-

Ecken vergrofiert.

4.1.8 Optimierung des Algorithmus

Wie schon im vorletzten Abschnitt gezeigt wurde, ist die Rechenzeit zur Erzeugung
der konvexen Hiille entscheidend davon abhéngig, wie komplanare Flachen behan-
delt werden. Dabei wird die Zeit, die fiir die Erweiterung komplanarer Flédchen
aufgewendet wird, durch die Reduzierung der Anzahl der Flachen mehr als aufge-
holt.

Eine weitere Verkiirzung der Rechenzeit kann erreicht werden, indem die initiale
konvexe Hiille so gewihlt wird, dass die Abstédnde der vier Ecken des Tetraeders
maximiert werden. Das bedeutet, dass dadurch erreicht werden kann, dass bei der
Erweiterung der initialen Hiille Punkte aus der Menge L bereits im Inneren des Po-
lyeders liegen und dass damit keine Flédchen erzeugt oder geloscht werden miissen.
Dies tritt umso héufiger auf, je weniger Ecken die konvexe Hiille im Verhéltnis zur
Anzahl der Kandidatenvektoren besitzt. Ein Extrembeispiel hierfiir ist ein achsen-
paralleler Wiirfel mit einem kugelférmigen Hohlraum (siehe Definition CA, S.51)
im Inneren (siche Abbildung 4.11).
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Um die Erzeugung der konvexen Hiille diesbeziiglich anzupassen, ist es erforder-
lich, die Menge L der Kandidatenvektoren zu sortieren. Im bisher beschriebenen
Algorithmus wird die Menge L so abgearbeitet, dass eine lexikografische Sortierung
der Vektoren benutzt wird, was bedeutet, dass die Vektoren zunéchst nach ihrer
r-Koordinate, dann nach ihrer y-Koordinate und ihrer z-Koordinate sortiert sind
und in dieser Reihenfolge beim Erzeugen der konvexen Hiille verwendet werden.

Um nun die Absténde der Ecken des initialen Polyeders (des Tetraeders) zu
maximieren, miissen die ersten vier zu benutzenden Vektoren in der Menge L
diejenigen sein, deren Koordinaten in gewisser Weise extrem sind. Das heif3t, dass

folgende vier Vektoren als Ecken des Tetraeders verwendet werden kénnen:

Lmin Tmaz Tmin Tmin
v = Ymin , U2 = Ymin , U3 = Ymazx , V4 = Ymin
Zmin Zmin Zmin Zmazx

Hierbei bedeuten die Minimalwerte der Koordinaten, dass zunéchst die minimale
r-Koordinate gewéhlt wird, unter allen Vektoren mit diesem Wert fiir x dann
die minimale y-Koordinate und unter allen diesen Vektoren dann die minimale
z-Koordinate. Existiert nur ein Vektor mit minimaler z-Koordinate, so muss der
zweite Vektor mit dem néchstgrofleren Wert fiir x gesucht werden. Gleiches gilt
fiir die Wahl der Maximalwerte. Der Grund fiir diese Art der Auswahl ist, dass ein
Vektor mit minimalem Wert in allen Koordinaten nicht in jedem Fall existiert. Dies
tritt beispielsweise bei einer digitalen Kugel auf, deren minimale z-Koordinate sich
dort befindet, wo y- und z-Koordinaten weder minimal noch maximal sind.
Nachdem nun die Ecken des Tetraeders gewéhlt wurden, ist eine weitere Sortie-
rung der Vektoren der Menge L notig, um die Beschleunigung weiter zu steigern.
Die néachsten vier Kandidatenvektoren, mit denen die initiale konvexe Hiille erwei-

tert wird, sollten dann die folgenden sein:

Tmax Tmin Tmazx Tmazx

— — — —

U5 = Ymax , Vg = Ymax y U = Ymin , Ug = Ymax

Zmazx Zmax Zmazx Zmin
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Mit diesen 8 Vektoren wird ein achteckiges Polyeder beschrieben, das in den an-
schlieBenden Schritten der Erzeugung der konvexen Hiille mit den verbleibenden

Vektoren in L erweitert wird.

Es soll angemerkt werden, dass diese Idee nur fiir bestimmte Objekte eine Be-
schleunigung der Rechenzeit bringt, vor allem fiir nicht-konvexe Objekte oder Ob-
jekte mit vielen komplanaren oder kollinearen Kandidatenvektoren. Fiir das Ob-
jekt in Abbildung 4.11 ist aufgrund der achsenparallelen Lage die Wahl der ersten
8 Vektoren fiir das Erzeugen der konvexen Hiille gleichzeitig die Wahl aller Ecken,
die in der konvexen Hiille enthalten sind. Alle weiteren Kandidatenvektoren liegen
im Inneren, was zu einer Rechenzeitreduzierung von 2,183s (nicht-umsortierte Lis-
te der Kandidatenvektoren) auf 0,711s (umsortierte Liste der Kandidatenvektoren)
fiihrt.

Abbildung 4.11: Konvexe Hiille eines Wiirfels mit kugelférmigem Hohl-
raum im Inneren. Die &ufleren Randfacetten des Wiirfels sind in diesem

Bild nicht dargestellt.
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Abbildung 4.12: Die konvexe Hiille eines nicht-achsenparallelen Wiirfels,
die aus der umsortierten Liste der Kandidatenvektoren erzeugt wurde
(vgl. Abbildung 4.8).

Abbildung 4.12 zeigt dagegen die konvexe Hiille des nicht-achsenparallelen Wiirfels
aus Abbildung 4.8. Fiir dieses Beispiel reduziert sich die Rechenzeit nur geringfiigig
von 8,031s auf 6,209s mit gleichzeitiger Reduzierung der Flachenanzahl von 716
auf 622.

4.2 Nicht-konvexe Mengen von Voxeln

Die konvexe Hiille einer Menge S von Voxeln, die einen stark zusammenhéngen-
den, homogen-3-dimensionalen und dichten Subkomplex eines AC Komplexes A
darstellt, ist nach Anwendung des im vorigen Abschnitt beschriebenen Verfahrens
ein konvexes AG Polyeder, welches die Voxel aus S von den Hintergrundvoxeln,
also den Voxeln der Menge A \ S, trennt, wenn S eine konvexe Teilmenge des
Raumes A geméf Definition DCS [19] (siehe S.169) ist. Weiterhin ist geméfl De-
finition CH (siehe S.9) die konvexe Hiille auch das kleinste konvexe AG Polyeder
mit dieser Eigenschaft und besitzt damit den minimalen Oberflicheninhalt unter

allen Polyedern, die eine konvexe Menge S von Voxeln von der Menge A\ S trennen
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(siche Lemma OB, S.107).

Da in dieser Arbeit vor allem auch Mengen S polyedrisiert werden sollen, die
nicht-konvex sind, muss zunédchst eine Unterscheidungsmoglichkeit zwischen kon-
vexen und nicht-konvexen Mengen von Voxeln gefunden werden. Hierfiir wird, wie
in [36] vorgeschlagen, die Menge der Voxel aus A\ S, die sich innerhalb der konve-
xen Hiille C'H(S) befinden, in Zusammenhangskomponenten zerlegt und beziiglich
der Anzahl disjunkter Mengen von stark zusammenhéngenden Flachen von C'H (S)

untersucht.

4.2.1 Zusammenhangskomponenten

Um herauszufinden, ob Hintergrundvoxel, also Voxel der Menge A \ S, innerhalb
der konvexen Hiille C'H(S) liegen, wird wiederum der Begriff der Sichtbarkeit
geméf Definition VI (siehe S.37) bendtigt. Demnach liegt ein Voxel innerhalb der
konvexen Hiille, wenn von diesem Voxel aus alle Flachen von C'H (.S) unsichtbar
sind.

Um alle Hintergrundvoxel innerhalb der konvexen Hiille zu finden, muss das
gesamte Gitter, welches die Voxel enthélt, in einem Bereich abgesucht werden, der
die konvexe Hiille vollstédndig enthalt. Hierfiir bietet es sich an, die minimalen und
maximalen Werte der Koordinaten, die die Ecken der konvexen Hiille besitzen, in
jeder Achsenrichtung des Gitters zu ermitteln und aus diesen einen Quader fest-
zulegen, der als Suchbereich fiir die Hintergrundvoxel verwendet wird. Innerhalb
dieses Quaders muss zu jedem Voxel der Menge A\ S die Sichtbarkeit aller Flichen
der konvexen Hiille bestimmt werden.

Diejenigen Hintergrundvoxel, fiir die alle Flachen der konvexen Hiille unsicht-
bar sind, befinden sich innerhalb dieser. Die Menge der Hintergrundvoxel wird
im Anschluss in zusammenhéngende Komponenten zerlegt. Dafiir wird das in [23]
vorgestellte Verfahren benutzt, so dass als Ergebnis der Zerlegung stark zusam-
menhéngende Komponenten von Hintergrundvoxeln innerhalb der konvexen Hiille
vorliegen. Die Voxel der Zusammenhangskomponenten werden in Abhéngigkeit

von ihrer Zugehorigkeit zur entsprechenden Komponente mit den Indices dieser
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markiert.

4.2.2 Arten der Zusammenhangskomponenten

Fiir eine Zusammenhangskomponente von Hintergrundvoxeln innerhalb der kon-
vexen Hiille soll im weiteren Verlauf dieser Arbeit folgender Begriff verwendet

werden:

Definition ZKH: Eine ZKH ist eine Zusammenhangskomponente von Voxeln der
Menge A\ S innerhalb der konvexen Hiille CH(S) eines Teilkomplexes S C A.

Innerhab dieser Arbeit sei eine ZKH als abgeschlossener Teilkomplex S’ beziiglich
eines AC Komplexes A angenommen, d.h. es gilt CI(S’, A) = 5"

Jede ZKH ist ein stark zusammenhidngender, homogen-3-dimensionaler und
dichter Teilkomplex eines AC Kmplexes A. Aus topologischer Sicht muss man
jedoch zwischen verschiedenen Arten solcher Zusammenhangskomponenten unter-
scheiden. Hierfiir wird fiir jede solche Komponente die Anzahl ihrer Beriithrungen
mit den Flichen der konvexen Hiille gemé&fl der drei folgenden Definitionen be-

stimmt.

Definition CO: Eine ZKH-Konkavitit (engl. ZKH concavity) ist eine ZKH, die
zu genau einer stark zusammenhéngenden Menge von Fléchen der konvexen Hiille

inzident ist.

Im Gegensatz zur Definition einer Konkavitit geméafl [42] muss eine ZKH-Konkavi-
tat geméf Definition CO keine , konvexe Ausbuchtung” des Hintergrundes sein,

d.h. eine ZKH-Konkavitit muss keine konvexe Menge von Voxeln sein.

Definition CA: Ein ZKH-Hohlraum (engl. ZKH cavity) ist eine ZKH, die zu kei-

ner Flache der konvexen Hiille inzident ist.
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Definition TU: Ein ZKH-Tunnel (engl. ZKH tunnel) ist eine ZKH, die mit mehr
als einer stark zusammenhingenden Menge von Flichen der konvexen Hiille inzi-
dent ist. Wenn der ZKH-Tunnel mit genau zwei stark zusammenhéngenden Men-
gen von Fldchen inzidiert, heifit er unverzweigt (engl. non-branched). Wenn die
Anzahl der stark zusammenhéngenden Mengen von Flachen, mit denen der ZKH-

Tunnel inzidiert, grofler ist als zwei, heifit er verzweigt (engl. branched).

Im weiteren Verlauf der Arbeit werden anstelle der Begriffe ,,ZKH-Konkavitat®,
»ZKH-Hohlraum®“ und ,,ZKH-Tunnel® die allgemeinen Begriffe ,,Konkavitét®,
,2Hohlraum* und ,, Tunnel* verwendet. Gemeint sind dabei jedoch immer die hier

definierten Begriffe.

Die Unterscheidung der ZKHs erfolgt auch hier wieder durch die Nutzung des
Begriffs der Sichtbarkeit. Um zu priifen, ob eine Menge von Flachen sichtbar ist,
werden zunéchst die 0-Zellen der aktuellen ZKH ermittelt und es wird mittels der
Berechnung der Sichtbarkeit gepriift, ob es 0-Zellen dieser ZKH gibt, die aufler-
halb oder auf der konvexen Hiille liegen. Existieren zu einer ZKH keine 0-Zellen
auflerhalb oder auf der Hiille, bedeutet dies, dass die ZKH die Oberflaiche nicht
schneidet und somit nicht mit Flachen der konvexen Hiille inzidiert. In diesem Fall
ist die aktuelle ZKH ein Hohlraum, da er vollstdndig von Voxeln des Objektes S
umgeben ist (siehe Beispiel in Abbildung 4.11).

Sobald 0-Zellen der aktuellen ZKH auflerhalb der konvexen Hiille liegen, exisi-
tieren damit sichtbare Flachen. Die ZKH wird somit von den sichtbaren Fliachen

geschnitten und inzidiert dadurch mit der Oberfléche.

Um hiermit nun Konkavitdten und Tunnel unterscheiden zu koénnen, ist es er-
forderlich, die von den 0-Zellen aus sichtbaren Fldchen zu markieren und in stark
zusammenhédngende Komponenten zu zerlegen. Die Anzahl der Komponenten von
Fldchen ergibt dann eine Unterscheidungsmoglichkeit zwischen Konkavitdten (ge-
nau eine zusammenhéngende Menge von Fliachen), unverzweigten Tunneln (genau
zwei zusammenhéngende Mengen von Flachen) und verzweigten Tunneln (mehr

als zwei zusammenhéngende Mengen von Flichen).
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4.2.3 Markierung sichtbarer Flichen

Zu jeder ZKH muss die Menge der sichtbaren Flachen gefunden werden. Zum einen
ist dies notwendig, um die Art (Hohlraum, Konkavitét, Tunnel) jeder ZKH bestim-
men zu konnen, zum anderen miissen die Gebiete der Oberfliche ermittelt werden,
an denen die Modifikation des Polyeders erfolgen soll. Wie bereits erwéahnt, erfolgt
diese Untersuchung unter Nutzung der 0-Zellen der Zusammenhangskomponen-
te. Dies ist unabhéngig davon, welche Arten von Zellen als Ecken des Polyeders
verwendet werden.

Es sei zunédchst der Fall betrachtet, dass eine ZKH S’ eine Konkavitét ist. Diese
ist gemaf Definition CO inzident zu genau einer stark zusammenhidngenden Menge
von Flachen des Polyeders. Eine ZKH ist immer genau dann inzident zu einer
Menge von Flachen, wenn sie von den Flachen geschnitten wird, was bedeutet,
dass Zellen von S’ auflerhalb des Polyeders liegen. Es existieren damit 0-Zellen
? € S’ und Flichen F; € CH(9), fiir die das Skalarprodukt eines Vektors ;, der
von einem Punkt aus Fj zu ¢ zeigt, und des Normalenvektors 77; der Fliche F}
grofer als 0 ist (Sichtbarkeit).

Abbildung 4.13 zeigt ein Beispiel fiir eine ZKH, die eine Konkavitdt darstellt.
Einige 0-Zellen der ZKH liegen auflerhalb der konvexen Hiille CH(.S) und damit

ist eine sichtbare Flidche F; vorhanden.

Abbildung 4.13: Konkavitéit eines Objektes S. Einige 0-Zellen (z.B.
) liegen auflerhalb der konvexen Hiille C'H(S) und damit existiert eine
sichtbare Flache F}.
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Sind von den 0-Zellen der Menge S’ aus mehrere Flachen sichtbar, muss gepriift
werden, ob die Menge der sichtbaren Flachen stark zusammenhéngend ist. Dies
kann erfolgen, indem eine beliebige sichtbare Fldche mit einer bestimmten Mar-
kierung versehen wird und ebenfalls auch alle weiteren sichtbaren Flachen, die
mit der ersten eine gemeinsame Kante besitzen und wiederum auch die sichtbaren
Flachen, die mit den bereits markierten eine gemeinsame Kante haben. Sollten
somit alle sichtbaren Flachen markiert worden sein, ist die Menge der sichtba-
ren Fliachen stark zusammenhéngend. Ist dies nicht der Fall, wird mit einer noch
nicht markierten sichtbaren Flache und einem neuen Label auf die gleiche Art und
Weise weiter markiert, bis alle sichtbaren Fliachen ein Label besitzen. Die Anzahl
der verschiedenen Markierungen, die benotigt werden, ergibt die Anzahl der stark
zusammenhédngenden Mengen von sichtbaren Fléchen.

Ist die so ermittelte Anzahl gréer als 1, handelt es sich bei der untersuchten
Zusammenhangskomponente um einen Tunnel.

Als weiterer Fall sei betrachtet, dass die ZKH S’ ein Hohlraum ist. Da geméif
Definition CA eine solche ZKH mit keiner Flache der konvexen Hiille inzidieren
darf, muss gepriift werden, ob alle Zellen aus S’ innerhalb C'H(S) liegen. Dies
ist der Fall, wenn keine Fliache der konvexen Hiille von einer 0-Zelle aus S’ aus
sichtbar ist.

Ein besonderer Fall tritt ein, wenn keine 0-Zellen von S” auerhalb von C'H (S)
liegen, es jedoch 0-Zellen aus S’ gibt, die mit Flichen der konvexen Hiille kom-
planar sind. Dieser Fall gilt dann ebenfalls als Konkavitét, da auch in diesem Fall

Flachen der konvexen Hiille mit 0-Zellen der ZKH inzidieren.

4.3 Geschlecht der Oberflache

Das topologische Geschlecht einer Oberflédche ist eine topologische Invariante, also
eine Eigenschaft, die unter Anwendung einer beliebigen homéomorphen Abbildung
f(A) erhalten bleibt.

Geméf Definition TG (siehe S.166) ist das topologische Geschlecht g einer Ober-

flache definiert als die maximale Anzahl von einfachen, geschlossenen, sich nicht
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iiberschneidenden Kurven, die sich auf der Oberfliche befinden koénnen, ohne die
Oberflache zu zerschneiden. Diese Definition ist jedoch wenig zweckméBig fiir eine
algorithmische Bestimmung des Geschlechtes des Randes eines AC Komplexes S.
Hierfiir ist die Definition der EULER Charakteristik [44] giinstiger:

Definition EC: Gegeben sei eine geschlossene Oberfliche mit Geschlecht g. Die
FULER Charakteristik ist bestimmt durch die Formel

X(9) =2—-2g9=mnp—ni+no (4.2)
Dabei bezeichnen ng,ny und ny die Anzahl der Ecken, Kanten und Flichen der

Oberflache.

Angewendet auf einen Teilkomplex S eines AC Komplexes A bedeutet dies, dass
es sich bei der erwahnten Oberfliche um den Rand 0.5 handelt. Die Ecken, Kanten
und Flachen der Oberflache sind die 0-, 1- und 2-Zellen in 0S.

4.3.1 Berechnung von g

Um g berechnen zu kénnen, also um das topologische Geschlecht von 0S bestim-

men zu konnen, ist es lediglich notwendig, Formel 4.2 nach g umzustellen:

ng — N1 + No
2

Die Werte fiir ng,ny und no koénnen durch Zahlen der 0-, 1- und 2-Zellen des

(4.3)

g=1-

Randes 0S bestimmt werden. Beispielsweise hat damit der Rand eines einzelnen
Voxels erwartungsgemaf das Geschlecht g = 0, denn er besteht aus 8 0-Zellen, 12
1-Zellen und 6 2-Zellen.

Das topologische Geschlecht g des Randes 0S eines stark zusammenhéngenden,
homogen-3-dimensionalen und dichten Teilkomplexes S eines AC Komplexes A ist
ein wichtiges Merkmal zur Klassifikation der zu verarbeitenden Objekte. Da der
Algorithmus fiir Objekte mit unterschiedlichem Geschlecht verschieden arbeitet,

was im Folgenden noch detailliert beschrieben werden wird, ist diese Klassifikation
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von grundlegender Bedeutung. Jedoch besteht eine entscheidende Schwachstelle in
dieser Unterscheidung: eine bestimmte Klasse von Objekten wird dadurch nicht
erkannt. Dies ist die Klasse der Objekte, die einen Knoten bilden, bzw. Objekte,
die Tunnel enthalten, welche einen Knoten bilden. Objekte dieser Art unterschei-
den sich in ihrem topologischen Geschlecht nicht von Objekten, die keine Knoten

besitzen, haben jedoch andere topologische Eigenschaften.

Abbildung 4.14: Objekt mit einem Tunnel, der einen Knoten bildet. Die
Voxel des Objektes sind nicht dargestellt, lediglich ihre konvexe Hiille und
die darin enthaltenen Hintergrundvoxel, die einen knotenartigen Tunnel
bilden.

Abbildung 4.14 zeigt ein Beispiel fiir ein Objekt mit ¢ = 1. Fiir dieses Objekt
ist die Anzahl der 0-Zellen nyg = 742, die Anzahl der 1-Zellen n; = 1484 und die
Anzahl der 2-Zellen ny = 742. Dieses Objekt unterscheidet sich damit in seinem
Geschlecht nicht von einem Torus, dessen Hintergrundvoxel innerhalb der konvexen

Hiille keinen Knoten bilden.
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Die Erkennung von Knoten ist ein nicht-triviales Problem und ist nicht Gegen-
stand dieser Arbeit. Grundlagen iiber die Klassifikation von Knoten findet man bei-

spielsweise in [1]. Ein den Knoten verwandtes Thema der verschlungenen Sphéren
behandelt [20].

Unabhéngig von dem Problem der Erkennung von Knoten ist die Polyedri-
sierung dieser Objekte moglich, sofern sie stark zusammenhéngende, homogen-3-

dimensionale und dichte Teilkomplexe eines Zellenkomplexes bilden.

4.3.2 Geschlecht der Oberflache und Tunnel

Wie im vorigen Abschnitt dargelegt, kann das Geschlecht g der Oberfliache ei-
nes Objektes S, welches eine 3-Mannigfaltigkeit mit Rand ist, durch Abzéhlen
der 0-, 1- und 2-Zellen in 0S5 und mit Hilfe von Formel 4.3 berechnet werden.
Dies ist notwendig, um nach dem Erzeugen der konvexen Hiille C'H(S) die Mo-
difikation der Oberflache entsprechend der Klasse des Objektes S durchfiihren zu
kénnen. Konkret bedeutet das, dass Objekte mit g = 0 auf das Vorhandensein von
Konkavitdten und Hohlrdumen untersucht werden und nicht auf (verzweigte oder

unverzweigte) Tunnel.

Fiir Objekte, die Tunnel besitzen, ist durch das Geschlecht der Oberfléche nicht
die Art des oder der Tunnel, die von den Hintergrundvoxeln gebildet werden, be-
stimmt. Man stelle sich als Beispiel zwei Objekte vor, wobei eines zwei disjunkte
Tunnel besitzt und das andere einen einfach verzweigten Tunnel (siehe Abbildung
4.15). In beiden Féllen ist ¢ = 2. Die Unterscheidung dieser Félle erfolgt nach dem
in Abschnitt 4.2.3 beschriebenen Verfahren, also durch die Markierung sichtbarer
Flachen zu jeder ZKH. Das bedeutet, dass das Objekt mit den zwei disjunkten
Tunneln zwei ZKHs besitzt, die einzeln und nacheinander betrachtet werden. Das

Objekt mit einem verzweigten Tunnel besitzt lediglich eine ZKH.
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Abbildung 4.15: Objekt mit verzweigtem Tunnel. Das Geschlecht ¢ des
Randes dieses Objektes ist 2, denn ng = 790, n; = 1584 und ny = 792.

Hierbei ist anzumerken, dass bestimmte Objekte existieren, die aufgrund der ge-
ringen Anzahl von Fldchen in ihrer konvexen Hiille ZKHs besitzen konnen, die
Tunnel bilden, welche aber nicht als Tunnel interpretiert werden, da die mit den
Tunnelenden inzidierenden Fléchen der konvexen Hiille eine einzige stark zusam-
menhéngende Menge bilden (siche Abbildung 4.16). Solche ZKHs gelten geméf
Definition CO als Konkavitéten.

Abbildung 4.16: Objekt mit verzweigtem Tunnel, welcher als Konka-
vitdt behandelt wird. Das Geschlecht der Oberfliche dieses Objektes ist
g=2.
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4.4 Modifikation der konvexen Hiille

Nachdem alle ZKHs des Objektes S gefunden und klassifiziert wurden, kann die
konvexe Hiille modifiziert werden. Wie bereits erwdhnt wurde, ist die konvexe
Hiille ein konvexes Polyeder. Da durch die folgenden Schritte der Modifikation die
Konvexitéit zerstort wird, kann im Folgenden nicht mehr von der konvexen Hiille
gesprochen werden. Als Bezeichnung hierfiir wird von nun an ,,das Polyeder® oder
,die Oberflache“ verwendet.

Zu Beginn dieses Kapitels wurde bereits erwahnt, dass die Modifikation durch
ein rekursives Verfahren realisiert wird. Dabei werden die markierten ZKHs ein-
zeln und unabhéngig voneinander verarbeitet. Die Rekursion besteht darin, dass
die Verarbeitung einer ZKH, die nicht konvex ist, mit dem gleichen Verfahren er-
folgt, wie die Verarbeitung des Ausgangsobjektes S selbst. Es miissen lediglich
die Rollen von innen und auflen vertauscht werden. Das Modifikationsverfahren
besteht letztendlich aus dem Erzeugen der Oberfliche der ZKH und dem Zusam-
menfiigen von Teiloberflachen.

Die Modifikation erfolgt unterschiedlich fiir verschiedene Klassen von Objekten.
Die drei Arten der Zusammenhangskomponenten innerhalb eines Polyeders (Kon-
kavitdten, Hohlriume und Tunnel) sind topologisch soweit verschieden, dass die

Verarbeitung jeweils eigene Ansétze benotigt.

4.4.1 Modifikation an Konkavitaten

Geméf Definition CO existiert zu einer Konkavitdt genau eine stark zusammen-
héngende Menge von Flidchen des Polyeders, die mit der Konkavitiat inzidiert.
Hiermit wird jedoch noch nicht zwischen den zwei moglichen Klassen von Kon-
kavitdten unterschieden. Es kann n&dmlich Konkavitdten geben, die lediglich eine
geometrische Eigenschaft der Oberflache sind und keine topologische. Solche Kon-
kavitdten besitzen eine Oberflache mit g = 0, d.h. sie enthalten selbst keine Tunnel.
Konkavitdaten mit Tunneln sind aus topologischer Sicht verschieden von den Kon-
kavitdten ohne Tunnel und werden bei der Polyedrisierung anders verarbeitet, da
sie Objekte mit g > 0 (siehe Abschnitt 4.5) sind. In diesem Abschnitt werden
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daher die Konkavitédten ohne Tunnel betrachtet.

Da Objekte mit Konkavitdten, die keine Tunnel besitzen, somit topologisch
dquivalent zu konvexen Objekten sind, wird fiir die Modifikation des Polyeders eine
Operation benotigt, die die Topologie erhilt, also das Geschlecht g des Polyeders
nicht verédndert.

Die dafiir verwendete Operation wird ,, Eindriicken® genannt. Der Name soll ver-
deutlichen, dass das Polyeder nach innen verformt wird und dabei nicht zerschnit-
ten oder verklebt wird, was der Definition einer topologieerhaltenden Abbildung,

also dem Homoomorphismus, entspricht.

Definition PR: Das Findriicken (engl. pressing-in) eines Polyeders P zu einer
nicht-leeren Menge von Zellen, genannt Zielzellen, die sich innerhalb des Polyeders
P befinden, ist eine topologieerhaltende Operation, die eine zusammenhéngende
Menge S von Fldchen von P durch eine neue zusammenhéngende Menge S5 von
Flachen ersetzt, so dass der Rand 957 und der Rand 0S5 identisch sind.

Im einfachsten Fall besteht die Menge S; aus genau einer Fliache von P und die
Menge der Zellen, zu der das Eindriicken erfolgt, besteht aus einer Zelle ¢, die
sich innerhalb von P befindet, aber nicht zu S gehort. In diesem einfachsten Fall
bildet die Menge S; die Grundfliche einer Pyramide P’ mit der Spitze ¢ und den
Flachen der Menge Ss als Seiten. S, ist somit eine Menge von Dreiecken, die jeweils
¢ mit einer Kante der Grundfliche der Pyramide P’ verbinden. Der Inhalt von P’
befindet sich vollstdndig innerhalb von P. Im allgemeinen Fall des Eindriickens
besteht die Menge S; jedoch aus mehreren Fliéchen und die Menge der Zielzellen
des Eindriickens besteht aus mehreren Zellen.

Um das Eindriicken zu realisieren, miissen diejenigen Flichen, die durch diese
Operation ersetzt werden sollen, markiert werden. Der in Abschnitt 4.2.3 beschrie-
bene Ansatz des Markierens sichtbarer Flachen zur Unterscheidung der Arten der
Zusammenhangskomponenten muss fiir das Eindriicken konkretisiert werden, denn
die Sichtbarkeit einer Fliache allein reicht nicht als Kriterium fiir ihre Auswahl aus,

denn damit wiirden auch Fldchen eingedriickt werden, die nicht mit der ZKH in-
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zidieren. Dies liegt an der Definition der Sichtbarkeit, denn auch solche Flédchen
konnen als sichtbar gelten, die keine Abschliisse von Hintergrundvoxeln schneiden
und demnach nicht mit der ZKH inzidieren.

Alle der folgenden drei Bedingungen miissen von einer Flache F' erfiillt werden,

damit diese zum Eindriicken ausgewéhlt wird:

(i) Die Fliche F ist sichtbar von mindestens einer 0-Zelle ¢” der ZKH S oder

mindestens eine 0-Zelle ¢” von S’ ist komplanar mit F'.

(ii) Wenn eine 0-Zelle ¢ von S’ aulerhalb von P und ein Hintergrundvoxel ¢3 € S’
mit ¢ € Cl(c?) innerhalb oder auf P liegt, dann muss die Projektion von ¢

auf F' innerhalb des Randes von F' sein.

(iii) Die 0-Zelle c® von S’ liegt nicht auf dem Rand der Fliche F.

Mit diesen Kriterien wird sichergestellt, dass eine einzudriickende sichtbare (i)
Fliche F von der Verbindungsstrecke c3 geschnitten wird (ii). Weiterhin wird
verhindert, dass Flidchen ausgewéahlt werden, die S’ lediglich mit einer Kante oder
einer Ecke beriithren (iii).

Die beiden Kriterien (ii) und (iii) dienen dazu, beim Eindriicken die Oberfldche
so zu modifizieren, dass moglichst wenige Zellen aus S nach der Modifikation
auBerhalb der Oberflache liegen.

Die Zielzellen des Eindriickens sind solche Zellen, die, analog zu den Kandida-
tenvektoren beim Aufspannen der konvexen Hiille, lokalen oder konvexen Ecken
entsprechen (sieche Abschnitt 4.1.2 bzw. Abschnitt 4.1.3). Diese werden in einer
Liste L’ gespeichert. Auch hier soll damit erreicht werden, dass die Anzahl der
Vektoren, die als Ecken der konvexen Hiille von S’ in Frage kommen, reduziert
wird, um Berechnungszeit zu sparen.

An dieser Stelle wird nun das Verfahren zur Erzeugung der konvexen Hiille
auf die Menge S’ der Hintergrundvoxel angewendet. Das dafiir zunéchst benotigte
initiale Polyeder wird jedoch nicht wie beim Erzeugen der konvexen Hiille aus vier
beliebigen nicht-komplanaren Zellen aus L’ erzeugt, sondern es wird aus der Menge

M der zum Eindriicken markierten Flichen und einer Zelle aus L', die mit keiner
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markierten Flache komplanar ist, aufgespannt. Dadurch entsteht ein Polyeder P,
welches aufgrund bereits erfolgter Modifikationen des Polyeders P auch nicht-
konvex sein kann. Dieses Polyeder P’ wird im Folgenden auch als aktuelles Polyeder

bezeichnet.

Das initiale bzw. aktuelle Polyeder P’ wird nun analog zum Erweitern der in-
itialen konvexen Hiille durch Zufiihren von Zellen der Menge L’ erweitert. Hierbei
wird der Begriff der Sichtbarkeit von Fldchen geméfl Definition VI (siehe S.37)
angewandt. Das Verfahren der Erweiterung eines aktuellen Polyeders P’ unter-
scheidet sich lediglich in einem Punkt von der Erweiterung der initialen konvexen
Hiille: Die Flachen des initialen Polyeders, welche den markierten Flachen aus P
entsprechen, also die Flachen der Menge M, nehmen eine besondere Rolle ein. Sie
werden in keinem Schritt als sichtbar markiert und auch nicht durch komplanare
Punkte erweitert. Dies ist notwendig, um die gem&f Definition PR (siehe S.60)
geforderte Identitédt der Rénder der Mengen S; und Sy sicherzustellen.

Nachdem alle Zellen aus L’ verarbeitet wurden, ist das umschlieende Polyeder
P’ der Menge S’ vollstiandig erzeugt. An diesem Punkt des Polyedrisierungsver-
fahrens erfolgt nun die Anwendung der Rekursion: Es wird zunéchst gepriift, ob
das Polyeder P’ Objektvoxel, also Voxel der Menge S, in seinem Inneren enthilt.
Ist dies nicht der Fall, endet die Modifikation der aktuellen Komponente mit dem
Zusammenfiigen der Polyeder P und P’ (siehe unten). Sind in P’ jedoch Zellen
aus S, also Objektvoxel, enthalten, erfolgt die Modifikaion des Polyeders P’ nach
dem gleichen Verfahren wie die Modifikation des Polyeders P. Damit dies reali-
sierbar ist, miissen an dieser Stelle die Rollen von Objekt- und Hintergrundvoxeln
getauscht werden. Danach werden wieder ZKHs (in diesem Fall mit Zellen aus S)
gebildet und klassifiziert. Im Anschluss daran werden diese entsprechend ihrer Art

(Konkavitat, Tunnel) durch das Modifikationsverfahren verarbeitet.

Das Zusammenfiigen der Polyeder P und P’ erfolgt, indem die Menge M der zur
Modifikation markierten Flichen von P entfernt und durch diejenigen Fléchen des
Polyeders P’ ersetzt wird, die nicht der Menge M der markierten Flachen aus P
entsprechen (siche Abbildung 4.17). Damit die Orientierung der Flidchen des mo-

difizierten Polyeders P einheitlich ist, miissen beim Zusammenfiigen die Fldchen
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von P’ ,umgedreht* werden. Das bedeutet, dass der Umlaufsinn des Randes jeder
Flédche sowie ihr Normalenvektor 77 in die entgegengesetzte Richtung gebracht wer-
den. Als Ergebnis zeigt dann jeder Normalenvektor nach auflen und die Kanten
jeder Fléache sind von auflen gesehen gegen den Uhrzeigersinn orientiert.

Das Zusammenfiigen der Zellenlisten der Polyeder P und P’ erfolgt durch Ent-
fernung der Eintrége derjenigen Fliachen der Zellenliste von P, die zum Eindriicken
markiert wurden. Weiterhin werden auch die Eintrége in der Liste der 1- und 0-
Blockzellen entfernt, die ausschliellich mit den entfernten Fléchen inzidiert haben.
Im Anschluss daran werden die Indices der Zellen des Polyeders P’ um die jeweils
maximalen Index-Werte der Teillisten von P erhoht und es werden die Eintréage
der Teillisten von P’ in die Teillisten von P aufgenommen und entsprechend der

Inzidenz der jeweiligen Blockzellen aktualisiert.

Abbildung 4.17: 2D-Analogon zweier Polyeder P und P’ beim Zusam-

menfiigen (a) sowie das resultierende Polyeder P des Zusammenfiigens

(b).

4.4.2 Modifikation bei Hohlridumen

Die Modifikation eines Polyeders P, welches eine Zusammenhangskomponente von
Hintergrundvoxeln enthélt, die gem#fl Definition CA (siehe S.51) einen Hohlraum
bildet, erfolgt verschieden von der Modifikation eines Polyeders, welches eine Kon-

kavitat besitzt. Hohlrdume inzidieren mit keiner Flache des Polyeders P. Demnach
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kann das Polyeder P nicht durch Eindriicken modifiziert werden.

Zwei digitale Objekte, die bis auf einen Hohlraum im Inneren identisch sind, un-
terscheiden sich jedoch topologisch voneinander, da es keinen Homéomorphismus
gibt, der ein Objekt ohne Hohlraum auf ein Objekt mit Hohlraum abbildet. An-
hand der EULER Charakteristik ldsst sich dies jedoch nicht in jedem Fall korrekt
erkennen. Deswegen wurde von Lhuilier im Jahre 1812 folgende Verallgemeinerung
vorgeschlagen (siehe [17], S.218 und [40], S.12ff):

no—nl—l—ng:Q(b—t—l—l)—l—p (44)

Hierbei bezeichnen ng, ny und ns die Anzahl der Ecken, Kanten und Flachen des
entsprechenden Polyeders, b die Anzahl der Hohlrdume (engl. bubbles), ¢ die An-
zahl der Tunnel und p die Anzahl der Polygone innerhalb der Flachen des Polyeders
(sog. Tunnelausgénge). Diese Formel liefert fiir das Beispiel in Abbildung 4.18 den
Wert b = 1, wogegen die EULER Charakteristik das Geschlecht der Oberflidche
g = —1 liefert.

Abbildung 4.18: Wiirfel mit Hohlraum im Inneren.

Da die Topologie eines Polyeders P ohne Hohlraum somit verédndert werden muss,
um in ein Polyeder mit Hohlraum umgewandelt zu werden, kommt fiir die Modifi-
kation nur eine Operation in Frage, die dies auch realisieren kann. Diese Operation
ist jedoch trivial, denn es besteht keine Inzidenz zwischen den Zellen des Hohlrau-
mes und dem Polyeder P, so dass ein unabhéngiges Polyeder um den Hohlraum

herum aufgespannt werden kann.
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Dies wird durch die Erzeugung der konvexen Hiille des Hohlraumes mit anschlie-
Bender Modifikation (falls es notwendig ist) realisiert. Auch hier werden zunéchst
die Kandidaten der Ecken dieses Polyeders bestimmt und in einer Liste L gespei-
chert, die wiahrend des Aufspannens der konvexen Hiille abgearbeitet wird. Die
Modifikation der konvexen Hiille des Hohlraumes kann in gleicher Weise wie die
des Objektes S erfolgen.

Sofern der Hohlraum keine konvexe Menge von Zellen ist (siche Definition DCS,
S.169), ist eine Modifikation notwendig. Das bedeutet, dass, falls der Hohlraum S’
Konkavitdten besitzt, die konvexe Hiille C'H(S’) eingedriickt werden muss (siehe
Abschnitt 4.4.1), bzw. falls S" Tunnel besitzt, dann miissen die weiter unten be-
schriebenen Verfahren durchgefiihrt werden (siche Abschnitt 4.5). Der Hohlraum
S’ selbst kann wiederum keine Hohlrdume enthalten, da sonst die Menge S kein
zusammenhéngender Teilkomplex S C A eines AC Komplexes A ist, was jedoch
gemif Problemstellung gefordert ist.

Nach Abschluss der Erzeugung des Polyeders, welches die Zellen des Hohlraumes
von den Zellen von S trennt, ist jedoch zu beachten, dass die Rolle von Innerem und
AuBerem korrekt definiert werden muss. Durch die unabhéngige Erzeugung dieses
Polyeders sind die Zellen des Hohlraumes das Innere und die Zellen des Objektes
S das AuBere. Dies muss, wie auch beim Zusammenfiigen der beiden Teilpolyeder
beim Eindriicken, durch Umorientieren der Normalenvektoren der Flichen und
Umlaufrichtungen der Kanten umgekehrt werden.

Die Vereinigung der Zellenlisten benétigt keine besonderen Mafinahmen, jedoch
besteht die Oberfliche des resultierenden Polyeders nun aus mindestens zwei Zu-
sammenhangskomponenten, da die Blockzellen des Polyeders des Hohlraumes mit,

keiner Blockzelle des &ufleren Polyeders inzidieren.

4.4.3 Zellen innerhalb nicht-konvexer Polyeder

Die in Abschnitt 4.2.1 beschriebene Erkennung der Hintergrundvoxel innerhalb
der konvexen Hiille ist fiir ein bereits modifiziertes, also nicht-konvexes Polyeder

nicht mehr anwendbar. Wie im 2D-Beispiel in Abbildung 4.19 zu erkennen ist,
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konnen sichtbare Flachen sowohl fiir Zellen im Inneren als auch im Aufleren eines
Polyeders existieren. Daher ist die Verwendung der Sichtbarkeitsuntersuchung fiir

nicht-konvexe Polyeder nicht geeignet.

(o
a b

Abbildung 4.19: Ein nicht-konvexes Polyeder P und eine Zelle ¢ aufler-
halb (a) bzw. innerhalb (b) von P. Sichtbare Fliachen sind als fette Linien
dargestellt.

Es existieren verschiedene Moglichkeiten, Zellen innerhalb bzw. auflerhalb nicht-
konvexer Polyeder zu erkennen. Fine dieser Moglichkeiten funktioniert folgender-
maflen: Ausgehend von der zu priifenden Zelle ¢ wird eine Halbgerade senkrecht
zu einer Koordinatenebene definiert. Liegt die Zelle ¢ im Inneren, muss die Anzahl
der Schnittpunkte der Halbgeraden mit Fldchen des Polyeders P ungerade sein.
Ist die Anzahl gerade, liegt ¢ auflerhalb von P.

Um zu priifen, ob eine solche Halbgerade die Fldchen von P schneidet, wird
jede Fliche in eine Koordinatenebene, beispielsweise die xy-Ebene, projiziert (sie-
he Abbildung 4.20). Der FuBBpunkt ¢’ der Halbgeraden, also der Schnittpunkt der
Halbgeraden mit der xy-Ebene, muss nun innerhalb der Projektion F” jeder Flache
F, also innerhalb des projizierten Randes, liegen. Um dies zu iiberpriifen muss
abermals eine Halbgerade erzeugt werden, namlich vom Projektionsfulpunkt ¢
senkrecht zu einer Koordinatenachse, z.B. zur y-Achse. Hier werden die Schnitt-
punkte mit den Kanten des Randes von F’ geziahlt. Das Zahlen erfolgt, indem alle

x-Koordinaten der Schnittpunkte in eine Liste aufsteigend einsortiert werden. Die
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Eintrage dieser Liste werden nun mit dem z-Wert des Projektionsfulpunktes ¢
verglichen und es wird die Anzahl derjenigen z-Koordinaten der Liste ermittelt,
die kleiner sind als der x-Wert von ¢. Ist diese Anzahl ungerade, liegt der Fuf-

punkt innerhalb der Projektion der Fliche F', sonst auflerhalb.

Abbildung 4.20: Projektion einer Zelle ¢ und einer Fliche F' in die zy-
Ebene. Schneidet die Halbgerade, die von ¢ ausgeht, die Flédche F', so liegt
ihr Fulpunkt ¢’ innerhalb des Randes von F”.

Nachdem diese Projektion fiir jede Fldache durchgefiihrt wurde, ist bekannt, wie-
viele Flachen von einer von c ausgehenden Halbgeraden geschnitten werden. Von
den Schnittpunkten dieser Halbgeraden werden nun die z-Koordinaten in eine Lis-
te einsortiert und es findet wieder ein Vergleich statt, um die Anzahl der z-Werte
zu ermitteln, die kleiner als der z-Wert von ¢ sind.

Ein Sonderfall kann eintreten, wenn ein Fulpunkt ¢’ einer Zelle ¢ auf eine Kante
oder eine Ecke von F’ projiziert wird. Aber auch dann gilt der Fupunkt als inner-
halb der Projektion der Flache F'. Gleiches gilt, wenn eine Zelle ¢ selbst innerhalb
einer Flache F' liegt. Auch dann gilt die Zelle ¢ als innerhalb des Polyeders.

Das Projektionsverfahren zur Uberpriifung, ob eine Zelle ¢ innerhalb oder au-
Berhalb eines nicht-konvexen Polyeders liegt, ist aufwéndig, aber auch anwendbar,

wenn die Flédchen selbst nicht-konvex sind. Unter der Annahme, dass alle Flédchen
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des Polyeders konvex sind (sieche Abschnitt 4.5.6), ldsst sich eine effizientere Me-
thode anwenden, um zu priifen, ob der Fupunkt ¢ einer Zelle ¢ innerhalb des
Randes einer Fliche F' liegt. Hierzu spannt man mit dem Normalenvektor 77 der
Ebene F' und jeder Kante des Randes von F' Ebenen auf, die jeweils senkrecht zu
F sind (siehe Abbildung 4.21). Die Berechnung dieser m Flichen muss so erfolgen,
dass die Normalenvektoren 77 bis 7,, entweder alle nach innen oder alle nach au-
flen (beziiglich des Inneren von F') orientiert sind. Im Folgenden sei angenommen,
dass die Orientierung nach auflen gewéhlt wird. Nun kann mit Hilfe der Berech-
nung des Skalarproduktes gepriift werden, auf welcher Seite jeder dieser Ebenen
die Zelle c liegt. Ist das Skalarprodukt fiir jede Flache negativ, befindet sich c
auf der Innenseite jeder Fléache. Ist das Skalarprodukt fiir mindestens eine Flédche
positiv, so befindet sich ¢ auf der Auflenseite dieser Flache und somit befindet sich

auch sein Fuflpunkt ¢ auflerhalb des Randes von F.

Abbildung 4.21: Der Fulpunkt ¢ einer Zelle ¢ liegt innerhalb des Ran-
des einer konvexen Fliache F', wenn c auf der Innenseite aller Ebenen liegt,

die aus Kanten von F' und dem Normalenvektor n aufgespannt wurden.
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Diese Moglichkeiten zur Erkennung von Zellen innerhalb nicht-konvexer Polyeder
kénnen angewendet werden, sofern alle Fliachen des Polyeders konvex sind. Sollten
neben der Nicht-Konvexitét von Flichen auch Flichen mit mehreren Réndern (sie-
he Abschnitt 4.5.1) im Polyeder P existieren, ist lediglich die Projektionsmethode

anwendbar.

4.5 Behandlung von Objekten mit g > 0

Im vorigen Abschnitt wurden bereits die Modifikationsverfahren fiir Objekte mit
Konkavitédten, die keine Tunnel besitzen, und Hohlrdumen vorgestellt. Die dritte
mogliche Art der ZKHs sind Tunnel geméfl Definition TU (siehe S.51). Aufgrund
der Vertauschbarkeit der Rollen von Objekt- und Hintergrundvoxeln schliefit die
Klasse der Objekte mit Tunneln auch diejenigen Objekte mit ein, die selbst einer
Kugel homéomorph sind, jedoch innerhalb ihrer konvexen Hiille Konkavitaten mit
Tunneln haben (siehe Abbildung 4.25). Solche Objekte besitzen das Geschlecht
g = 0, die Zusammenhangskomponente der Hintergrundvoxel hat dagegen das
Geschlecht g > 1.

Die Modifikation von Polyedern, die Tunnel enthalten, ist ein schwierigeres Pro-
blem als die Modifikation von Polyedern mit Konkavitdten oder Hohlrdumen, da
die Oberfliche von Objekten mit Tunneln nicht homéomorph zu einer Kugelober-
flache ist und die Modifikation somit eine topologieverdndernde Operation erfor-
dert. Zunéachst muss hierbei jedoch zwischen verschiedenen geometrischen Arten
von Tunneln unterschieden werden, die verschiedene Ansétze zur Modifikation er-

fordern.

Definition TUE: Eine ZKH S’ die einen unverzweigten Tunnel geméf Definition
TU bildet und in ihrer konvexen Hiille C'H (S") keine Zusammenhangskomponenten
von Voxeln der Menge S mit Geschlecht g > 0 enthélt, heifit einfacher Tunnel
(engl. simple tunnel). Enthélt CH(S’) Zusammenhangskomponenten von Voxeln
der Menge S mit g > 0, so heifit S” nicht-einfacher Tunnel (engl. non-simple

tunnel).
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4.5.1 Modifikation von einfachen Tunneln

Die erste zu betrachtende Klasse von Tunneln sind die einfachen Tunnel geméf
Definition TUE. Fiir solche Tunnel ist das Polyeder P durch eine einfache topo-
logieverdndernde Operation modifizierbar. Da sich das Geschlecht der Oberfliche

durch diese Operation verdandert, ist sie keine homoéomorphe Abbildung.

Definition AU: Das Ausschneiden (engl. cutting-out) eines Tunnels aus einem
Polyeder P ist eine topologieverdandernde Operation, die zwei disjunkte Mengen
S1, 99 stark zusammenhéngender Flachen von P durch eine einzige stark zusam-
menhangende Menge S7 von Fléchen, die sich selbst nicht schneiden, ersetzt, so
dass 051 |J 05, und 0S7 identisch sind.

Geméf Definition AU werden bei einem einfachen Tunnel die beiden zusammen-
hédngenden Mengen von Flachen von P durch eine zusammenhéngende Menge von
Flachen derart ersetzt, dass das Geschlecht von P um 1 erhoht wird. Da Polyeder
mit verschiedenem Geschlecht der Oberfliche nicht homéomorph zueinander sind,

ist die Operation des Ausschneidens keine homéomorphe Abbildung.

Die zusammenhéngenden Mengen von Flachen von P werden als bereits mar-
kiert angenommen (siche Abschnitt 4.2.3). Die Erzeugung der Menge St der Sei-
tenflichen des Tunnels erfolgt dhnlich des in Abschnitt 4.4.1 beschriebenen Ver-
fahrens: Zunéchst wird ein initiales Polyeder P’ aufgespannt. Dieses besteht aus
der Menge S; von markierten Fldchen und einer weiteren Zelle, die keine Ecke
von S ist, sondern eine beliebige Ecke von Sy. Das initiale Polyeder P’ wird nun
erweitert, indem die Ecken von Sy und auch die Eckkandidaten der Menge S’ zu
P’ hinzugenommen werden bis damit die konvexe Hiille der Ecken von S7, Ss und

S’ erzeugt wurde.

Da sowohl S; als auch Sy Teile eines nicht-konvexen Polyeders sein kénnen, ist
es moglich, dass die so aufgespannte Hiille nicht genau die Menge S als Flédchen
enthélt, sondern einige Ecken des Randes von S5 innerhalb des aufgespannten Poly-
eders P’ liegen und keine Ecken von P’ sind (siehe Abbildung 4.22). Das bedeutet,
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dass die Menge Ss dann teilweise im Inneren der so aufgespannten konvexen Hiille
CH(S1S2US") liegt. Fiir die Menge Sy ist dies nicht moglich, da die Flidchen

von S7 unverdndert in das initiale Polyeder iibernommen werden.

Abbildung 4.22: Zusammenhingende Menge von Flachen als Seitenan-
sicht (a) und Draufsicht (b). Die konvexe Hiille dieser Menge und einer
zweiten Menge unterhalb dieser enthélt die Punkte 1, 2, 4, 5, 6, 7 und
nicht die Punkte 3 und 8.

Um dies zu beheben, ist auch hier eine sofort anschlieSende Modifikation von P’
notwendig, die Flachen von P’ zu Ecken des Randes von Sy eindriickt. Somit wird
erreicht, dass P’ die Kanten des Randes von S; und Sy enthilt. Da diese beiden
Rénder 1-dimensionale geschlossene digitale Kurven sind, separieren sie P’ in 3
disjunkte Mengen von Fliachen: S;, Sp und eine Menge S}, die den gleichen Rand

besitzt wie Ss.

Der Rand von P\ (S1JS2) wird nun mit Sp vereinigt und es entsteht damit
ein Polyeder P dessen Geschlecht g um 1 grofler ist als das Geschlecht von P.

Weiterhin ist es bei der Klasse der einfachen Tunnel moglich, dass das mit den
Ecken der Mengen Sp, So und S’ aufgespannte Polyeder P’ Konkavitdten (mit
g = 0) besitzt. Diese werden mit Hilfe der Modifikation durch Eindriicken (siehe
Abschnitt 4.4.1) verarbeitet.
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4.5.2 Nicht-einfache Tunnel

Die zweite Klasse von Tunneln sind solche ZKHs S’, die unverzweigt sind und die
nicht-einfache Tunnel gemaf Definition TUE (siehe S.69) sind. Der Unterschied
zu den einfachen Tunneln besteht darin, dass die innerhalb C'H(S’) liegenden
Objektvoxel Zusammenhangskomponenten mit Geschlecht g > 0 bilden (siehe
Abbildung 4.23 und Abbildung 4.24).

Abbildung 4.23: Die konvexe Hiille eines Objektes S mit einem nicht-
einfachem Tunnel im Inneren. Die Voxel der Menge S sind nicht darge-
stellt, lediglich die Voxel der Menge A\ S.
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Abbildung 4.24: Links: CH(S’). Rechts: ZKHs von Objektvoxeln in
CH(S") mit g = 1.
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Wie zu Beginn dieses Abschnittes bereits erwahnt wurde, besteht aufgrund der
Vertauschbarkeit der Rollen von Objekt- und Hintergrundvoxeln zwischen der
Klasse der nicht-einfachen Tunnel und der Klasse der Konkavitdten mit ¢ > 0
eine Analogie: Bei den Tunneln besitzt die Menge S, also das Objekt, eine Ober-
fliche mit g > 0, die ZKH ist jedoch vom Geschlecht g = 0, wogegen bei Objekten
mit Konkavitdten mit g > 0 die Menge S eine Oberfliche mit g = 0 besitzt und
die ZKH das Geschlecht g > 0 besitzt (siehe Beispiel in Abbildung 4.25).

Abbildung 4.25: Objekt S mit g = 0. Die ZKH S’ ist eine Konkavitit
und bildet innerhalb C'H(S) einen Torus. Sie besitzt damit eine Ober-
flache mit g = 1.

Bei der Modifikation solcher Polyeder muss jedoch trotzdem zunéchst unterschie-
den werden, ob die Menge S oder die Menge S’ diejenige Menge mit g > 0 ist.
Besitzt das Objekt S das Geschlecht g > 0, also ist S ein Torus oder ein Objekt mit
g Henkeln, so muss zunéchst die Ausschneideoperation durchgefiithrt werden, da
die Topologie der Oberflidche verédndert werden muss. Im Anschluss daran muss die

Modifikation des Tunnels erfolgen, der geméafl Definition TUE in seiner konvexen
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Hiille Zusammenhangskomponenten von Objektvoxeln enthélt, die das Geschlecht

g > 0 besitzen.

Die notwendige Modifikation eines Polyeders P, welches eine Menge S mit g = 0
und eine Menge S’ mit g > 0 enthéilt, was also bedeutet, dass die ZKH einen To-
rus oder ein Objekt mit g Henkeln bildet, kann nicht durch das Ausschneiden
geméf Definition AU (siehe S.70) erfolgen, da sowohl P als auch S das Geschlecht
g = 0 besitzen und demnach keine Verédnderung der Topologie erfolgen darf. Bei
solchen Objekten existiert nur genau eine stark zusammenhéngende Menge von
Flachen von P, die mit der ZKH S’ inzidiert. Diese stark zusammenhangende
Menge von Fliachen besitzt dariiberhinaus einen aus mehreren Komponenten be-
stehenden Rand. Das Eindriicken gem#f Definition PR (siehe S.60) ist aus diesem
Grund jedoch ebenfalls nicht méglich, da hierfiir vorausgesetzt wird, dass die Men-
ge der Flachen, die mit der Konkavitat inzidiert, nur genau eine Randkomponente
besitzt. Es wird demnach ein anderer Ansatz benotigt. Zwei Moglichkeiten hierfiir

werden in den beiden folgenden Abschnitten vorgestellt.

4.5.3 Heuristisches Verfahren

Das erste mogliche Verfahren zur Modifikation von Polyedern, die ZKHs enthalten,

welche das Geschlecht g > 0 besitzen, ist ein heuristischer Ansatz.

Problembeschreibung

Gegeben sei eine 3-Mannigfaltigkeit mit Rand, somit also ein stark zusammen-
héngender, homogen-3-dimensionaler und dichter Subkomplex S eines AC Kom-
plexes A. Die konvexe Hiille C'H(S) enthélt die Menge S vollstdndig und weiterhin
eine Menge S’ von Voxeln aus A\ S, die genau eine Zusammenhangskomponente
bildet, deren Rand 95’ das Geschlecht g > 0 besitzt.

Gesucht ist das Polyeder P, welches die in Abschnitt 3.5 zusammengefassten

Eigenschaften besitzt.
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Losungsansatz

Wie schon in der Problemformulierung erwiahnt wurde, ist der erste Schritt der Po-
lyedrisierung der Menge S die Erzeugung der konvexen Hiille C H(.S). Erst mithilfe
der konvexen Hiille kann festgestellt werden, dass die Menge S’ der Hintergrund-
voxel innerhalb C'H(S) das Geschlecht g > 0 besitzt.

Die zwei Hauptprobleme bei der Modifikation der konvexen Hiille einer solchen
Menge S sind die Markierung derjenigen Flachen von C'H(S), die ersetzt werden
miissen, um die Voxel der Menge S’ aus C'H(S) auszuschlieen und die Auswahl
der Zellen aus S’, die Ecken vom modifizierten Polyeder P werden sollen. Da bei
dieser Art der Modifikation nicht das Geschlecht g der Oberfliche verdndert wird,
ist eine topologieerhaltende Operation auf C' H (.S) moglich, die der des Eindriickens
dhnlich ist. Jedoch kann das Eindriicken geméfl Definition PR (siehe S.60) hier
nicht in der gleichen Art und Weise angewendet werden, da die Menge der zu
ersetzenden Flachen mehrere Randkomponenten besitzt.

Die Voraussetzung fiir die Anwendung einer dem Eindriicken &hnlichen Opera-
tion ist eine Zerlegung der Menge aller Flichen von C'H(S) in mehrere disjunkte

Teilmengen. Diese sind:

e die stark zusammenhingende Menge St von Flichen, die mit der ZKH S in-
zidieren (siehe Abschnitt 4.2.3), also diejenigen Fliachen, die von den 0-Zellen
von S’ aus sichtbar sind. Diese Menge St besitzt genau g+ 1 Randkomponen-
ten, wobei g das Geschlecht der Oberfliche von S’ ist.

e die stark zusammenhingenden Mengen S; (i = 1,...,g + 1) von Fldchen, die

jeweils den gleichen Rand besitzen wie eine der Randkomponenten von Sy.

Beispielsweise wird fiir eine ZKH S’ mit ¢ = 1 davon ausgegangen, dass das
Objekt S einen Tunnel darstellt, der in Anlehnung an Definition TU mit zwei
zusammenhédngenden Mengen S; und S5 von Fliachen aus P inzidiert. Da diese
beiden Mengen disjunkt sind und nicht miteinander zusammenhéngen, existiert
die dritte Menge Sp, die alle Flachen aus P enthélt aufler die von S7 und Ss.
Zwischen diesen drei Mengen existiert ein Rand 057, der aus zwei Komponenten

besteht: jeweils ein Rand zwischen S; und S7 und zwischen Sy und S7.
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Fiir die Ausfithrung der Modifikation wird nun eine abgewandelte Definition des

Eindriickens verwendet:

Definition PR2: Das FEindriicken eines Polyeders P zu einer nicht-leeren Menge
S’ von Zellen, die sich innerhalb des Polyeders P befindet und deren Oberflache
das Geschlecht g > 0 besitzt, ist eine topologieerhaltende Operation, die eine stark
zusammenhédngende Menge S von Flédchen von P, die mehrere Randkomponenten
besitzt, durch eine neue stark zusammenhéngende Menge S7. ersetzt, so dass die

Randkomponenten von Sy denen von S/ identisch sind.

Fiir das so definierte Eindriicken sind die Menge S der zu ersetzenden Flédchen
und die Zellen, die Ecken der neuen Menge S/ von Flichen werden, bekannt.
Die Realisierung des Eindriickens gemé&fl Definition PR2 erfolgt nun als Folge von
Eindriickoperationen geméafl Definition PR. Das heiflt, dass schrittweise zu jedem
Eckkandidaten der Menge S’ eine stark zusammenhéngende Teilmenge S, C Sp
von Flachen aus Sp zugeordnet wird, die gemafl Definition PR zu dieser einen
Zelle eingedriickt wird.

Um diese Folge von Eindriickoperationen durchfiihren zu kénnen, muss festge-
legt werden, welche Flachen zu dem aktuellen Eckkandidaten zugeordnet werden
sollen. Hierbei muss sichergestellt werden, dass die neue Menge S7. von Fléchen
nicht das Objekt S schneidet. Diese Zuordnung kann nicht mit Hilfe der Sichtbar-
keit geméfl Definition VI (siehe S.37) erfolgen, da die Eckkandidaten im Inneren
von C'H(S) liegen und es demnach keine sichtbaren Flichen gibt.

Bevor die Kriterien der Zuordnung formuliert werden konnen, sind zwei weitere

Definitionen notwendig, ndmlich die der Normalen eines Punktes:

Definition PNO: Die Punktnormale n einer konvexen 0-Zelle c® eines Teilkom-
plexes S C A ist der Vektor n = b — c§, zeigt also von der 3-Zelle ¢ € S C A zu
&L e i, 8).

Definition PN3: Die Punktnormale n einer 3-dimensionalen Zelle ¢ eines Teil-
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komplexes S C A, die mit einer konvexen 0-Zelle ¢ und mindestens einer weiteren

3

3-Zelle aus S C A inzidiert, ist der Vektor b — c_é, zeigt also von ¢ zu . Inzidiert

3

¢® mit mehreren konvexen 0-Zellen, so ist 7 der Vektor von ¢® zum Schwerpunkt

aller konvexen 0-Zellen, die mit ¢ inzidieren.

Dabei ist die Punktnormale in beiden Féllen ein Vektor von einer 3-Zelle zu einer
mit ihr inzidierenden 0-Zelle (oder dem Schwerpunkt von 0-Zellen). Da die kon-
vexen 0-Zellen nur mit der einen 3-Zelle ¢® des Objektes S inzidieren, zeigt die
Punktnormale n immer von S weg.

Die Zuordnung fiir das Eindriicken gemé&f3 Definition PR2 erfolgt nun, indem
Zellen aus S’ und Flachen aus S7 folgende Kriterien erfiillen: Eine Fliache F; € St

wird einer Zelle ¢; € S’ zugeordnet, wenn

(i) die Projektion (das Lot) von ¢; innerhalb des Randes 0F;, auf dem Rand 0F;
oder mit einem geringen Abstand d;; auerhalb des Randes OF; liegt,

(ii) der Winkel ~;; zwischen der Normalen 7i; der Fliche F; und der Normalen 7

der Zelle ¢; kleiner ist als eine Schwelle w,
(ili) keine Voxel des Objektes S zwischen ¢; und F; liegen.

Die Uberpriifung, ob Objektvoxel zwischen einer Zelle c¢; und einer Fléche F; erfolgt
durch Abtastung einer koordinatenachsenparallelen Zeile von Voxeln zwischen c;
und F;.

Die Kriterien (i) und (ii) sind dahingehend heuristisch, da die Werte fiir d;;
und w beliebig gewahlt werden kénnen. Sie sind objektabhéngig und fithren nur
in bestimmten Wertebereichen zu brauchbaren Ergebnissen.

Nach der Zuordnung der Zellen ¢; aus S” zu den Flidchen der Menge St erfolgt die
Modifikation durch Eindriicken geméfl Definition PR, indem jeweils zu einer Zelle
aus S’ eine Menge Sy, markierter Flachen durch eine neue Menge von Fléchen
ersetzt wird, deren Rand dem von Sp; identisch ist und die diesen Rand durch
Dreiecke mit der Zelle ¢; € S” verbindet.

Das Eindriicken erfolgt schrittweise. Nach jedem solchen Ersetzungsschritt wird

als néchste Zelle diejenige gewahlt, die zur vorigen den geringsten Abstand hat.
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Dies ist notwendig, da zu den im jeweils vorigen Schritt erzeugten Dreiecken eben-
falls die drei Kriterien der Zuordnung gepriift werden miissen, um diese Dreiecke,
wenn notig, ebenfalls mit einzudriicken.

Mit Hilfe der Zuordnungskriterien und den damit verbundenen Parametern d;;
und w kann ein Polyeder P, welches eine ZKH S’ im Inneren enthélt, die eine
Oberfliche mit g > 0 besitzt, modifiziert werden. Das Anpassen der Parameter
d;; und w an die Erfordernisse des Objektes S erfolgte bislang experimentell. Das

automatische Ermitteln dieser Parameter ist ein noch offenes Problem.

4.5.4 Zerlegung der mehrfach zusammenhingenden Komponen-

ten

Aufgrund der Unsicherheit, die durch die Wahl der Parameter d;; und w im heuris-
tischen Verfahren beziiglich der Losbarkeit des Polyedrisierungsproblems besteht,
enstand die Frage nach einem deterministischen Verfahren zur Losung dieses Pro-
blems. Ein mdéglicher Ansatz dafiir ist die Zerlegung mehrfach zusammenhéngen-
der Komponenten von Hintergrundvoxeln in konvexe Teilkomponenten, um das in

Abschnitt 4.4.1 beschriebene Verfahren des Eindriickens anwenden zu konnen.

Problembeschreibung

Das Eindriickverfahren zur Modifikation eines Polyeders P setzt voraus, dass die
ZKH S’ einer Kugel hom6omorph ist und dass die Menge M der Flachen von P,
die mit S’ inzidieren, eine 2-dimensionale Mannigfaltigkeit mit Rand ist, also einen
Rand besitzt, der eine 1-dimensionale Sphére darstellt.

Die Zerlegung einer ZKH S’, die das Geschlecht g > 0 besitzt, in Mengen
S, ..., S)., die jeweils einer Kugel homéomorph sind, sollte zweckméfigerweise so
erfolgen, dass das Eindriicken zu einer solchen Komponente keine weiteren Modi-
fikationsschritte erfordert, d.h., dass also die Tiefe der Rekursion an einer solchen
Komponente gleich 1 ist. Diese Forderung soll sicherstellen, dass die konvexe Hiille
C'H(S!) einer solchen Komponente keine Tunnel oder Tori enthélt, aber auch keine

Konkavitaten.
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Um dies zu erfiillen, ist es erforderlich, dass die Mengen 57, ..., S], konvexe
Mengen geméf Definition DCS (siehe S.169) sind, denn nur fiir konvexe Mengen
S; von Voxeln enthélt die konvexe Hiille keine Voxel des Komplementes A \ S..

Die Aufgabe besteht nun darin, eine ZKH S, die das Geschlecht g > 0 besitzt, in
konvexe Teilmengen S, ..., S] zu zerlegen. Um eine triviale Losung auszuschliefien,
wird gefordert, dass die Anzahl m der Komponenten von S’ minimiert wird. Eine
triviale Losung wére eine solche, bei der die Teilmengen S7, ..., S/ einzelne Voxel
sind.

Das Problem der Zerlegung einer Menge S” von Voxeln in minimal viele konvexe
Teilmengen S7, ..., S! ist ein schwieriges Optimierungsproblem und soll hier nur
durch eine Ndherung gelost werden. Zwei neue und weniger strenge Bedingungen

fiir eine Optimierungsaufgabe sollen hier betrachtet werden:

1. Die Komponenten S7,...,S!, sind nicht nur konvex, sondern sogar digitale

Kugeln.

2. Es wird nicht nach minimal vielen Komponenten, sondern nach maximal

groflen Komponenten gesucht.

Mit diesen beiden Einschrankungen der Aufgabe wird somit nach Komponenten
von S’ gesucht, die maximal grofle digitale Kugeln (siehe Definition DK3, S.169)

sind.

L6sungsansatz

Das Erzeugen von maximal groflen digitalen Kugeln wird durch den im Folgenden
beschriebenen Algorithmus durchgefiihrt. Hierfiir wird jeweils mit einem beliebi-
gen Voxel ¢3 € S’ gestartet, welches gemif Definition DK3 eine digitale Kugel ist.
Die Maximierung der Grofle der digitalen Kugel erfolgt durch schrittweise Ver-
groferung des Radius r der digitalen Kugel derart, dass in jedem Schritt

(a) die Anzahl der Voxel der digitalen Kugel wichst und

(b) die Voxel, die zur digitalen Kugel hinzugefiigt werden, Voxel der Menge S’

sind.
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Im ersten Vergroflerungsschritt kommen zu einem einzelnen Voxel diejenigen hin-
zu, die mit dem ersten eine gemeinsame Facette (2-Zelle) besitzen, also seine 6
Nachbarn. Dies sind die Voxel, die sich vom ersten Voxel in genau einer Koordi-
nate um genau 1 unterscheiden. In den néchsten Schritten folgen weitere Voxel,
die sich innerhalb einer Sphéare mit Radius » um das erste Voxel herum befinden.
Die Koordinaten der weiteren Voxel sowie die Radien r, bei denen Voxel zu einer
digitalen Kugel hinzukommen, kénnen in einer Look-up-Tabelle abgelegt werden,
damit die Berechnung der Koordinaten zu einem Radius r, bei dem sich etwas
andert, nicht fiir jede digitale Kugel neu erfolgen muss.

Sobald in einem Vergroflerungsschritt die hinzuzunehmenden Voxel nicht alle
zur Menge S’ gehoren, stoppt die Erzeugung der aktuellen digitalen Kugel.

Um die Anzahl der Voxel in einer digitalen Kugel weiter zu maximieren, wird
nach dem Abbruch der Vergroflerung gepriift, ob eine andere digitale Kugel mit
einem Startvoxel, welches eine gemeinsame Facette mit dem Startvoxel der gera-
de erzeugten Kugel besitzt, existiert, welche die gerade erzeugte Kugel vollstédndig
enthélt (siehe Abbildung 4.26). Diese Teiloperation kann auch so interpretiert wer-
den: Die digitale Kugel, die nicht weiter vergréfiert werden kann, wird um ein Voxel
in einer der 6 Koordinatenrichtungen (—x, +z, —y, +y, —z, +2) verschoben und
es wird gepriift, ob an dieser neuen Position eine VergréfSerung moglich ist. Wenn
ja, wird sie durchgefiihrt, wenn nein, wird die digitale Kugel vor dem Verschieben

als maximal grof3 angesehen.

L
L
L

P o P 6 P
s | 5 3 s |5[4]3]4]>5
1 1] 2 4l 2l 1] 2] 4
[1]0]1 3/1|/0] 1|3 6/3|1/0/1]3]6
1 1] 2 4l 2| 1] 2] 4
o 3 5/ 4] 3/4]5
o 6
a b c

Abbildung 4.26: Aufspannen einer digitalen Kugel mit Startvoxel X.

Die Zahl in jedem Voxel gibt an, in welchem Schritt dieses Voxel der
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Kugel hinzugefiigt wurde. Die Kugel in (a) kann nicht vergrofiert werden,
da im néchsten Schritt Voxel der Menge S hinzugefiigt werden miissten.
Die Kugel in (b) enthélt die Kugel in (a) vollstédndig, wie auch die Kugel
in (c¢) die Kugel in (b) enthalt.

Die Modifikation des Polyeders P erfolgt nun derart, dass nach der Erzeugung
der ersten digitalen Kugel aus Voxeln der Menge S’ sofort ein Eindriicken geméf
Definition PR ausgefiihrt wird. Dies ist erforderlich, da sich die Menge S’ nach
jedem Eindriicken verdndert und die vollstindige Zerlegung der Menge S’ =
StUSLU ..U S!, nach dem ersten Modifizieren von P nicht mehr korrekt wére,
da im Allgemeinen nicht nur die Voxel einer einzelnen digitalen Kugel S/ aus P
ausgeschlossen werden, sondern auch weitere Voxel der Menge 5"\ S/. Aus diesem
Grund erfolgt das Eindriicken sofort nach der Erzeugung einer maximal groflen di-
gitalen Kugel. Im Anschluss daran wird wieder eine maximal grofle digitale Kugel
erzeugt und zwar aus der Menge der aus S’ in P verbliebenen Voxel. Diese wird
dann wieder modifiziert. Diese Schritte werden wiederholt bis kein Voxel aus der
Menge S’ mehr in P liegt.

Die Auswahl der Menge der Flidchen, die beziiglich einer digitalen Kugel S!
eingedriickt werden sollen, erfolgt nun analog zum Verfahren bei Konkavitidten
(siehe Abschnitt 4.2.3), denn die so erzeugten digitalen Kugeln sind Konkavitéaten
mit g = 0.

Im Laufe des Zerlegungsverfahrens kommt es auch dazu, dass keine digitale
Kugel mehr erzeugt werden kann, die aus mehr als einem einzelnen Voxel besteht.
In diesem Fall muss das Eindriicken fiir dieses einzelne Voxel durchgefiihrt werden,
was sich jedoch nicht vom Eindriicken geméfl Definition PR unterscheidet, denn
auch hier gibt es eine Fliche, die mit der aus einem Voxel bestehenden ZKH
inzidiert, d.h. mindestens eine 0-Zelle, die das einzelne Voxel berandet, liegt auf
der anderen Seite der Flédche als das einzelne Voxel.

Das hier beschriebene Verfahren zur Zerlegung einer Menge von Hintergrund-
voxeln, die innerhalb eines Polyeders P ein Objekt mit g > 0 bilden, fasst die
Menge der Hintergrundvoxel als Menge von konvexen Komponenten auf und fiihrt

die Modifikation wie bei Objekten mit Konkavitdten durch. Prinzipiell ist dieses
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Verfahren auf jede Art von Zusammenhangskomponenten von Hintergrundvoxeln
anwendbar, die mit Fldchen des Polyeders P inzidieren. Jedoch ist die Anwen-
dung dieses Verfahrens aufgrund der aufwindigen Zerlegung in digitale Kugeln
fiir Zusammenhangskomponenten, die durch rekursives Eindriicken handhabbar
sind, nicht zweckméfig. Vor allem besteht hierfiir der Grund in der Mo6glichkeit
des Auftretens einzelner Voxel bei der Zerlegung und der darauf aufbauenden Mo-
difikation durch Eindriicken.

4.5.5 Verzweigte Tunnel

Eine weitere Klasse von Zusammenhangskomponenten von Hintergrundvoxeln in-
nerhalb eines Polyeders P bleibt zu untersuchen. Hierbei handelt es sich um die
durch Definition TU (siehe S.51) beschriebenen Tunnel, die mit mehr als zwei
Mengen zusammenhéngender Flachen von P inzidieren, also die Klasse der ver-

zweigten Tunnel.

Abbildung 4.27: Konvexe Hiille eines Objektes S mit verzweigtem Tun-
nel, dessen Oberfliche selbst das Geschlecht g = 1 besitzt.

Definition TU erlaubt es, dass verzweigte Tunnel eine Oberfliche mit Geschlecht

g > 0 besitzen, d.h. sie konnen selbst Tunnel enthalten (siehe Beispiel in Abbildung
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4.27). Die konvexe Hiille C H(S”) einer ZKH S’ kann Zusammenhangskomponenten
von Objektvoxeln enthalten, die eine Oberfliche mit Geschlecht g > 0 besitzen,
d.h. die Komponenten der Objektvoxel kénnen ebenfalls Tunnel enthalten. Die
Menge dieser Objektvoxel sei mit S” bezeichnet.

Die Modifikation eines Polyeders P, welches verzweigte Tunnel enthélt, muss in
Abhéngigkeit vom Geschlecht g der Oberfliche von S” und S” verschieden durch-

gefithrt werden. Dabei sind die folgenden vier Félle zu unterscheiden:

(I) Die Menge S’ und die Menge S” besitzen jeweils eine Oberfliche mit g = 0.

(IT) Die Menge S’ besitzt eine Oberfliche mit g = 0 und die Oberfliche der Menge
S” besitzt das Geschlecht g > 0.

(ITT) Die Menge S’ besitzt eine Oberfliche mit g > 0 und die Oberfliche der Menge
S” besitzt das Geschlecht g = 0.

(IV) Beide Mengen S’ und S” besitzen jeweils eine Oberfliche mit g > 0.

Der Fall (I) entspricht dem verzweigten Analogon eines einfachen unverzweigten
Tunnels, d.h. die konvexe Hiille CH(S") enthélt keine Zusammenhangskompo-
nenten von Objektvoxeln mit g > 0. Objekte dieser Klasse konnen mittels des
Verfahrens des Ausschneidens mit anschlieSender Modifikation, wie in Abschnitt
4.5.1 beschrieben, polyedrisiert werden. Der Unterschied besteht hierbei lediglich
in der Anzahl der Randkomponenten der Menge Sy von Fléchen.

Die Fille (II) bis (IV) enthalten in der Menge der Objektvoxel oder in der Menge
der Hintergrundvoxel oder in beiden Mengen Zusammenhangskomponenten, deren
Oberflache das Geschlecht g > 0 besitzt. Diese Objekte konnen genau wie die
Objekte mit nicht-einfachen unverzweigten Tunneln geméf der in den Abschnitten
4.5.3 bzw. 4.5.4 dargestellten Verfahren polyedrisiert werden.

Eine Ubersicht iiber die Klassen von Zusammenhangskomponenten ist in Ab-
schnitt 4.6.1 dargestellt.

Die Modifikation von Objekten, die in ihrer konvexen Hiille verzweigte Tunnel

als ZKHs enthalten bzw. von Objekten, die in ihrer konvexen Hiille selbst einen
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verzweigten Tunnel bilden, erfolgt somit durch bereits beschriebene Verfahren und

erfordert nicht die Entwicklung neuer Ansétze.

4.5.6 Erhaltung der Konvexitit von Flichen

Konvexe Polyeder besitzen ausschliefSlich konvexe Fldchen. Durch die Modifika-
tion eines Polyeders geht die Konvexitdt verloren und Flichen, deren Rand aus
mehr als drei Kanten besteht, konnen nicht-konvex sein. Bei der Realisierung des
in Abschnitt 4.5.3 beschriebenen Verfahrens wurde festgestellt, dass nicht-konvexe
Flachen das Eindriicken erschweren, da das einzudriickende Gebiet der Oberfliche
Auslaufer besitzen kann, die weit von den Zielzellen des Eindriickens entfernt sind.
Bei einer solchen Modifikation wird das Polyeder so verformt, dass die Polyedri-
sierung erschwert wird.

Um dieses Problem beim heuristischen Verfahren zu umgehen und auch, um ei-
ne Oberflache zu erzeugen, die aus kompakten Flachen besteht, ist es erforderlich,
nicht-konvexe Flichen zu vermeiden und demnach die Konvexitiat von Fléachen zu
erzwingen. Da die Nicht-Konvexitdt von Flachen nur dann auftreten kann, wenn
nach einer Modifikation zwei Polyeder zusammengefiigt werden und dabei zwei
benachbarte komplanare Flichen entstehen, ist die Uberpriifung der Erhaltung
der Konvexitat lediglich an dieser Stelle erforderlich. Der dafiir entwickelte Ansatz
priift demnach beim Zusammentiigen zweier komplanarer Fldchen, ob die resultie-
rende Fliache weiterhin konvex ist.

Abbildung 4.28 zeigt ein Beispiel fiir das Zusammenfiigen zweier komplanarer
Flachen F} und F5. Die Kante E, mit der beide Fldchen inzidieren, hat die End-
punkte P; und P». Vom Rand der Flache F} inzidiert die Kante F7, mit P; und die
Kante Ey,, mit P,. Analog inzidiert Es, mit P, und Es, mit P. Die Strecke F1, die
den Startpunkt P, von Ej, mit dem Endpunkt P, von FEs, verbindet, schneidet
die Gerade, die durch die Punkte P, und P, bestimmt ist, im Schnittpunkt Sj.
Analoges gilt fiir Ss.
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Abbildung 4.28: Kriterium zur Uberpriifung der Konvexitit beim Zu-

sammenfiigen zweier Flachen F} und F5.

Das konvexitédtserhaltende Kriterium sei durch folgendes Theorem bestimmt:

Theorem KE: Zwei komplanare konvexe Flachen F; und F5, konnen zu einer
konvexen Fldche F' zusammengefiigt werden, wenn S; und Sy auf der mit beiden
Flachen inzidierenden Kante E zwischen den Endpunkten P; und P, oder auf P;

bzw. P, liegen.

Beweis: Im Folgenden sei S; betrachtet. Gemafl der Definition einer konvexen
Menge K liegt die Verbindungsstrecke zweier Punkte aus K immer vollstdndig in-
nerhalb K. Da die Kante E' mit zwei konvexen Flachen F} und F5 inzidiert, liegt sie
beim Zusammenfiigen der beiden Fliachen vollstdndig innerhalb der resultierenden
Flache F.

Fiir den Fall, dass F' konvex ist, muss auch die Verbindungsstrecke F; der
Punkte P, und P, vollstédndig innerhalb F'liegen. Da der Punkt P; auf einer Seite
dieser Verbindungsstrecke liegt und P, auf der anderen, da P, nicht zum Dreieck
Py, P, Py, gehort, miissen sich £ und F innerhalb I im Punkt S7 schneiden. Da
FE und E; vollstdandig innerhalb F' liegen, liegt auch Sy innerhalb F' und somit auf
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E zwischen den Punkten P; und FPs.

Der besondere Fall, in dem Ey, und Es, kollinear sind, fithrt dazu, dass die Stre-
cke E; den Punkt P; enthédlt und damit die Strecke F in diesem Punkt schneidet.
In diesem Fall sind S; und P; identisch.

Das hier fiir den Schnittpunkt 57 Gesagte gilt analog auch fiir den Schnittpunkt
Ss.

O

Die Uberpriifung der Erhaltung der Konvexitit beim Zusammenfiigen zweier kom-
planarer Flachen F} und F5 erfolgt somit durch die Berechnung der Schnittpunkte
S1 und S und dem Vergleich ihrer Koordinaten mit denen der Punkte P; und P,
um festzustellen, ob sich sowohl S; als auch Sy im Intervall [Py, P] befinden. Ist
dies erfiillt, ist die zusammengefiigte Fliche F' konvex.

Hierbei sei anzumerken, dass sowohl P, und P, als auch P, und P, identisch
sein konnen, d.h. dass sowohl F} als auch F5, Dreiecke sein konnen. Sind beide
Flachen Dreiecke, existiert nur ein Schnittpunkt, der jedoch auch in diesem Fall
zwischen P und P, liegen muss, damit die aus beiden Dreiecken zusammengesetzte

Flache konvex ist.

4.6 Zusammenfassung

4.6.1 Klassifikation der Objekte

Geméf der Definitionen in Abschnitt 4.2.2 soll hier zusammengefasst werden, wel-
che Arten von Zusammenhangskomponenten S’ von Hintergrundvoxeln innerhalb
eines Polyeders P existieren kénnen und welche Arten von Zusammenhangskom-
ponenten von Objektvoxeln sich innerhalb der konvexen Hiille C'H(S") befinden
konnen.

Die Definitionen CO, CA und TU erzeugen eine Unterteilung aller méglichen
Zusammenhangskomponenten von Hintergrundvoxeln nach der Anzahl der stark

zusammenhdngenden Mengen von Flachen eines Polyeders P, die mit jeder Zu-
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sammenhangskomponente inzidieren. Abbildung 4.29 soll diese Unterteilung ver-

deutlichen:
Zusammenhangskomponente S’
von Hintergrundvoxeln ist
' !
Konkavitat Hohlraum Tunnel
CH(S") kann CH(S") kann CH(S") kann
enthalten enthalten enthalten
Konkavitét Tunnel Konkavitét Tunnel Konkavitat Tunnel

| | | | | |
oy

Abbildung 4.29: Klassifikation der Zusammenhangskomponenten von

Hintergrundvoxeln innerhalb eines Polyeders P.

Mit Abbildung 4.29 soll veranschaulicht werden, dass jede ZKH, sofern sie nicht
konvex ist, wiederum Zusammenhangskomponenten von Objektvoxeln enthalten
kann, die innerhalb der konvexen Hiille C'H(S") der Komponente S’ entweder eine
Konkavitédt oder einen Tunnel bilden kénnen. Zusammenhangskomponenten von
Objektvoxeln, die Hohlraume bilden, kénnen in C'H(S’) nicht enthalten sein, da
diese Voxel dann nicht mit den Voxeln der Menge S, die aulerhalb von C'H(S")
liegen, stark zusammenhéngend sind, was jedoch aus der Forderung an die Eigen-
schaften der Menge S folgt. Daher konnen lediglich Konkavitdten und Tunnel in
den tieferen Ebenen des rekursiven Enthaltenseins auftreten.

Das Geschlecht g des Randes S’ wird nach den Definitionen CO, CA und TU
nicht betrachtet. Daher kann beispielsweise eine Konkavitat geméaf Definition CO
ein Torus sein oder ein Hohlraum kann Tunnel enthalten. Dies ist fiir die Klassifika-
tion der ZKHs jedoch nicht von Bedeutung, da die entsprechenden Untersuchungen
wihrend der Modifikation durchgefiihrt werden, so dass eine Konkavitét, die einen

Torus bildet, anhand ihres Geschlechts g erkannt wird.
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Die weitere Unterteilung der Klasse der Zusammenhangskomponenten, die Tun-

nel bilden, soll in der folgenden Abbildung zusammengefasst werden:

S’ ist Tunnel und ist

|
' b

unverzweigt verzweigt
| ,
{ ! CH(S") kann
enthalten
einfach nicht-einfach |
Y '
CH(S’) kann CH(S’) kann o
enthalten enthalten Konkavitét Tunnel
|
Y '
Konkavitat Konkavitat Tunnel

Abbildung 4.30: Klassifikation der Tunnel.

Anhand dieser beiden Ubersichten iiber die Klassifikation der Zusammenhangs-
komponenten sollen die in Abschnitt 4.4 und 4.5 beschriebenen Modifikationsver-
fahren den entsprechenden Klassen zugeordnet werden.

Eine Zusammenhangskomponente S’ von Hintergrundvoxeln, welche innerhalb
eines Polyeders P eine Konkavitét bildet, wird durch Eindriicken geméfl Definition
PR (siehe Abschnitt 4.4.1) modifiziert. Dabei kann S’ eine konvexe Menge sein,
was bedeutet, dass die Modifikation an dieser Zusammenhangskomponente eine
Rekursionstiefe von 1 erreicht. Die Menge S’ kann jedoch auch nicht-konvex sein,
was weitere Modifikationsschritte erfordert.

Bildet eine Zusammenhangskomponente S’ einen Hohlraum in P, so wird fiir
diese Komponente eine unabhéngige Polyedrisierung durchgefiihrt. Wie in Ab-
schnitt 4.4.2 erwdhnt wurde, muss im Anschluss daran jedoch die Orientierung
der Oberfliche in die entgegengesetzte Richtung gebracht werden.

Zusammenhangskomponenten, die Tunnel bilden, werden nach Definition TU

in verzweigte und unverzweigte Tunnel klassifiziert. Die Klasse der unverzweig-
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ten Tunnel gliedert sich dabei weiterhin in einfache und nicht-einfache Tunnel,
die sich durch die Art der moglicherweise enthaltenen Zusammenhangskomponen-
ten unterscheiden. Dabei sind einfache Tunnel diejenigen, die konvex sind oder
Konkavitdten mit ¢ = 0 besitzen. Die hierfiir angewandte Modifikation ist das
Ausschneiden geméfl Definition AU (siehe Abschnitt 4.5.1).

Fiir nicht-einfache Tunnel, also solche, die unverzweigt sind, aber selbst Tunnel
aus Voxeln der jeweils anderen Art besitzen konnen, wurden zwei mégliche Modifi-
zierungsverfahren vorgestellt, ndmlich ein heuristisches Verfahren (siehe Abschnitt
4.5.3) und das Verfahren der Komponentenzerlegung (siche Abschnitt 4.5.4).

Auch fiir die Klasse der verzweigten Tunnel konnen diese beiden Verfahren
angewandt werden.

Somit ist fiir jede mogliche Zusammenhangskomponente von Hintergrundvoxeln
innerhalb eines Polyeders P ein Modifizierungsverfahren entwickelt worden, wel-
ches durch rekursives Anwenden zu einem Polyeder P fithrt, welches im Inneren
nur Voxel der Menge S enthélt und keine Voxel der Menge A\ S und bei dem sich
keine Voxel der Menge S im AuBeren befinden, denn solange das Polyeder P nicht
die Menge S von der Menge A \ S trennt, finden weitere Modifizierungen statt.

4.6.2 Grad der Nicht-Konvexitiat

Die in diesem Kapitel beschriebenen Modifikationsverfahren fiir nicht-konvexe
Polyeder P fiihren zu einer schrittweisen Verdnderung des Grades der Nicht-
Konvexitit Gp.(P). Die erwéhnte Tiefe der Rekursion des Verfahrens des Ein-
driickens passt zur Definition dieses Mafles, denn in jedem Schritt des Eindriickens
wird das Polyeder um eine konvexe Ein- bzw. Ausbuchtung verandert, was G,.(P)
geméf Definition NK (siehe S.10) um 1 erhoht, wenn die betrachtete Konkavitét
diejenige ist, die den maximalen Grad der Nicht-Konvexitat besitzt.

Da der Grad der Nicht-Konvexitét fiir Konkavitédten definiert wurde, bleibt zu
erwahnen, wie sich dieses Mafl bei Hohlrdumen und Tunneln verdndert.

Eine Menge S von Zellen ist nur dann konvex, wenn sie geméf3 Definition DCS
(siehe S.169) der Durchschnitt digitaler Halbrdume ist. Die konvexe Hiille CH(.5)
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einer konvexen Menge S von Zellen enthélt keine Zellen des Komplementes von .S,
also der Menge A \ S, da die konvexe Hiille vollstédndig innerhalb jeder durch die
Seitenflachen bestimmten abgeschlossenen Halbraume liegt und somit den Durch-
schnitt all dieser Halbrdume darstellt. Das Polyeder P, welches die konvexe Hiille
C'H(S) einer konvexen Menge S reprisentiert, trennt damit S von A\ S.

Ein nicht-konvexes Polyeder P, welches S von A\ S trennt, enthélt im Allge-
meinen keine konvexe Menge S, denn fiir eine konvexe Menge wiirde die Polyedri-
sierung bereits nach der Erzeugung der konvexen Hiille beendet sein.

Da ein nicht-konvexes und trennendes Polyeder P Konkavitdten, Hohlrdume
und Tunnel besitzen kann, soll der Grad der Nicht-Konvexitét jeweils auch durch
Hohlrdume und Tunnel verdndert werden konnen. Hierfiir sei die Definition des
Grades der Nicht-Konvexitit dahingehend zu erweitern, dass auch ein Tunnel
oder ein Hohlraum den Wert dieses Mafles in der gleichen Weise wie Konka-
vitdten erhohen. Das bedeutet, dass eine Menge S von Voxeln, die keine Kon-
kavitdat enthélt, jedoch einen konvexen Hohlraum S’ im Inneren, nach Anwendung
der Polyedrisierung von einem Polyeder P umschlossen wird, welches den Grad
Gne(P) = 1 besitzt, da die konvexe Hiille C'H(S) aufgrund des Hohlraumes genau
einmal modifiziert werden muss, um S von A\ S zu trennen. In gleicher Weise
trifft dies auch auf Tunnel zu.

Nicht-konvexe Hohlrdume oder Tunnel unterliegen ebenso der rekursiven Modi-
fikation, was die Anwendung des Grades der Nicht-Konvexitét auch hier erméglicht.

Damit besitzt ein modifiziertes Polyeder p, welches Hohlrdume oder Tunnel
enthélt, den Grad der Nicht-Konvexitédt, der um genau eins grofier ist, als der
maximale Grad der Nicht-Konvexitéit jener Polyeder P’, die die Hohlraume oder

Tunnel von den Zellen der Menge S trennen.

4.6.3 Endlichkeit des Algorithmus

GeméB seiner intuitiven Definition (siehe z.B. [45]) muss ein Algorithmus nach
endlich vielen Schritten enden. Diese Forderung wird von dem in diesem Kapitel

beschriebenen Polyedrisierungsalgorithmus fiir jedes Objekt S erfiillt. Um dies zu



4.6. ZUSAMMENFASSUNG 91

zeigen, ist es notwendig, zu belegen, dass

1. der Algorithmus zur Erzeugung der konvexen Hiille einer Menge S von Voxeln

nach endlich vielen Schritten endet und

2. dass die rekursive Anwendung des Algorithmus zur Erzeugung der konvexen

Hiille auf Teilmengen aus S bzw. A\ S nur endlich oft erfolgt.

Zunichst soll gezeigt werden, dass die Erzeugung der konvexen Hiille einer Men-
ge S von Voxeln nur endlich viele Schritte benétigt. Hierfiir kann vorausgesetzt
werden, dass die Menge S endlich ist, da dies gem#B Problemdefinition (siehe
S.21) festgelegt ist. Die fiir das Aufspannen der konvexen Hiille benétigte Men-
ge der Kandidatenvektoren ist eine Teilmenge der Zellen aus S und ist somit
ebenfalls endlich. Das initiale Tetraeder hat endlich viele Flachen, Kanten und
Ecken. Beim Erweitern des Tetraeders mit der Menge L der Kandidatenvektoren
sind geméB Definition VI (siehe S.37) endlich viele Flachen sichtbar und werden
durch Anwendung endlich vieler Schritte durch neue Fléchen ersetzt, deren Anzahl
ebenfalls endlich ist. Da somit jede zu verarbeitende Menge endlich viele Elemente
besitzt und in jedem Teilschritt des Algorithmus endlich viele Teiloperationen aus-
zufiithren sind, endet der Algorithmus zur Erzeugung der konvexen Hiille ebenfalls
nach endlich vielen Schritten.

Das Polyedrisierungsverfahren ist eine rekursiv wiederholte Anwendung des Al-
gorithmus zur Erzeugung der konvexen Hiille. Damit dieses Verfahren nach end-
lich vielen Schritten endet, muss sichergestellt sein, dass die rekursiv wiederholte
Anwendung der Erzeugung der konvexen Hiille nur endlich oft erfolgt. Dies ist da-
durch gegeben, dass eine ZKH S’ innerhalb eines Polyeders P eine echte Teilmenge
aller Voxel innerhalb P ist. Bei der rekursiven Modifikation des Polyeders P ist
jede Zusammenhangskomponente S” von Voxeln innerhalb eines Teilpolyeders P/,
welches die Menge S’ vollstandig umschlieft, ebenfalls eine echte Teilmenge aller
Voxel innerhalb P’. Aus diesem Grund wird mit zunehmender Rekursionstiefe die
Anzahl der Voxel innerhalb einer Zusammenhangskomponente kleiner. Weiterhin
konnen innerhalb eines Polyeders P nur endlich viele Zusammenhangskomponen-

ten von Voxeln enthalten sein, da die Menge der Voxel in jedem Schritt endlich
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ist. Da nun also Rekursionstiefe und Anzahl der Zusammenhangskomponenten
endlich sind, ist der Polyedrisierungsalgorithmus ein nach endlich vielen Schritten

endendes Verfahren.

4.6.4 Zeitkomplexitit des Algorithmus

Wie in Abschnitt 4.1.1 bereits erwahnt wurde, sind die Algorithmen zur Erzeugung
der konvexen Hiille mit einer Zeitkomplexitit von O(n?) bzw. O(nlogn) realisier-
bar. Das hier verwendete Verfahren zur Erzeugung der konvexen Hiille einer Menge
S von Voxeln ist ein inkrementelles Verfahren und hat eine quadratische Zeitkom-
plexitét. Diese kommt zustande durch eine lineare Abhéngigkeit des Algorithmus
von der Anzahl der Voxel und die in jedem Schritt linear wachsende Anzahl von
Flachen des Polyeders, die beziiglich der Sichtbarkeit zu priifen sind.

Der Polyedrisierungsalgorithmus besitzt die Erzeugung der konvexen Hiille als
Teiloperation, die wiederholt ausgefiihrt wird. Eine weitere Teiloperation, die von
der Form und der Grofle des Objektes S abhéngt, ist die Bestimmung der Zusam-
menhangskomponenten von Hintergrundvoxeln, welche durch einen Algorithmus
mit linearer Zeitkomplexitét realisert wird. Die Klassifikation der Zusammenhangs-
komponenten in Konkavitédten, Hohlrdume und Tunnel erfolgt durch das Markieren
sichtbarer Fldchen des Polyeders und besitzt ebenfalls lineare Zeitkomplexitét in
Bezug auf die Anzahl der Fléchen des Polyeders.

Die Zeitkomplexitéit der rekursiven Modifikation héngt von der Anzahl und
Form (Grad der Nicht-Konvexitét) der Zusammenhangskomponenten ab und wird
als von der Anzahl der Voxel in S unabhéngig angesehen.

Die Kombination der Teiloperationen bei der Polyedrisierung fiihrt zu einer
Gesamtzeitkomplexitit von O(n? +m?- k), wobei n auf die Anzahl der Voxel in S
bezogen ist, m auf den Grad der Nicht-Konvexitét des resultierenden Polyeders P
und k auf die Anzahl der Komponenten von Hintergrundvoxeln in C'H(S). Damit

besitzt der Polyedrisierungsalgorithmus eine Zeitkomplexitédt der Gréflenordnung

O(n?).



Kapitel 5

Berechnung des Volumens der Polyeder

5.1 Definition

Zu einem AC Komplex A, der in den Kartesischen Raum eingebettet ist, kann
das Volumen bestimmt werden. Das Volumen Vg eines Teilkomplexes S C A ist

bestimmt durch

Vs = Ny - h? (5.1)

Dabei bezeichnet Ny die Anzahl der 3-Zellen in S und A die Gitterkonstante, also
die Lange einer 1-Zelle. Das Volumen Vg der Menge S kann somit durch Abzéhlen
seiner 3-Zellen sehr einfach berechnet werden.

Die Berechnung des Volumens Vp eines Polyeders, welches die Menge S im
Inneren enthélt, ist dagegen nicht durch eine einfache Formel berechenbar. So wie
im 2-dimensionalen Raum der Flacheninhalt eines allgemeinen Polygons nur durch
Zerlegung in Dreiecke berechnet werden kann, muss die Berechnung des Volumens
eines Polyeders erfolgen, indem der eingeschlossene Raum in Tetraeder zerlegt
wird. Da nicht vorausgesetzt werden kann, dass diese Tetraeder in irgendeiner
Form regelméfig sind, kommt die allgemeine Formel zur Berechnung des Volumens

einer Pyramide zum Einsatz:

1
Hierbei ist Ag der Flacheninhalt der Grundfliche des Tetraeders und [ seine Hohe.
93
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Da die Grundfliche des Tetraeders ein Dreieck ist und da die Koordinaten der
Ecken bekannt sind, kann Ag geméfl der Formeln 7.2 und 7.3 (siehe S.113) be-
rechnet werden. Die Hohe [ ist definiert als der Abstand der Spitze einer Pyramide
von seiner Grundflache. Hierfiir muss demnach der Abstand der vierten Ecke des
Tetraedes von der Ebene berechnet werden, die durch die drei anderen Ecken be-
stimmt wird. Die Berechnung des Abstandes d eines Punktes von einer Ebene im

Raum kann geméf folgender Formel [5] erfolgen:

d=17 (% —p) (5.3)

Dabei bezeichnen 77 den normierten Normalenvektor der Ebene, & den Ortsvektor
eines Punktes innerhalb der Ebene und p den Ortsvektor des Punktes, dessen

Abstand zur Ebene berechnet werden soll.

5.2 Berechnung

Die Berechnung des Volumens Vp des Polyeders P kann erfolgen, indem P in
Tetraeder zerlegt wird. Dies entspricht der 3-dimensionalen Verallgemeinerung des
Problems der Triangulation eines Polygons im 2-dimensionalen Raum. Es gibt
zu diesem Problem jedoch keine triviale Losung, sondern es ist ein Algorithmus
erforderlich, um das Problem zu l6sen.

Das Zerlegungsproblem soll hier jedoch umgangen werden, da die Volumenbe-
rechnung auch inkrementell wihrend der Polyedrisierung erfolgen kann.

Waéhrend des Polyedrisierungsverfahrens ist in jedem Schritt die Berechnung
des Volumens des aktuellen Polyeders effizient moglich. Zunéchst wird mit der
Erzeugung der konvexen Hiille begonnen und dies erfolgt durch Aufspannen eines
initialen Polyeders, welches ein Tetraeder ist (siehe Abschnitt 4.1.4). Das Volumen
des initialen Polyeders kann somit geméafl Formel 5.2 berechnet werden.

Bei der Erzeugung der konvexen Hiille wichst in jedem Schritt, in dem sichtbare
Flachen vorhanden sind, das Volumen, da diejenige Zelle der Menge L, die eine
neue Ecke der konvexen Hiille wird, aulerhalb des aktuellen Polyeders liegt und in

dieses aufgenommen wird. Es muss somit zu dem Volumen des aktuellen Polyeders
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das Volumen addiert werden, welches von den sichtbaren Flédchen und den neu

erzeugten Dreiecken eingeschlossen wird. Hierbei treten zwei Fille auf:

1. Die konvexe Hiille ist ein trianguliertes Polyeder und besitzt ausschlielich

Dreiecke als Flachen.

2. Die konvexe Hiille ist kein trianguliertes Polyeder und besitzt n-Ecke (n > 3)

als Flachen.

In beiden Féllen kann die Menge der sichtbaren Flachen aus mehreren Flichen
bestehen, die weiterhin im Allgemeinen nicht komplanar sind. Aus diesem Grund
kann das zu addierende Volumen des Polyeders, welches aus den sichtbaren und
den neuen Flachen besteht, nicht gemafl der Formel 5.2 berechnet werden.

Weiterhin haben beide Félle gemeinsam, dass aus je einer sichtbaren Fléche
und der neuen Ecke eine Pyramide bestimmt werden kann, deren Volumen geméif
Formel 5.2 zu berechnen ist. Der Unterschied beider Fille besteht lediglich darin,
dass im ersten Fall die Pyramide ein Tetraeder ist und im zweiten Fall nicht
unbedingt.

Das Volumen Vip(s) der konvexen Hiille ist somit die Summe der Volumina
aller Pyramiden, die in jedem Schritt erzeugt werden.

Bei der Modifikation der konvexen Hiille einer nicht-konvexen Menge S erfolgen
mit den Operationen des Eindriickens (siehe S.60) und des Ausschneidens (siehe
S.70) auch Verdnderungen des Volumens des Polyeders P. Bei diesen Operationen
wird eine Menge von Flichen von P durch eine neue Menge von Fléchen ersetzt,
die innerhalb von P liegen. Das eingeschlossene Volumen im Polyeder P’, welches
aus der Menge der beim Eindriicken bzw. Ausschneiden zu ersetzenden Fléachen
und den neu erzeugten Flichen besteht, liegt dabei vollstdndig im Inneren von P,
wodurch sich das Volumen Vp um Vps verringert.

Beim Eindriicken wird &hnlich der Erzeugung der konvexen Hiille ein Polyeder
P’ erzeugt, welches schrittweise durch Erweitern eines initialen Polyeders entsteht.
Da das initiale Polyeder beim Eindriicken nicht zwangsldufig ein Tetraeder ist,
sondern aus der Menge der sichtbaren Flachen des einzudriickenden Polyeders

und einer weiteren Ecke ¢; € L' aufgespannt wird, muss die Volumenberechnung
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des initialen Polyeders erfolgen, indem mit jeder sichtbaren Flédche und der Ecke ¢,
eine Pyramide erzeugt wird, deren Volumen geméfl Formel 5.2 berechnet werden
kann. Beim Erweitern der initialen Hiille kann dann analog der Erzeugung der
konvexen Hiille vorgegangen werden, so dass nach der Aufnahme aller Zellen aus
L' in P’ die Summe aller Volumina der in jedem Schritt erzeugten Pyramiden das
Volumen von P’ ergibt. Bei der Vereinigung von P mit P’ muss somit lediglich
das Volumen von P’ von P subtrahiert werden.

Beim Ausschneiden kann in analoger Weise das Volumen des Polyeders P’ be-
rechnet werden, welches mit P vereinigt wird. Auch in diesem Fall liegt der Raum-
inhalt von P’ vollstdndig in P, so dass das Volumen von P’ vom Volumen von P
subtrahiert werden muss, um das Volumen des modifizierten Polyeders zu erhalten.

Die rekursive Anwendung der Modifikation eines Polyeders durch Eindriicken
bzw. Ausschneiden ist mit der Volumenberechnung ebenfalls vereinbar, denn in
jedem Schritt wird ein zu modifizierenden Polyeder mit einem zweiten, kleine-
ren Polyeder vereinigt, welches vollsténdig innerhalb des ersten liegt, wodurch in
jedem Schritt das Volumen des zweiten Polyeders von dem Volumen des ersten
Polyeders subtrahiert werden kann, um das Volumen des modifizierten Polyeders
zu ermitteln.

Somit kann wihrend der Polyedrisierung die Volumenberechnung des resultie-

renden Polyeders P erfolgen.



Kapitel 6

Minimalitat der Fliachenanzahl der

Polyeder

In diesem Kapitel soll untersucht werden, fiir welche Klassen von Objekten die

erzeugten Polyeder eine minimale Flachenanzahl besitzen.

6.1 Flachenanzahl der konvexen Hiille konvexer Ob jek-

te

Geméif Definition CH ist die konvexe Hiille C'H(S) eines Teilkomplexes S eines
AC Komplexes A das kleinste AG Polyeder P, welches S vollstéandig enthélt und
konvex ist. Ist dabei die Menge S eine konvexe Menge geméfl Definition DCS (sie-
he S.169), so gilt folgende Aussage:

Lemma TR: Die konvexe Hiille C H(S) einer digitalen konvexen Teilmenge S von
3-Zellen eines AC Komplexes A enthélt keine 3-Zellen der Menge A \ S.

Beweis: Ein Subkomplex S eines AC Komplexes A ist eine digitale konvexe Teil-
menge, wenn S der Durchschnitt digitaler Halbraume ist. Daraus folgt, dass jede
3-Zelle ¢ € S alle Ungleichungen erfiillt, die die Halbriume bestimmen, deren
Durchschnitt S ist. Und es folgt weiterhin, dass in S keine Zelle liegt, die mindes-

tens eine Ungleichung nicht erfiillt.

97
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Das AG Polyeder P, das die konvexe Hiille C' H(S) der Menge S représentiert,
besitzt ausschlieBlich 3-Zellen ¢ € S als Ecken. Dies folgt aus der Definition der
Menge L der Kandidatenvektoren (siche Abschnitt 4.1.2 bzw. 4.1.3), welche eine
Teilmenge aller Zellen aus S ist. Geméf Definition CP (siehe S.8) erfiillt jede Ecke
von P alle linearen Ungleichungen, die zu jeder Fldche von P gehoren. Damit
erfiillen auch alle Zellen aus S, die im Inneren von P liegen, die Ungleichungen,
die zu den Fléchen von P gehoren.

Es bleibt zu zeigen, dass alle 3-Zellen aus A, die innerhalb P liegen, zum Teil-
komplex S gehdren. Da jede Ecke einer Fliache F; von P einer 3-Zelle aus S ent-
spricht, bestimmt die Ungleichung der Fldche F; einen Halbraum H;, in dem alle
3-Zellen aus S liegen. Der Durchschnitt aller Halbraume H; ist gemafl Definition
DCS eine digitale konvexe Teilmenge S mit S C S, da alle 3-Zellen aus S in jedem
Halbraum H; liegen.

Eine 3-Zelle c% € S, die gleichzeitig zur Menge A \ S gehort, kann keine Ecke
von P sein, da alle Ecken von P 3-Zellen aus S sind. ci—, kann weiterhin auch nicht
in einer Flache F' von P liegen, da sie dann eine Konvexkombination der Ecken
von F' wire, was bedeuten wiirde, dass sie entweder zu S gehoren miisste oder S
wére sonst nicht konvex. c% kann aus dem gleichen Grund auch nicht auf einer
Kante von P liegen. Abschliefend kann c%, auch nicht im Inneren von P liegen, da
sie auch in diesem Fall eine Konvexkombination von Ecken von P und somit von
3-Zellen aus S wére und demnach entweder zu S gehort oder S wére nicht konvex.

Somit wurde gezeigt, dass keine 3-Zelle C% € S, die innerhalb von P liegt, eine
Zelle von A\ S ist. Somit gilt S = S, was bedeutet, dass der Durchschnitt S der
Halbrdume H;, die durch die Flachen der konvexen Hiille C'H(S) bestimmt sind,
genau die Menge S ist.

O

Damit gilt, dass ein Polyeder P, welches die konvexe Hiille C'H(S) einer digitalen
konvexen Teilmenge S reprisentiert, keine 3-Zellen der Menge A \ S enthilt, da
sonst S nicht konvex wire.

Es soll nun gezeigt werden, dass die Flachenanzahl der konvexen Hiille minimal
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ist. Das bedeutet, dass kein Polyeder P existiert, welches eine digitale konvexe
Teilmenge S von A\ S trennt, ausschlielich 3-Zellen aus S als Ecken besitzt und
weniger Flichen besitzt als CH(S). Hierbei wird vorausgesetzt, dass die konvexe
Hiille keine komplanaren Flichen besitzt (siehe Abschnitt 4.1.6).

Um die Minimalitdt der Fldchenanzahl beweisen zu konnen, sind zuvor zwei

Lemmata notwendig:

Lemma TRE: Es existiert kein Polyeder P, welches eine digitale konvexe Teil-
menge S von A\ S trennt, als Ecken ausschlieBlich 3-Zellen aus S besitzt und
dessen Eckenanzahl kleiner ist als die der konvexen Hiille CH(5).

Beweis: Jede 3-Zelle aus S, die keine Ecke von CH(.S) ist, ist eine Konvexkombi-
nation aus anderen 3-Zellen aus S. Damit ist jede Ecke von C'H(S) eine 3-Zelle
aus S, fiir die keine Konvexkombination anderer 3-Zellen aus S existiert. Ein tren-
nendes Polyeder P, welches weniger Ecken besitzt als die konvexe Hiille CH(S),
jedoch als Ecken nur 3-Zellen aus S besitzt, kann demnach nicht alle 3-Zellen als
Ecken besitzen, die keine Konvexkombination anderer 3-Zellen aus S sind.

Eine 3-Zelle ¢® € S, die keine Konvexkombination anderer 3-Zellen aus S und
keine Ecke von P ist, muss demnach im Inneren von P, auf P (ohne Ecke von P
zu sein) oder auBlerhalb von P liegen. Eine solche 3-Zelle ¢* kann jedoch nicht im
Inneren von P oder auf P (ohne Ecke von P zu sein) liegen, da sie in diesen Fillen
eine Konvexkombination anderer 3-Zellen aus S ist. ¢3 kann auch nicht auflerhalb
von P liegen, da P dann die Forderung verletzt, ein Polyeder zu sein, welches S
von A\ S trennt.

Somit besitzt kein trennendes Polyeder P, welches als Ecken ausschliellich 3-
Zellen aus S besitzt, weniger Ecken als die konvexe Hiille CH(.5).

O

Lemma TRC: Ein Polyeder P, welches eine digitale konvexe Teilmenge S von
A\ S trennt und dessen Ecken ausschlieBlich 3-Zellen aus S sind, besitzt die glei-
chen Ecken wie die konvexe Hiille CH(5).
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Beweis: Eine Ecke v von P, die keine Ecke der konvexen Hiille C'H(S) ist, kann

eine der folgenden Zellen sein:
1. v ist eine 3-Zelle aus S und liegt innerhalb von C'H(S).

2. v ist eine 3-Zelle aus S und liegt innerhalb einer Flidche F' von CH(S), jedoch
nicht auf dem Rand OF dieser Flache.

3. v ist eine 3-Zelle aus S und liegt auf einer Kante von CH(.S), ist jedoch keine
Ecke von CH(S).

4. v ist eine Zelle aus S, jedoch keine 3-Zelle.

5. v ist keine Zelle aus S.

Zu 1.: Liegt v im Inneren der konvexen Hiille CH(S), so ist keine Ebene, die
v enthélt, der Rand eines Halbraumes, der alle 3-Zellen aus S enthélt, denn die
konvexe Hiille ist die kleinste konvexe Menge, die S enthélt. Ein Polyeder P,
welches eine Ecke v im Inneren von C H(.S) besitzt, wire damit kleiner und kénnte
somit S nicht vollstindig enthalten, was die Forderung verletzt, dass P die Menge
S von A\ S trennt.

Zu 2.: Liegt v auf einer Flidche F' von CH(S), so ist v eine Konvexkombination
derjenigen 3-Zellen aus S, die die Ecken von F' sind. Durch die Ecken von F ist
jedoch eine Ebene bestimmt, die einen Halbraum berandet, in dem sich alle Zellen
aus S befinden. Somit muss diese Ebene ebenfalls von den Ecken einer Flache eines
trennenden Polyeders P bestimmt werden, wenn P ausschliellich 3-Zellen aus S
als Ecken besitzen soll. Besitzt P weiterhin diese 3-Zelle v als Ecke, so entstehen
komplanare Flachen in P, die laut Forderung ausgeschlossen sind.

Zu 3.: Liegt v auf einer Kante von C'H(S), so entstehen analog zu 2. ebenfalls
komplanare Flachen, die laut Forderung ausgeschlossen sind.

Zu 4.: Ist v eine k-Zelle aus S mit der Dimension k < 3, so widerspricht das der
Forderung, dass jede Ecke von P eine 3-Zelle aus S ist.

Zu 5.: Ist v eine Zelle aus A\ S, so widerspricht das der Forderung, dass jede

Ecke von P eine 3-Zelle aus S ist.
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Somit besitzt jedes Polyeder P, welches S von A\ S trennt und dessen Ecken
ausschlielich 3-Zellen aus S sind, die gleichen Ecken wie die konvexe Hiille CH(S).

O

Es kann nun gezeigt werden, dass die Anzahl der Flachen der konvexen Hiille eines

digitalen konvexen Objektes minimal ist.

Theorem TRM: Es existiert kein Polyeder P, welches eine digitale konvexe Teil-
menge S von A\ S trennt, als Ecken ausschlieBlich 3-Zellen aus S besitzt und

dessen Flidchenanzahl kleiner ist als die der konvexen Hiille CH (S).

Beweis: Geméafl Lemma TR befinden sich innerhalb der konvexen Hiille CH(.S)
einer digitalen konvexen Teilmenge S C A keine 3-Zellen aus A \ S, wenn die
Ecken von C'H(S) ausschlieBlich 3-Zellen aus S sind. Daher ist die konvexe Hiille
C'H(S) ein Polyeder, welches S von A\ S trennt, denn keine 3-Zelle aus A\ S liegt
innerhalb C'H(S) oder innerhalb von Flichen von C'H(S) und keine 3-Zelle aus S
liegt auBlerhalb von CH(S).

Die Ecken von C'H(S) sind eindeutig bestimmt. Es sind alle diejenigen 3-Zellen
aus S, die nicht als Konvexkombination anderer 3-Zellen aus S dargestellt werden
konnen.

Geméafl Lemma TRC ist die Menge der Ecken eines trennenden Polyeders P,
welches als Ecken 3-Zellen der Menge S besitzt, identisch zur Menge der Ecken
der konvexen Hiille CH(S). Jede Fliache eines trennenden Polyeders P enthilt
alle Ecken, die eine Ebene bestimmen, auf deren einer Seite alle anderen Ecken
von P liegen. Da dies der Definition der konvexen Hiille entspricht, besitzt jedes
trennende Polyeder P die geichen Fliachen wie C'H(S) und somit ebenfalls die
gleiche Flachenanzahl.

Das bedeutet, dass kein trennendes Polyeder P zu einer konvexen Menge S
existiert, welches ausschliellich 3-Zellen aus S als Ecken besitzt und verschieden ist
von CH(S), womit gezeigt wurde, dass die konvexe Hiille ein trennendes Polyeder

mit minimaler Flachenanzahl ist.
O
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6.2 Polyeder mit konvexen Hohlrdumen

Gegeben sei ein Subkomplex S eines AC Komplexes A, der nicht-konvex ist in dem
Sinne, dass CH(S) ZKHs S, S € A\ S enthélt, die gemafl Definition CA (siehe
S.51) Hohlrdume in C H(.S) bilden. Die ZKHs S/ seien digital konvex, d.h. CH(S})
enthélt keine 3-Zellen aus S.

Es soll nun gezeigt werden, dass ein AG Polyeder P, welches einen solchen Teil-
komplex S von A\ S trennt, minimal viele Flachen besitzt, wenn P durch das

Polyedrisierungsverfahren erzeugt wurde.

Theorem THM: Ein AG Polyeder P, welches einen nicht-konvexen Teilkomplex
S eines AC Komplexes A von dem Teilkomplex A\ S trennt, wobei CH(S) ZK-
Hs enthélt, die konvexe Hohlrdume bilden, besitzt die minimale Flachenanzahl
unter allen trennenden Polyedern, wenn P mittels des Polyedrisierungsverfahrens

erzeugt wurde.

Beweis: Gemaf Definition CA inzidiert keine Zelle eines Hohlraumes S’ € A\ S
mit den Flachen der konvexen Hiille C'H(SS). Da somit alle Zellen des Hohlraumes
S” vollsténdig innerhalb C'H(S) liegen, trennt C'H(S) alle 3-Zellen von S von den
3-Zellen der Menge A\ S, die nicht zu S’ gehoren.

Wie in Abschnitt 4.4.2 beschrieben, erfolgt die Polyedrisierung eines solchen
Objektes S durch die Erzeugung der konvexen Hiille C'H(S) und die unabhéngige
Erzeugung der konvexen Hiillen CH (S}). Das AG Polyeder P, welches S von A\ S
trennt, wird aus der zusammenhéngenden Menge von Flichen von C'H(S) und
den zusammenhéngenden Mengen von Flichen der konvexen Hiillen C'H(S]) zu-
sammengefiigt, wobei diese zusammenhidngenden Mengen von Fldchen sich nicht
schneiden oder gemeinsame Zellen besitzen.

Durch die unabhéngige Erzeugung der konvexen Hiille C'H(S") eines konvexen
Hohlraumes S’ ist die Eigenschaft der Trennung so erfiillt, dass C' H(.S") ausschlief3-
lich 3-Zellen der Menge S als Ecken besitzt und sich im Inneren von C'H (S’) und
auf CH(S’) keine Zellen der Menge S befinden. Weiterhin befinden sich keine Zel-
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len des Hohlraumes S’ aufierhalb von C'H(S’). Fiir das aus CH(S) und CH(S))
zusammengesetzte Polyeder P muss daher in der Zellenliste gespeichert werden,
zu welcher Menge (S oder A\ 5) die jeweilige Ecke von P gehort (siehe Abschnitt
3.4).

Die Flachenanzahl Nr des AG Polyeders P entspricht der Summe der Flachen-
anzahlen der konvexen Hiillen CH(S) und CH(S]). Gema8 Theorem TRM ist
die Anzahl der Flachen jeder Teilhiille minimal und damit auch die Summe der

Flachenanzahlen.

O

Es wurde somit gezeigt, dass ein AG Polyeder P, welches einen Teilkomplex S,
der in CH(.S) konvexe Hohlrdume besitzt, von A\ S trennt, minimal viele Flichen
besitzt.

6.3 Polyeder mit konvexen Konkavititen

Das Polyedrisierungsverfahren erzeugt aus der konvexen Hiille C'H(S) eines Sub-
komplexes S, der nicht-konvex in dem Sinne ist, dass er in C H(S) geméf Definition
CO (siehe S.51) Konkavitdten besitzt, die digital konvex sind, ein trennendes Po-
lyeder P. Die Erzeugung lauft rekursiv ab und auch fiir konvexe Konkavitéten er-
folgt im Allgemeinen eine mehrstufige Modifikation, denn das Eindriicken erzeugt
zunéchst nicht die konvexe Hiille CH(S"), sondern die konvexe Hiille der Menge
M der markierten Flachen aus C'H(S) und der Menge S’ also CH(M |JS"), wel-
che C'H(S") echt enthélt. Aus diesem Grund enthélt CH(M | S’) im Allgemeinen
auch 3-Zellen aus S. Das Objekt in Abschnitt 8.1.1 ist ein Beispiel hierfiir.

Die Flachenanzahl des durch das Polyedrisierungsverfahren erzeugten Polyeders
P wird bei Objekten, die konvexe Konkavitédten besitzen, durch drei Faktoren

bestimmt:
1. die Anzahl der Flachen der konvexen Hiille C' H(.S)

2. die Anzahl der Flachen in der Menge M der markierten Flidchen, die mit der

Konkavitiat S’ inzidieren
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3. die Anzahl der Flichen der konvexen Hiille CH(M | S").

Zu 1.: Die Minimalitdt der Flachenanzahl der konvexen Hiille konvexer Objek-
te wurde durch Theorem TRM (siehe S.101) gezeigt. Die konvexe Hiille ist fiir
nicht-konvexe Objekte kein trennendes Polyeder. Dabei verletzen jedoch nur die-
jenigen Flidchen der konvexen Hiille die Forderung der Trennung, die mit der ZKH
S’ inzidieren. Inzidenz bedeutet hierbei, dass diese Flachen die Abschliisse der
Hintergrundvoxel, die sich innerhalb C'H(S) befinden, schneiden (siehe Abschnitt
4.2.3). Bei diesen Flichen handelt es sich um genau die Menge M der zum Ein-
driicken markierten Flachen. Daraus folgt, dass die Flichen aus CH(S) \ M die
Trennungsforderung erfiillen und in ihrer Anzahl minimal sind, da diese Flédchen
durch die Erzeugung der konvexen Hiille eindeutig festgelegt sind.

Zu 2.: Die Anzahl der markierten Fliachen, die mit S’ inzidieren, folgt aus der De-
finition der Inzidenz von Flachen mit der Konkavitét (siehe Abschnitt 4.2.3). Diese
Anzahl wird durch die Form des Objektes S und die Lage und Gréfe der Fléchen in
C'H(S) bestimmt und ist innerhalb des Polyedrisierungsverfahrens durch die Aus-
wahl derjenigen Flichen, die die Abschliisse der Hintergrundvoxel in S’ schneiden,
festgelegt und damit nicht variabel.

Zu 3.: Aufgrund der Tatsache, dass die konvexe Hiille CH (M |JS’) im Allge-
meinen nicht ausschlieflich Hintergrundvoxel, also 3-Zellen der Menge S’ enthilt,
sondern auch Objektvoxel, erfolgt die Modifikation von CH (M |JS’) analog zur
Modifikation von C'H (.S). Diese rekursive Modifikation erreicht ihren Rekursions-
anfang, wenn die konvexe Hiille einer Zusammenhangskomponente ausschlieflich
Voxel einer Art, also entweder Objekt- oder Hintergrundvoxel enthélt. Sofern bei
der rekursiven Modifikation keine Zusammenhangskomponente von Voxeln einer
Art innerhalb der konvexen Hiille von Voxeln der jeweils anderen Art enthalten
ist, deren Oberflache das Geschlecht g > 0 besitzt, kann die Minimalitdt der
Fldachenanzahl dadurch gewihrleistet werden, dass am Rekursionsanfang die kon-
vexe Hiille einer Komponente von Voxeln keine Voxel der jeweils anderen Art mehr
enthélt und somit ein trennendes Polyeder ist. Die Minimalitdt der Fldchenanzahl

ist durch Theorem TRM gezeigt worden.



6.4. POLYEDER MIT NICHT-KONVEXEN ZKHS 105

Beim Zusammenfiigen der Teilpolyeder werden in jedem Vereinigungsschritt zwei
Mengen von Flidchen zu einem Polyeder zusammengefiigt. Jede dieser beiden Men-
gen ist eine 2-Mannigfaltigkeit mit Rand, wobei die Rédnder beider Mengen iden-
tisch sind. Da als Ecken der Polyeder sowohl 3-Zellen aus S als auch aus A\ S
erlaubt sind, enthélt das zusammengefiigte Polyeder Zellen beider Arten als Ecken.
Hierbei ist es jedoch moglich, dass durch den Austausch bestimmter Ecken des Po-
lyeders die Flachenanzahl weiter reduziert werden kann. Austauschen von Ecken
bedeutet hier, dass eine Ecke, die eine 3-Zelle aus S ist, zu einer benachbarten
3-Zelle aus A \ S verschoben werden kann, sofern dabei die Trennung im gefor-
derten Sinne beibehalten wird. Wenn die dabei neu in das Polyeder aufgenomme-
ne Ecke mit anderen Ecken des Polyeders komplanar ist, kann somit durch das
Zusammenfiigen komplanarer Flichen die Fldchenanzahl des Polyeders verringert
werden. Diese Reduzierung der Flichenanzahl ist jedoch nicht im Polyedrisierungs-
verfahren enthalten und erfordert ein Optimierungsverfahren im Anschluss an die
Polyedrisierung. Diese Idee wird im néchsten Abschnitt in Abbildung 6.1 verdeut-
licht.

6.4 Polyeder mit nicht-konvexen ZKHs

Nicht-konvexe ZKHs sind alle diejenigen Mengen S’ von Voxeln innerhalb einer
konvexen Hiille CH(S), die nicht geméf Definition DCS konvex sind. Dies kénnen

Konkavititen, Hohlrdume und Tunnel sein.

Wie bereits in den vorigen Abschnitten gezeigt, wird zu einer konvexen ZKH
ein trennendes Polyeder mit minimaler Flidchenanzahl erzeugt. Lediglich das Zu-
sammenfiigen der Teilpolyeder kann dazu fithren, dass durch das Austauschen
der Ecken des Polyeders P die Flachenanzahl reduziert werden kann. Fiir nicht-
konvexe ZKHs kann somit die Minimalitéit der Fliachenanzahl des trennenden Po-

lyeders nicht bewiesen werden.
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Abbildung 6.1: Reduzierung der Fliachenanzahl bei nicht-konvexen Kon-

kavitaten.

6.5 Zusammenfassung

Ziel dieses Kapitels war es, zu zeigen, fiir welche Klassen von Objekten der in
Kapitel 4 beschriebene Algorithmus Polyeder mit minimaler Flachenanzahl pro-
duziert.

Geméfl Theorem TRM ist die Anzahl der Fliachen der konvexen Hiille C' H(.S)
einer digitalen konvexen Teilmenge S C A minimal, d.h. es existiert kein trennen-
des Polyeder P mit weniger Flichen als die konvexe Hiille besitzt. Fiir Objekte
mit konvexen Hohlrdumen konnte mit Theorem THM ebenfalls bewiesen werden,
dass die Flachenanzahl der erzeugten trennenden Polyeder minimal ist.

Fiir Polyeder mit konvexen Konkavitdten und fiir Polyeder mit nicht-konvexen
ZKHs ist eine minimale Flichenanzahl durch das Polyedrisierungsverfahren nicht
garantiert. Hierfiir muss eine Optimierung der Flachenanzahl an die Erzeugung

der Polyeder anschliefen, was in dieser Arbeit aber nicht betrachtet werden soll.



Kapitel 7

Minimalitat des Oberflicheninhaltes

der Polyeder

In diesem Kapitel soll untersucht werden, fiir welche Klassen von Objekten der
Oberflacheninhalt der vom Polyedrisierungsverfahren erzeugten Polyeder minimal

1st.

7.1 Oberflacheninhalt der konvexen Hiille konvexer Ob-

jekte

Mit Lemma TR (siehe S.97) wurde gezeigt, dass ein Polyeder P, welches die konve-
xe Hiille CH (S) einer digitalen konvexen Teilmenge S représentiert, keine 3-Zellen
der Menge A\ S enthilt, da sonst S nicht konvex wire. Damit ist P das kleinste
AG Polyeder, welches S von A\ S trennt.

Die Eigenschaft, das kleinste Polyeder zu sein, bedeutet weiterhin, dass ein sol-
ches Polyeder auch den kleinstmoglichen Oberflacheninhalt unter allen Polyedern
besitzt, die eine digitale konvexe Teilmenge S von ihrem Komplement A\ S tren-

nen.

Lemma OB: Es existiert kein AG Polyeder, welches eine digitale konvexe Teil-
menge S enthélt und einen kleineren Oberflicheninhalt besitzt als die konvexe

Hiille CH(S).
107
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Beweis: Die konvexe Hiille CH(S) eines Teilkomplexes S C A, welcher konvex
ist geméafl Definition DCS (siehe S.169), ist geméfl Definition CH (siehe S.9) das
kleinste konvexe AG Polyeder P, welches S enthélt. Das besagt, dass kein von P
verschiedenes konvexes Polyeder innerhalb P existiert, welches ebenfalls die Menge
S vollstandig enthélt.

Angenommen, es gibe ein von P verschiedenes Polyeder P’ mit kleinerem Ober-
flacheninhalt als P, welches S vollstindig enthéalt. P’ soll dabei ebenfalls die Ei-
genschaft erfiillen, S von A\ S zu trennen. Gem#f Lemma TRC (siche S.99)
muss jedes trennende Polyeder, welches eine digitale konvexe Teilmenge enthélt,
die gleichen Ecken besitzen wie die konvexe Hiille. Da durch die Festlegung der
Ecken eines Polyeders und durch die Forderung der Trennung auch seine Flédchen
bestimmt sind, kann P’ nicht von P verschieden sein und besitzt somit auch keinen
kleineren Oberflacheninhalt.

Aus diesem Grund ist die konvexe Hiille dasjenige AG Polyeder mit kleinstem

Oberflacheninhalt, welches eine digitale konvexe Teilmenge S enthélt.

O

Mit den Lemmata TR und OB wurde gezeigt, dass die konvexe Hiille CH (.5) eines
konvexen Teilkomplexes S eines AC Komplexes A dasjenige Polyeder P ist, welches
die Voxel der Menge S von den Voxeln der Menge A\ S so trennt, dass kein Voxel
aus A\ S innerhalb oder auf P liegt und dabei den kleinsten Oberflacheninhalt
besitzt.

7.2 Polyeder mit konvexen Hohlrdumen

Gegeben sei ein AG Polyeder P und ein Teilkomplex S eines AC Komplexes A. S
sei nicht-konvex in der Art, dass C' H(S) Zusammenhangskomponenten von Zellen
der Menge A\ S enthélt, die Hohlrdume bilden und gleichzeitig digital konvex
sind. Das Polyeder P, welches S von A\ S trennt, muss dabei zusammenhéngende

Mengen von Flachen besitzen, die jeweils einer 2-Sphére homoéomorph sind und die
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sich nicht schneiden oder gemeinsame Zellen besitzen. Die Anzahl dieser zusam-
menhidngenden Mengen von Flédchen ist dabei um eins hoher als die Anzahl der
Hohlrdume, da neben C'H(S) auch die konvexen Hiillen C'H(S]) der Hohlrdume
S! Teile von P sind. Dieses Polyeder P besitzt die folgende Eigenschaft:

Lemma OH: Ein AG Polyeder P, welches einen nicht-konvexen Teilkomplex S
eines AC Komplexes A von dem Teilkomplex A\ S trennt, wobei S in P lediglich
konvexe Hohlrdume bildet, besitzt den minimalen Oberflaicheninhalt unter allen
trennenden Polyedern, wenn P durch das Polyedrisierungsverfahren aus der kon-

vexen Hiille C'H(S) erzeugt wurde.

Beweis: Geméfi Lemma OB trennt die konvexe Hiille eine digitale konvexe Teil-
menge von ihrem Komplement mit minimalem Oberflacheninhalt. Ist die gegebe-
ne Menge S nicht-konvex in dem Sinne, dass C'H(S) Hohlrdume enthélt, trennt
CH(S) die Menge S von allen Zellen aus A \ S, die nicht Zellen der Hohlrdume
sind, denn gemé&f Definition CA (siehe S.51) inzidieren die Zellen eines Hohlrau-
mes nicht mit Flachen der konvexen Hiille CH(S). C' H(S) besitzt dabei ebenfalls

den minimalen Oberflacheninhalt.

Das Polyedrisierungsverfahren erzeugt fiir jede Zusammenhangskomponente S,
die einen Hohlraum bildet und konvex ist, zunichst unabhéngig die konvexe Hiille
CH(S!). CH(S!) trennt dabei die Zellen der Menge S/ von den Zellen A\ S, da
S; konvex ist. Der Oberflacheninhalt von CH(S]) ist gemafl Lemma OB minimal.

Das Verfahren erzeugt das Polyeder P, welches S von A\ S trennt, indem es
CH(S) und die konvexen Hiillen CH(S]) aller konvexen Hohlrdume S! zu einem
Polyeder zusammenfasst. Da sich die so zusammengefassten Teilpolyeder nicht
schneiden oder gemeinsame Zellen besitzen, représentiert jedes Teilpolyeder ei-
ne Komponente von P mit minimalem Oberflicheninhalt. Da jede Komponente
von P den minimalen Oberflaicheninhalt besitzt, besitzt auch P den minimalen
Oberflacheninhalt.
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Auch hier sei angemerkt, dass es trotz der Forderung der Trennung der Zellen von
S und A\ S erlaubt ist, dass sowohl Zellen aus S als auch aus A\ S auf P liegen
diirfen, insbesondere als Ecken von P, was aus der unabhéngigen Erzeugung der
konvexen Hiillen der Hohlrdume folgt, da hier Zellen aus A\ S als Ecken verwendet
werden. Es bleibt jedoch in jedem Fall ausgeschlossen, dass Zellen aus S auflerhalb
P oder Zellen aus A\ S innerhalb P liegen. Die Zellen auf P miissen fiir die
Rekonstruktion der Menge S in der Zellenliste des Polyeders P als Objekt- oder

Hintergrundzellen markiert werden.

7.3 Minimierung des Oberflicheninhaltes durch Kan-

tentausch in nicht-planaren Vierecken

Fiir die bisher erwdhnten Klassen von Objekten wurde gezeigt, dass der Ober-
flacheninhalt der vom Polyedrisierungsverfahren erzeugten Polyeder bereits mini-
mal ist. Eine Minimierung des Oberflacheninhaltes ist nur fiir bestimmte Klassen
von Objekten moglich, fiir welche das Verfahren keine Polyeder mit minimalem
Oberflacheninhalt erzeugt.

Eine Moglichkeit, den Oberflacheninhalt zu minimieren, ohne dabei die Flachen-
anzahl zu verdndern, besteht im Vertauschen einer Kante in nicht-planaren Vier-
ecken. Nicht-planare Vierecke sind alle diejenigen Paare von Dreiecken, die eine
gemeinsame Kante besitzen und nicht komplanar sind (siehe Abbildung 7.1).

Die Voraussetzung fiir die Minimierung des Oberflacheninhaltes durch Kanten-
tausch besteht in der Erhaltung der Trennung der Zellen aus S und A\ S durch das
Polyeder P nach erfolgtem Austausch einer Kante in einem nicht-planaren Vier-
eck. Dies muss demnach bei jeder Moglichkeit des Austausches gepriift werden,
sonst ist dieser Schritt nicht zuléssig.

Ein nicht-planares Viereck besteht aus vier Ecken in allgemeiner Lage. Durch
diese vier Ecken wird ein Tetraeder bestimmt, von welchem zwei Flachen Teil des
Polyeders P sind, die beiden anderen Flachen nicht. Das bedeutet weiterhin, dass
fiinf der sechs Kanten des Tetraeders Teil der Oberflache sind. Da vier dieser fiinf

Kanten mit anderen Fldchen von P inzidieren, besteht fiir diese vier Kanten keine
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Moglichkeit der Verinderung. Die fiinfte Kante (im Folgenden bezeichnet mit Fy,
sieche Abbildung 7.1a) ist jedoch die Kante, die lediglich mit den beiden Dreiecken
des Tetraeders, die zu P gehoren, inzidiert. Diese Kante F; kann nun durch die
Kante Fs (siehe Abbildung 7.1b) ersetzt werden, welche die sechste Kante des Te-

traeders ist, das durch die vier Ecken des nicht-planaren Vierecks bestimmt wird.

Abbildung 7.1: Teil eines Polyeders mit einem nicht-planaren Viereck,
welches durch die beiden existierenden Moéglichkeiten durch eine Kante

in Dreiecke zerlegt wird.

Neben der Priifung der Zuléssigkeit des Kantentausches muss weiterhin gepriift
werden, wie sich die Summen der Flacheninhalte der beiden Dreieckspaare un-
terscheiden, also ob der aktuelle Tausch den Oberflicheninhalt von P verringert.
Hierfiir werden geméafl Formel 7.2 die Flacheninhalte der Dreiecke berechnet. Fiir
den Fall, dass der aktuelle Kantentausch zuléssig ist und den Oberflicheninhalt
von P verringert, werden die beiden Dreiecke, die von F; berandet werden, durch
die Dreiecke ersetzt, die von Ey berandet werden.

Ein interessanter Nebeneffekt des Kantentausches ist die Wiederherstellung
moglicherweise in S vorhandener, aber in P nicht erhaltener Symmetrien. Der
Symmetrieverlust bei der Polyedrisierung kommt dadurch zustande, dass bei einer
Erweiterung eines aktuellen Polyeders sichtbare Fliachen geméfl der Orientierung

ihrer Kanten umlaufen werden. Da die Kanten, die eine Flache beranden, als ver-
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kettete Liste in der Zellenliste gespeichert sind, erfolgt das Anfiigen neuer Flédchen
an den Rand sichtbarer Flachen durch ein Umlaufen der sichtbaren Flachen entge-
gen dem Uhrzeigersinn. Dies fithrt dazu, dass nicht-planare Vierecke, fiir die beide
Kanten F; und Fs in einem trennenden Polyeder existieren kénnen, zu nicht-

symmetrischen Flachenanordnungen in P fithren (siehe Abbildung 7.2).

Abbildung 7.2: Teil eines Polyeders mit symmetrisch angeordneten nicht-

planaren Vierecken, deren Zerlegung die Symmetrie zerstort.

Sofern sich der Fldcheninhalt der beiden nicht-planaren Vierecke unterscheidet,
fithrt die Minimierung des Oberflicheninhaltes durch Kantentausch gleichzeitig

zur Wiederherstellung der Symmetrie in P.

7.4 Polyeder mit Konkavititen mit g =0

Das Polyedrisierungsverfahren erzeugt zu einer nicht-konvexen Menge S, die in-
nerhalb der konvexen Hiille C'H(S) Zusammenhangskomponenten von Zellen der
Menge A\ S besitzt, die Konkavitédten geméf Definition CO (sieche S.51) sind, ein
nicht-konvexes Polyeder P. Im Weiteren wird angenommen, dass sowohl 3-Zellen
aus S als auch aus A \ S auf den Flichen von P liegen kénnen. Der Oberflichen-

inhalt von P berechnet sich geméafl der Formel

Op=)Y A (7.1)
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Dabei bezeichnet m die Anzahl der Flachen von P und A; den Flacheninhalt der
Flache Fj;. Sofern P nicht als triangulierte Oberfliche erzeugt wurde, erfolgt die
Berechnung des Flacheninhaltes einer Flache F; von P durch Zerlegung in Dreiecke
und Aufsummierung der Flidcheninhalte dieser Dreiecke. Dafiir (und fiir den Fall,
dass P eine Triangulation ist) ist es zweckméafig, den Flidcheninhalt eines Dreiecks
geméB der folgenden Formel [5] zu berechnen, da hierfiir nur die Langen der Seiten,

also die Abstdnde der Ecken voneinander, ben6tigt werden.

A=+/s(s—a)(s—Db)(s—c) (7.2)

Hierbei bezeichnen a, b und ¢ die Langen der Dreiecksseiten, also die Absténde

der Ecken des Dreiecks und s ist der halbe Dreiecksumfang [5] geméafl

_a+b+c
N 2

s (7.3)

Es soll nun gezeigt werden, dass das Polyeder P, welches durch das Polyedrisie-
rungsverfahren erzeugt wurde, den minimalen Oberflicheninhalt besitzt, der fiir

die angenommene Art der Trennung von 3-Zellen moglich ist.

Zuvor sei erwihnt, dass die Modifikation eines konvexen Polyeders mittels Ein-
driicken an einer Konkavitdt im Allgemeinen nicht nur einen Modifikationsschritt
erfordert, sondern auch eine Modifikation des Polyeders P’, welches S’ von S
trennt, wobei S’ eine Konkavitdt in P bildet und eine digitale konvexe Menge
ist. Der Grund ist, dass im Allgemeinen die Menge der sichtbaren Flachen von P
nicht nur die Abschliisse der 3-Zellen aus S’ schneidet, sondern auch solche aus
S. Dies wiirde ohne Eindriicken von P’ dazu fiithren, dass nicht alle 3-Zellen aus
S innerhalb des modifizierten Polyeders liegen, wie bei dem Beispiel in Abbildung
7.3 der Fall ist.
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Abbildung 7.3: Konvexe Hiille einer Menge S von 3-Zellen (a), Ein-
driicken durch Aufspannen der konvexen Hiille der Hintergrund-Voxel
ausgehend von sichtbaren Flachen (b), resultierendes Polyeder ohne (c)

und mit Modifikation der konvexen Hiille der Hintergrundvoxel (d).

Aus diesem Grund ist auch ein Polyeder P mit G,.(P) = 1 und einer einzelnen

Konkavitdat im Allgemeinen nur durch mehrere Modifikationsschritte erzeugbar.

Theorem OK: Ein Polyeder P, welches eine nicht-konvexe Menge S von 3-Zellen
enthalt, die in CH(S) Konkavitéiten mit g = 0 besitzt und wobei P

e 3-Zellen der Menge S von den 3-Zellen der Menge A \ S trennt,
e 3-Zellen als Ecken besitzt und

e 3-Zellen aus S und aus A\ S in den Fldchen besitzen darf,

besitzt bis auf die Moglichkeit des Kantentausches minimalen Oberflicheninhalt,

wenn es durch das Polyedrisierungsverfahren erzeugt wurde.
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Beweis: Zunichst sei P angenommen als Polyeder mit genau einer Konkavitat S’
und G,,(P) = 1. In diesem Fall ist die in P enthaltene Konkavitit S’ eine digitale
konvexe Menge geméifl Definition DCS. Die konvexe Hiille CH(S’) trennt geméaf
Lemma TR die 3-Zellen der Menge S’ von den 3-Zellen der Menge A \ S’. Bei
der Modifikation der konvexen Hiille CH (.S) wird aus einer Menge M sichtbarer
Fldchen von C'H(S) die konvexe Hiille CH(M | S’) erzeugt, die nicht in jedem
Fall die Trennung erfiillt. Zunéchst sei jedoch angenommen, dass CH (M | S) die
Trennung erfiillt und das CH(M |J S") = CH(S') gilt. Der Fall, dass die Trennung
nicht erfiillt ist, entspricht dem Fall einer nicht-konvexen Menge S’, der unten

erwahnt ist.

Da S’ und S disjunkte Mengen von 3-Zellen sind, trennt C'H(S’) auch die 3-
Zellen der Menge S’ von den 3-Zellen der Menge S. C'H(S') besitzt minimalen
Oberflacheninhalt, denn geméfl Lemma OB kann zu einer digitalen konvexen Teil-
menge kein trennendes Polyeder existieren, welches einen kleineren Oberflachenin-
halt als die konvexe Hiille besitzt. Die Ecken von C'H(S’) sind geméafl dem Verfah-
ren zur Erzeugung der konvexen Hiille 3-Zellen aus S’. Weiterhin kénnen sowohl

3-Zellen aus S als auch aus S” auf den Flachen von CH(S’) liegen.
Es bleibt zu zeigen, dass die Vereinigung der Polyeder P und P’ = C'H(S’) mi-

nimalen Oberflacheninhalt besitzt. Bei der Vereinigung zweier Polyeder wird die
Menge der sichtbaren Flachen aus P entfernt und durch die Menge der Flédchen
aus P’ ersetzt, die von den sichtbaren Flachen verschieden sind. Da die verbleiben-
de Menge von Flédchen aus P aufgrund der Trennungsforderung keinen kleineren
Flacheninhalt besitzen kann und auch die verbleibende Menge von Flichen aus
P’, bleibt lediglich zu zeigen, dass die Ecken des Randes beider Mengen aufgrund
der Trennungsforderung nicht entfernt bzw. verdndert werden konnen. Dies ist
der Fall, da diese Ecken (der Rand der beiden Mengen von Flichen aus P und
P’ hat ausschlieBlich Ecken, die 3-Zellen aus S sind) nicht durch Verkleinern der
Oberflache nach aulen gelangen diirfen, da das die Trennungsforderung verletzen
wiirde. Weiterhin kénnen diese Ecken auch nicht innerhalb des resultierenden Po-
lyeders liegen, da das nur durch eine Vergroflerung der Oberfliche méglich wére.

Die weiteren Ecken in P’, die nicht zu diesem Rand gehoren, sind 3-Zellen aus S’
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und miissen ebenfalls aufgrund der Minimalitat des Oberflicheninhaltes von P’
Ecken des resultierenden Polyeders bleiben.

Ein Polyeder P, welches mehrere konvexe Konkavitiaten enthélt, die in der kon-
vexen Hiille C'H(S) Mengen von sichtbaren Flidchen besitzen, die keine gemeinsa-
men Zellen haben, also die disjunkte Randkomplexe besitzen, werden in gleicher
Weise verarbeitet und fithren ebenfalls zu einem minimalen Oberflacheninhalt von
P.

Randkomplexe der Mengen sichtbarer Flachen verschiedener konvexer Konka-
vitdten, die nicht disjunkt sind, aber trotzdem keine gemeinsamen Kanten besitzen
und demnach zusammenhéngend waren, konnen lediglich eine gemeinsame Ecke
besitzen, was jedoch ebenfalls nicht die unabhéngige Verarbeitung Konkavitdten
behindert.

Der letzte zu betrachtende Fall des Beweises ist die Modifikation der konve-
xen Hiille, die nicht-konvexe Konkavitdten besitzt. Hierbei seien jedoch nur die
Konkavitaten gemeint, die eine Oberfliche mit dem Geschlecht g = 0 besitzen.
In diesem Fall gelten in jedem Modifikationsschritt die oben erwidhnten Eigen-
schaften, so dass jedes Polyeder P, welches durch Modifikation aus der konvexen
Hiille CH(S) hervorgeht, die konvexe oder nicht-konvexe Konkavitéten enthilt,

minimalen Oberflacheninhalt besitzt.

O

Es kann also zusammenfassend gesagt werden, dass durch die Auswahl der sicht-
baren Fléchen eines Polyeders auch die Ecken festgelegt werden, die das Polyeder
nach der Modifikation besitzt. Sofern dieses Polyeder nach der Modifikation die
Trennungsforderung bereits erfiillt, also nicht weiter modifiziert werden muss, sind
damit die Ecken des Polyeders festgelegt und der Oberflicheninhalt kann nicht

weiter minimiert werden.

7.5 Polyeder mit Konkavititen mit ¢ > 0 und Tunneln

Ein Polyeder P, welches eine nicht-konvexe Menge S von der Menge A\ S trennt,

kann aufler Hohlrdumen und Konkavitdten mit ¢ = 0 auch Tunnel und Konka-
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vitdten mit einer Oberflaiche vom Geschlecht g > 0 besitzen. Tunnel sind gemé&f
Definition TU (siehe S.51) Zusammenhangskomponenten S’ von Hintergrundvo-
xeln innerhalb der konvexen Hiille C'H(S), die mehrere zusammenhéngende Men-
gen sichtbarer Flidchen von C'H (S) besitzen (siche Abschnitt 4.2.3). Konkavitéiten
S’ mit g > 0 besitzen genau eine zusammenhiangende Menge sichtbarer Flachen
der konvexen Hiille CH(.S), jedoch enthélt die konvexe Hiille C'H(S") einer solchen
Konkavitat S” einen (oder mehrere) Tunnel, also Zusammenhangskomponenten
von Objektvoxeln in CH (S5").

Das Geschlecht der Oberflache der Polyeder, die einfache Tunnel enthalten und
mittels des Polyedrisierungsverfahrens gemafi Definition AU (siehe S.70) modifi-
ziert wurden, ist g > 0. Die Berechnung des Oberflicheninhaltes eines solchen
Polyeders erfolgt ebenfalls nach Formel 7.1.

Ein Polyeder P, welches Tunnel oder Konkavitdten mit g > 0 enthélt und mit-
tels des Polyedrisierungsverfahrens erzeugt wurde, hat nicht in jedem Fall den
minimalen Oberflicheninhalt. Der Grund ist, dass die konvexe Hiille C H(S’) der
Menge S’ einen minimalen Oberflacheninhalt besitzt, jedoch damit nicht in jedem

Fall das Polyeder P. Dies soll zunéchst an einem Beispiel gezeigt werden.

Abbildung 7.4: Zwei Polyeder mit Tunnel. Die Kantenldngen der Au-

Benseiten sind 9 x 9 x 9 bzw. 9 x 9 x 3.

Der Oberflacheninhalt dieses Polyeders berechnet sich geméafl folgender Formel:
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Op=04+0;4+0Op (7.4)

Hierbei bezeichnet O4 den Flacheninhalt der vier dufleren Mantelflachen, O; den
Flacheninhalt der vier inneren Mantelflichen und Op steht fiir den Flacheninhalt
der beiden Deckflachen. Diese Flacheninhalte berechnen sich fiir das in Abbildung
7.4 dargestellte Beispiel mit quadratischen Deckflichen folgendermafien:

Oa=4-T-B, (7.5)
Or=4-T-B; (7.6)
Op=2-B>*-2.B? (7.7)

Hierbei bezeichnet T die Tiefe des Polyeders, also 9 bzw. 3 Voxelkantenldngen
in diesem Beispiel. B, und B; bezeichnen die Kantenldngen der quadratischen
Deckfldchen, jeweils auflen bzw. innen.

Der Gesamtoberflicheninhalt des Polyeders in Abbildung 7.4 berechnet sich

somit geméf folgender Formel:

Op=4-T-(By+ B;) +2- (B~ B} (7.8)

Wie das Beispiel in Abbildung 7.4 zeigt, konnen als Ecken des Polyeders entweder
ausschliefllich Zellen der Menge S gewahlt werden (dargestellt als die Ecken des
gestrichelen Randes innerhalb der Deckflichen) oder es kénnen auch Zellen der
Menge S’ als Ecken verwendet werden, so wie es bei der Erzeugung der konve-
xen Hiille CH(S) passiert. In beiden Féllen wird die Trennung der Voxel unter
den geforderten Bedingungen erfiillt, d.h. durch Markierung der Zugehorigkeit der
Ecken innerhalb der Zellenliste des Polyeders. Dabei liegen keine Zellen der Menge
S auBerhalb P und keine Zellen der Menge A\ S innerhalb P.

Im Beispiel bedeutet dies, dass die Kantenldngen der inneren Aussparung in
den Deckflichen entweder 5 x 5h% oder 7 x 7h? grof} ist (1h entspricht der Linge
einer Voxelkante).

Die Berechnung des Oberflicheninhaltes fiir die beiden Beispielobjekte in Abbil-
dung 7.4 ergibt damit folgende Ergebnisse: Das linke Objekt besitzt bei der Wahl
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von ausschlieSlich 3-Zellen aus S einen Oberflicheninhalt von 640h%. Werden als
Ecken auch 3-Zellen aus A\ S zugelassen, was durch die Erzeugung von C'H(S")
der Fall ist, so betrigt der Oberflicheninhalt des Objektes 616h2. Fiir das rechts
abgebildete Objekt betragen die Werte des Oberflicheninhaltes 256h2 fiir den Fall,
dass alle Ecken 3-Zellen aus S sind und 280Ah? fiir den Fall, dass die Ecken auch
Zellen aus A\ S sein konnen.

Das bedeutet also, dass in Abhéngigkeit der Tiefe dieses Beispielobjektes der
Oberflacheninhalt in einem Fall kleiner ist, wenn nur 3-Zellen aus S als Ecken
verwendet werden und im anderen Fall, wenn Ecken auch 3-Zellen aus A\ S benutzt
werden. Der Oberflicheninhalt fiir ein solches Objekt ist in beiden Féllen gleich,
wenn die Tiefe 6h betrégt.

Dieses Beispiel soll zeigen, dass das Polyedrisierungsverfahren nicht generell fiir
Objekte, die einen Tunnel enthalten, ein Polyeder mit minimalem Oberflichenin-
halt erzeugt. Daher muss fiir Objekte dieser Klasse nach der Polyedrisierung ein
Optimierungsverfahren anschlieen, welches durch die Verschiebung von Ecken, die
3-Zellen aus A\ S sind, zu Ecken, die 3-Zellen aus S sind, den Oberflicheninhalt
minimiert.

Weiterhin sei zu diesem Beispiel und insbesondere zu den Formeln 7.4 bis 7.8
angemerkt, dass die gemachten Ausssagen nur fiir diese spezielle Art von Objekten
gelten, die parallel zu den Koordinatenachsen ausgerichtet sind. Schriag im Raum
liegende Objekte besitzen im Allgemeinen eine Oberfliche, die aus einer grofleren
Anzahl von Fldchen besteht, so dass die Berechnung des Oberflacheninhaltes in
Abhéngigkeit von der Wahl der Ecken des Polyeders nicht durch diese einfachen

Formeln moglich ist.

7.6 Polyeder mit nicht-konvexen Hohlrdumen

Da in Abschnitt 7.2 zunéchst nur konvexe Hohlrdume betrachtet wurden, soll nun
noch der Fall betrachtet werden, dass Hohlrdume S’ wie die Objekte S selbst eben-
falls nicht-konvexe Mengen von Voxeln sein konnen. Fiir die Berechnung des Ober-

flacheninhaltes gelten damit die gleichen Eigenschaften wie fiir ein Objekt S, was
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bedeutet, dass fiir Hohlraume, deren konvexe Hiille CH (S’) keine Konkavitidten
mit g > 0 oder Tunnel enhalten, der Oberflicheninhalt durch die Polyedrisierung
der Menge S’ ebenfalls minimal ist. Da ein Hohlraum nicht mit den Flichen der
konvexen Hiille CH(S) des Objektes S inzidiert, berechnet sich der Gesamtober-
flacheninhalt eines Polyeders mit Hohlrdumen aus der Summe der Teilpolyeder,
so dass durch den minimalen Oberflicheninhalt des Polyeders, welches die Zellen
eines Hohlraumes S’ von den Zellen des Objektes S trennt, auch die Summe der

Oberflacheninhalte minimal ist.

7.7 Zusammenfassung

In diesem Kapitel wurde untersucht, fiir welche Klassen von Objekten das in Kapi-
tel 4 beschriebene Verfahren Polyeder mit minimalem Oberflicheninhalt erzeugt.
Es konnte gezeigt werden, dass die konvexe Hiille C'H(S) konvexer Objekte ein
Polyeder P représentiert, welches die 3-Zellen des Objektes S von den 3-Zellen des
Hintergrundes A \ S trennt und dabei den minimalen Oberflicheninhalt besitzt.

Der Oberflacheninhalt der trennenden Polyeder P fiir nicht-konvexe Objekte S
ist nur minimal, wenn die Objekte zu bestimmten Klassen gehoren. Fiir Objekte,
die in ihrer konvexen Hiille C H(S) Hohlrdume enthalten, die konvex sind, ist der
Oberflacheninhalt der erzeugten Polyeder in jedem Fall minimal. Objekte mit Kon-
kavitdten miissen weiter unterschieden werden in Objekte mit Konkavitédten, deren
Oberflache das Geschlecht g = 0 oder das Geschlecht g > 0 besitzen. Fiir Objekte
mit Konkavitdten mit ¢ = 0 konnte gezeigt werden, dass der Oberflacheninhalt
der erzeugten Polyeder minimal ist, damit ebenso auch Objekte, die Hohlraume
besitzen, die in gleicher Weise wie die Objekte selbst Konkavitdten mit ¢ = 0
besitzen.

Objekte, die in ihrer konvexen Hiille Tunnel oder Konkavitdten mit g > 0 besit-
zen, erhalten durch das Polyedrisierungsverfahren trennende Polyeder P, die nicht
in jedem Fall den minimalen Oberflacheninhalt besitzen. Fiir bestimmte Objek-
te, bei denen die Ecken des Polyeders nicht variiert werden koénnen, kann durch

das Verfahren des Kantentausches in nicht-planaren Vierecken der Oberflichenin-
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halt verringert werden und wird damit minimal unter Festhaltung der gew&ahlten
Ecken. Im Allgemeinen kann ein minimaler Oberflicheninhalt fiir diese Klasse von
Objekten nur durch eine anschlieBende Optimierung erreicht werden, welche in
dieser Arbeit nicht betrachtet werden soll.

Das Verfahren des Kantentausches in nicht-planaren Vierecken fiihrt weiterhin
zu einer Wiederherstellung von Symmetrien, die das Objekt .S besitzt und die das
Polyeder P unter Umsténden nicht erhielt.

Mit dem in dieser Arbeit vorgestellten Polyedrisierungsverfahren wurde somit
ein Algorithmus entwickelt, der zu mehreren Klassen von Objekten Polyeder mit
minimalem Oberflacheninhalt produziert. Fiir die verbleibenden Klassen ist durch
das erzeugte trennende Polyeder eine Basis fiir eine anschlieBende Optimierung

gelegt, die den Oberflicheninhalt minimiert.

7.8 Vergleich der Minimalitatseigenschaften

Abschlielend soll in diesem Kapitel gegeniibergestellt werden, fiir welche Klas-
sen von Objekten die erzeugten Polyeder die minimale Flichenanzahl bzw. den
minimalen Oberflacheninhalt besitzen.

Die folgende Tabelle zeigt zusammenfassend die Minimalitétseigenschaften be-

ziiglich der Flachenanzahl und des Oberflacheninhaltes:



122 KAPITEL 7. OBERFLACHENINHALT DER POLYEDER
Objektklasse Flachenanzahl Oberflacheninhalt
o . minimal minimal
digitale konvexe Objekte (geméafl Theorem TRM) | (geméfl Lemma OB)
Objekte mit konvexen minimal minimal

Hohlraumen

(geméfl Theorem THM)

(gemaf Lemma OH)

Objekte mit konvexen

Konkavitaten

nicht minimal

minimal®
(geméf Theorem OK)

Objekte mit unverzweigten

einfachen Tunneln

nicht minimal

nicht minimal

Objekte mit unverzweigten

nicht-einfachen Tunneln

nicht minimal

nicht minimal

Objekte mit verzweigten

Tunneln

nicht minimal

nicht minimal

Objekte mit nicht-konvexen
Konkavitaten (g = 0)

nicht minimal

minimal®
(gemaf Theorem OK)

Objekte mit nicht-konvexen

Konkavitaten (g > 0)

nicht minimal

nicht minimal

Objekte mit nicht-konvexen

Hohlraumen

nicht minimal

minimal?

Tabelle 7.1: Vergleich der Minimalitétseigenschaften.

!Die Minimalitéit wird bis auf die Méglichkeit des Kantentausches (siehe Abschnitt 7.3) erzielt.
2Die Minimalitéit des Oberflicheninhaltes ist nur dann gegeben, wenn der Teilkomplex S’, der den Hohl-
raum bildet, selbst zu der entsprechenden Objektklasse gehort, fiir die die Minimalitét erfillt ist.




Kapitel 8
Experimente und Beispiele

In diesem Kapitel sollen Beispiele gezeigt werden, wie die Ergebnisse der Anwen-
dung des Polyedrisierungsalgorithmus auf Voxelobjekte aussehen.

Zunéchst sollen in diesem Kapitel Polyedrisierungsergebnisse und Zwischen-
schritte bei der Polyedrisierung fiir verschiedene Klassen von Objekten gezeigt
werden. Die Polyeder werden hinsichtlich ihrer Flachenanzahl untersucht und mit
den Ergebnissen des Marching Cubes Verfahrens [29] verglichen. Dieses Verfahren
wird als Vergleich herangezogen, da eine Marching Cubes Triangulation ebenfalls
ein Polyeder ist, welches Objektvoxel von Hintergrundvoxeln trennt. Weiterhin ist
es in der Computergrafik ein sehr weit verbreitetes Verfahren, welches hunderte
Publikationen referenzieren [9].

Die in diesem Kapitel gezeigten Polyeder besitzen aufgrund der besseren Dar-
stellbarkeit 0-Zellen als Ecken.

8.1 Objekte mit Konkavititen vom Geschlecht ¢ =0

8.1.1 Objekte mit G,.(P) =1

Abbildung 8.1 zeigt die Menge S der Voxel eines digitalen Ellipsoids mit den
Achsenlédngen ¢ = b = 13 und ¢ = 8, aus welchem eine Teilmenge S’ der Voxel
entfernt wurde, die eine konvexe Konkavitéit innerhalb der konvexen Hiille C'H(S)
des Ellipsoids bildet.

Das Objekt in Abbildung 8.1 (links) besitzt 4949 Voxel (3-Zellen) und 2594

123
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Randfacetten (2-Zellen). Die konvexe Hiille dieses Objektes (siehe rechte Seite in
Abbildung 8.1) enthélt 288 Flichen. Die Menge S’ der Hintergrundvoxel innerhalb

der konvexen Hiille besteht aus 835 Voxeln.

Abbildung 8.1: Links: Ellipsoid mit Konkavitét. Rechts: Konvexe Hiille
dieses Objektes.

Das Polyedrisierungsverfahren ermittelt 11 Flachen der konvexen Hiille als inzident
mit der ZKH S’ und spannt ausgehend von dieser Menge M von 11 Flichen die
konvexe Hiille CH(S'|J M) auf (siche Abbildung 8.2). CH(S"|J M) enthélt 32
Fléchen, von denen die 11 Flichen, die in C'H(S) markiert wurden, identisch in
CH(S) und CH(S"|J M) sind. Liee man an diesem Punkt der Polyedrisierung
auBer Acht, dass CH(S’|J M) neben den Hintergrundvoxeln auch Voxel der Menge
S enthilt, so bestiinde die Vereinigung der beiden Polyeder aus 288-11+32-11=298
Fléchen.

Abbildung 8.2: Konvexe Hiille CH(S'|JM) der Menge der Hinter-
grundvoxel in C'H (S) und der markierten Fléchen von CH(S5).
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Da das Polyedrisierungsverfahren jedoch rekursiv arbeitet, wird vor der Verei-
nigung der Polyeder gepriift, ob Objektvoxel innerhalb der konvexen Hiille der
Hintergrundvoxel liegen. In diesem Beispiel enthélt CH(S'|J M) 424 Voxel der
Menge S, die zwei Zusammenhangskomponenten S7 und S¥ bilden. CH(S]) und
CH(SY) bestehen aus jeweils 22 Fliachen, von denen je 10 mit den Flidchen von
CH(S'|J M) identisch sind.

CH(S]) und CH(SY) enthalten keine Voxel der Menge S’. Aus diesem Grund
kann nun die Vereinigung von CH(S'|J M) mit CH(SY) und CH(S5) zu einem
nicht-konvexen Polyeder P; erfolgen, welches 36 Fliachen besitzt. Da P, keine wei-
teren ZKHs besitzt und demnach nicht weiter modifiziert werden muss, kann nun
CH(S) mit P; vereinigt und zu einem nicht-konvexen Polyeder P, zusammen-
gefiigt werden (siehe Abbildung 8.3). P, besitzt 302 Fliachen.

Abbildung 8.3: Resultierendes Polyeder P, nach Anwendung des Poly-

edrisierungsverfahrens.

Wie zu Beginn dieses Kapitels erwahnt, besitzen die Polyeder aufgrund der bes-
seren Darstellbarkeit 0-Zellen als Ecken. Das resultierende Polyeder P in diesem
Beispiel besitzt 0-Zellen der Menge S als Ecken und trennt somit nicht die 3-Zellen
von S von denen aus A\ S vollstandig, d.h. P, enthélt 3-Zellen des Hintergrundes.
Damit ist eine Rekonstruktion der Menge S aus dem Polyeder P» nicht fehlerfrei

moglich. Das diesem Beispiel entsprechende Polyeder, welches 3-Zellen aus S als



126 KAPITEL 8. EXPERIMENTE UND BEISPIELE

Ecken besitzt, hat jedoch die gleiche Flachenanzahl.
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Abbildung 8.4: Polyeder P,,., welches durch Marching Cubes Triangu-
lation des Objektes S erzeugt wurde.

Das Polyeder P,, welches als Ergebnis der Polyedrisierung der Menge S vorliegt,
soll nun beziiglich Flachenanzahl und Berechnungszeit mit dem Ergebnis des Mar-
ching Cubes Verfahrens (siehe Abbildung 8.4) verglichen werden.

Durch das Marching Cubes Verfahren wird ebenfalls ein Polyeder erzeugt, wel-
ches im Folgenden mit P,,. bezeichnet werden soll. P,,. besitzt die Eigenschaft,
3-Zellen aus S von 3-Zellen aus A \ S zu trennen.

Zunéchst soll erwdhnt werden, dass die Berechnungszeit fiir die Erzeugung der
Marching Cubes Triangulation im Allgemeinen sehr gering ist. Dies resultiert dar-
aus, dass das Marching Cubes Verfahren lokal arbeitet und linear von der Anzahl
der Voxel der zu triangulierenden Menge S abhéngt. Diesem Vorteil steht als
Nachteil gegeniiber, dass durch die lokale Arbeitsweise keine grofieren Flidchen (al-
so Mengen von benachbarten komplanaren Dreiecken) zusammengefasst werden
konnen, wodurch die Anzahl der erzeugten Dreiecke sehr grof ist. Diese Anzahl ist
im Durchschnitt doppelt so grof3 wie die Anzahl der Randfacetten des gegebenen
Objektes.

Ein weiterer Nachteil, der aus der lokalen Arbeitsweise des Marching Cubes

Verfahrens resultiert, ist die Beschrdnktheit der erzeugten Dreiecke auf wenige
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Orientierungen, wodurch lediglich eine schlechte Approximation der Oberflache
des kontinuierlichen Urbildes erzeugt wird.
Die folgende Tabelle stellt zunéchst fiir das untersuchte Objekt die Berech-

nungsdauer des Polyedrisierungsverfahrens der des Marching Cubes Verfahrens

gegeniiber:

Rechenzeit
Polyedrisierungsverfahren
Aufspannen CH(5) 3,936s
Aufspannen CH (S| J M) 2,214s
Aufspannen CH(SY) 1,493s
Aufspannen C'H (SY) 1,493s
Vereinigung 1,868s
gesamt 11,004s
Marching Cubes Triangulation 0,040s

Tabelle 8.1: Vergleich der Rechenzeit fiir das obige Beispiel.

Zu Tabelle 8.1 sei angemerkt, dass die Vergleiche unter Microsoft Windows XP
auf einem AMD Athlon Prozessor mit 1666 MHz durchgefiihrt wurden. Die Algo-
rithmen wurden in der Sprache C implementiert, jedoch wurde keine Optimierung
des Codes beziiglich der Rechenzeit durchgefiihrt.

Die folgende Tabelle stellt die Anzahl der Flachen bei beiden Verfahren gegeniiber:

Flachenanzahl
Polyedrisierungsverfahren 302
Marching Cubes Triangulation 5184

Tabelle 8.2: Vergleich der Fldchenanzahl beim Polyedrisierungsverfahren
und Marching Cubes.

Wie bereits in [24] gezeigt, kann der durchschnittliche Speicheraufwand beim Mar-

ching Cubes Verfahren mit folgender Formel abgeschétzt werden:

Sizetr:3-Nv+3-NT:(3/2—|—3)-NT (81)
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Die Anzahl der durchschnittlich zu speichernden Integer-Werte pro Dreieck be-
tragt somit 4,5, da die Anzahl Np der Dreiecke durchschnittlich doppelt so grof3
ist, wie die Anzahl Ny der Ecken.

Wie ebenfalls in [24] gezeigt wurde, kann der Speicheraufwand bei der Kodierung
der nicht-redundanten Zellenliste eines Polyeders mit folgender Formel berechnet
werden, wenn angenommen wird, dass das erzeugte Polyeder durchschnittlich 5

Ecken pro Flédche besitzt:

sizeq =3 Ny +5- Np (82)
Hierbei bezeichnet Ny die Anzahl der Ecken des Polyeders und Ny die Anzahl

seiner Flachen.

Fiir das obige Beispiel ergeben sich somit die folgenden Werte:

Flachen | Ecken | Integer-Werte

Polyedrisierungsverfahren 302 268 2314
Marching Cubes Triangulation 5184 | ~ 2592 23328

Tabelle 8.3: Vergleich des Speicheraufwandes beim Polyedrisierungsver-

fahren und Marching Cubes.

Fiir Objekte, wie dem Beispiel in Abbildung 8.1, zeigen die folgenden Tabellen
und das dazugehorige Diagramm (Abbildung 8.5), welcher Speicheraufwand fiir
die Kodierung der Oberfliche bei verschiedenen Objektgrofien beim Polyedrisie-

rungsverfahren und beim Marching Cubes Verfahren auftritt.

Objekt | Grofle des Ellipsoides || Voxel | Facetten | Voxel in Konkavitét
1 a=b=10,c=7 2664 1708 448
2 a=b=11,c=8 3528 2052 544
3 a=b=13,c=8 4949 2594 835
4 a=b=14,¢c=9 6264 3016 1128
5 a=b=15¢c=10 7968 3560 1344
6 a=b=16,c=11 10966 | 4430 2051

Tabelle 8.4: Objekte fiir den Vergleich des Speicheraufwandes.
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Polyedrisierung Marching Cubes
Objekt || Flachen | Ecken | Integer-Werte | Dreiecke | Integer-Werte

1 134 164 1162 3412 15354
2 144 176 1248 4100 18450
3 302 268 2314 5184 23328
4 250 280 2090 6028 27126
5 284 316 2368 7116 32022
6 312 338 2574 8856 39852

Tabelle 8.5: Vergleich des Speicheraufwandes beim Polyedrisierungsver-

fahren und Marching Cubes fiir Objekte verschiedener Grofle.

Der Speicheraufwand, gemessen in Integer-Werten, des Polyedrisierungsverfahrens
soll im Folgenden Diagramm dem Speicheraufwand des Marching Cubes Triangu-

lationsverfahrens gegeniibergestellt werden.

40000 —_— l\)lorching Cubes _
--%-- Polyedrisierung

35000 -

30000 [~

25000 -

20000 -

15000 -

10000 - n

5000 - n

Abbildung 8.5: Vergleich des Speicheraufwandes fiir die Kodierung der

Oberflachen beim Polyedrisierungsverfahren und bei Marching Cubes.
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8.2 Objekte mit Konkavititen vom Geschlecht g > 0

und mit Tunneln

In diesem Abschnitt sollen Objekte betrachtet werden, die entweder selbst eine
Oberflache mit ¢ > 0 und damit Tunnel besitzen oder die Konkavitdten besit-
zen, die eine Oberflaiche mit g > 0 haben. In beiden Féllen sind diese Objekte
nicht-konvex und die konvexe Hiille enthédlt mindestens eine zusammenhéngende
Menge von Voxeln mit g > 0 — entweder die Menge der Vordergrund- oder die der

Hintergrundvoxel.

8.2.1 Tunnel

Ein einfaches Objekt mit einem Tunnel zeigt Abbildung 8.6. Hierbei handelt es
sich um einen Zylinder mit einem zylindrischen Tunnel, der konvex und damit ein
einfacher Tunnel ist. Das Objekt in Abbildung 8.6 besitzt einen Durchmesser von
50 Voxeln und eine Héhe von 15 Voxeln. Der Durchmesser des Tunnels betréagt 35
Voxel. Es besteht damit aus insgesamt 14520 Objektvoxeln und enthélt in seiner
konvexen Hiille 14595 Hintergrundvoxel (siche Abbildung 8.7).

N
N
&

S \
N
3
\\\\\\

Abbildung 8.6: Links: Zylinder mit Tunnel. Rechts: Konvexe Hiille die-
ses Objektes.
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8.2.

Menge der Hintergrundvoxel S’ in der konvexen Hiille

CH(S) des Objektes S mit konvexer Hiille CH(5").

Abbildung 8.7
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Links:
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Fiir Objekte verschiedener Grofle, analog zu dem in Abbildung 8.6, zeigen die

folgenden Tabellen, welcher Speicheraufwand fiir die Kodierung der Oberflache bei

verschiedenen Objektgrofien beim Polyedrisierungsverfahren und beim Marching

Cubes Verfahren auftritt.

1200
14595
42420
87135

Facetten | Voxel im Tunnel

2848
6976
11192
15328

Voxel

6060
14520
23460

GroBle des Zylinders
d, =25,d; =10, h =15

da

15

50, d; = 35, h
75, d

60, h = 15

7

da
d, = 100, d; = 85, h = 15 || 32160

Objekt

3

Objekte fiir den Vergleich des Speicheraufwandes.

Tabelle 8.6
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Polyedrisierung Marching Cubes
Objekt || Flachen | Ecken | Integer-Werte | Dreiecke | Integer-Werte
1 30 (32) 56 318 (328) 5696 25632
2 58 (60) | 112 626 (636) 13952 62784
3 78 (80) | 152 846 (856) 22384 100728
4 82 (84) | 160 890 (900) 30656 137952

Tabelle 8.7: Vergleich des Speicheraufwandes beim Polyedrisierungsver-

fahren und Marching Cubes fiir Objekte verschiedener Grofle.

Zu Abbildung 8.8 (links) und Tabelle 8.7 sei Folgendes angemerkt: Da die Deck-
flachen des Zylinders und die des Tunnels komplanar sind, erfolgt bei der Verei-
nigung der konvexen Hiille des Objektes und der des Tunnels aufgrund der sich
nicht schneidenden Rénder der komplanaren Flichen zunéchst eine Erzeugung
von Flachen mit einem Loch, also mit zwei Randkomponenten. Um ein Polyeder,
welches solche Flachen enthélt, wieder in ein zulédssiges Polyeder zu transformie-
ren, ist es notwendig, die Flidchen mit mehreren Randkomponenten in Flichen
mit jeweils genau einer Randkomponente zu zerlegen. Hierfiir miissen genau zwei
Kanten eingefiigt werden, wodurch aus einer Fliache mit Loch genau zwei Flichen
werden, die jeweils eine 2-dimensionale Mannigfaltigkeit mit Rand sind. Sollte wei-
terhin gefordert werden, dass auch diese Flachen konvex sind, so ist es zweckméfig,
die nicht-konvexen Flachen zunéchst mit klassischen Verfahren der Triangulierung
von Polygonen (siehe z.Bsp. [30]) in Dreiecke zu zerlegen und diese dann unter
Beriicksichtigung des konvexitidtserhaltenden Kriteriums (siehe Abschnitt 4.5.6)
zusammenzufiigen. Abbildung 8.8 (links) zeigt lediglich das zunéchst erzeugte Po-
lyeder, welches Flachen mit mehreren Randkomponenten enthélt. In der zweiten
und vierten Spalte von Tabelle 8.7 stehen die Werte in Klammern fiir die Zerlegung
der Flichen mit zwei Randkomponenten in zwei Fldchen mit je einer Randkom-

ponente.

Ein weiteres Objekt mit einem einfachen Tunnel zeigt Abbildung 8.9. Hierbei

handelt es sich um einen Teil eines Torus mit einem Tunnel im Inneren. Die Hin-
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tergrundvoxel innerhalb der konvexen Hiille des Objektes zeigt Abbildung 8.10.

Abbildung 8.9: Objekt und konvexe Hiille eines Torusauschnittes mit

Tunnel (dargestellt aus zwei verschiedenen Betrachtungsrichtungen).

Abbildung 8.10: Links: Zusammenhangskomponente S’ der Hintergrund-
voxel innerhalb der konvexen Hiille des Objektes in Abbildung 8.9. Mitte:
konvexe Hiille C H(S"). Rechts: modifizierte konvexe Hiille.

Das hier dargestellte Objekt S besitzt in seiner konvexen Hiille C' H(S) eine ZKH,
die mit genau zwei nicht-zusammenhéngenden Fliachen von CH(S) inzidiert. So-
mit ist die ZKH ein Tunnel. Die Hintergrundvoxel des Tunnels (sieche Abbildung
8.10) besitzen in ihrer konvexen Hiille C H(S’) eine Konkavitét, denn eine Zusam-
menhangskomponente von Objektvoxeln liegt innerhalb C'H(S”) und inzidiert mit
genau einer zusammenhingenden Menge von Flachen von CH (S").

Die konvexe Hiille CH(S) des Objektes in Abbildung 8.10 besitzt 78 Flichen

und enthalt 430 Hintergrundvoxel im Inneren, die den Tunnel bilden. Die konvexe
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Hiille CH(S’) des Tunnels besteht aus 38 Flichen. Das Polyeder P’ welches durch
die Modifikation aus C'H(S") erzeugt wird, besteht aus 56 Flachen. Somit entsteht
bei der Vereinigung der Teilhiillen C'H(S) und P’ ein trennendes Polyeder P,
welches aus 134 Flachen besteht. Dem gegeniiber besteht die Marching Cubes

Triangulation aus 2772 Dreiecken.

8.2.2 Konkavitidten vom Geschlecht g > 0

In diesem Abschnitt soll das in Abbildung 4.25 (siehe S.73) dargestellte Objekt
mit den beiden verschiedenen Ansédtzen aus Abschnitt 4.5.3 bzw. Abschnitt 4.5.4
polyedrisiert werden.

Das Objekt besteht aus 1160 Voxeln und ist einer Kugel hom&omorph, d.h.
seine Oberflache besitzt das Geschlecht g = 0. Die konvexe Hiille CH(S) dieses
Objektes S besteht aus 15 Fldchen und enthélt im Inneren 752 Hintergrundvoxel,
die eine ZKH S’ bilden und mit genau einer stark zusammenhéngenden Menge von
Fldchen inzidieren. Somit ist S" geméf} Definition CO (siehe S.51) eine Konkavitét.

Da die Konkavitéit S” eine Oberfliche mit dem Geschlecht g = 1 besitzt, kann die
Polyedrisierung nicht durch Eindriicken (siehe Definition PR, S.60) der konvexen
Hiille erfolgen, sondern erfordert eine Herangehensweise fiir tunnelartige Objekte
und damit einen der beiden Ansétze aus Abschnitt 4.5, also den heuristischen
Ansatz oder den Ansatz der Zerlegung der Menge der Hintergrundvoxel in digitale

Kugeln.

Ergebnisse des heuristischen Verfahrens

Wie in Abschnitt 4.5.3 beschrieben, basiert das heuristische Verfahren zur Be-
handlung von Objekten S mit g > 0 darauf, dass die Modifikation der konvexen
Hiille CH(S) schrittweise durch ein abgewandeltes Eindriicken geméafi Definition
PR2 (siehe S.76) erfolgt.

Die Kriterien des heuristischen Ansatzes (siehe S.77) erfordern die Wahl zweier
Parameter fiir die Markierung einzudriickender Flédchen. Diese beiden Parameter

d;; und w wurden fiir das Beispiel auf S.73 experimentell ermittelt, indem gepriift
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wurde, fiir welche Werte die Polyedrisierung ein Polyeder P produziert, welches
die Voxel des Objektes von den Voxeln des Hintergrundes trennt, indem in jedem
Schritt des Eindriickens gemé&fl Definition PR2 die gleichen Parameter-Werte an-
gewendet werden konnten. Die ermittelten Werte der Parameter in diesem Beispiel
sind d;; = 0,69h und w = 105°.

Abbildung 8.11 zeigt das zu polyedrisierende Objekt S sowie die in der kon-
vexen Hiille CH(S) dieses Objektes liegenden Hintergrundvoxel, die einen Torus
bilden und damit eine Oberfliche mit Geschlecht g = 1 besitzen.

Abbildung 8.11: Objekt , Felge“ (links) und konvexe Hiille dieses Ob-
jektes mit der Menge der Hintergrundvoxel innerhalb der konvexen Hiille
(rechts).

Die folgenden Abbildungen zeigen einige Zwischenschritte bei der Polyedrisierung
des Objektes in Abbildung 8.11 mittels des heuristischen Verfahrens.
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Abbildung 8.12: Gemé&fl der heuristischen Kriterien zum ersten Ein-
driicken markierte Flidchen der konvexen Hiille (links) und Ergebnis des

ersten Eindriickens (rechts).

Abbildung 8.13: Schritt 12 des Eindriickens im heuristischen Verfahren.
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Abbildung 8.15: Ergebnis des Eindriickens im heuristischen Verfahren.

Im Ergebnis der Polyedrisierung dieses Objektes entsteht ein Polyeder mit 127
Fldchen (siehe Abbildung 8.15).

Ergebnisse des Zerlegungsverfahrens

Das Zerlegungsverfahren, welches in Abschnitt 4.5.4 beschrieben wurde, dient da-
zu, die Menge S’ der Hintergrundvoxel, welche sich innerhalb der konvexen Hiille

C'H(S) des Objektes S befinden, in maximal groe digitale Kugeln zu zerteilen, so
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dass die Modifikation der konvexen Hiille durch das Eindriicken geméfl Definition
PR (siehe S.60) erfolgen kann, denn jede digitale Kugel besitzt eine Oberfldche
mit dem Geschlecht g = 0.

Fiir das in diesem Abschnitt untersuchte Objekt ist die Menge S’ der Hinter-
grundvoxel in Abbildung 8.11 (rechts) dargestellt. Diese Menge wird schrittweise
zerlegt, was bedeutet, dass beginnend mit einem einzelnen Voxel v € S’ eine maxi-
mal grofle Kugel durch Hinzunahme benachbarter Voxel und durch Verschiebung
um ein Voxel in z-, y- oder z-Richtung erzeugt wird. Dabei ist anzumerken, dass
durch diese Vorgehensweise die erzeugte digitale Kugel im Allgemeinen ein loka-
les Maximum repréasentiert. Das Erreichen des globalen Maximums ist nur durch
geeignete Wahl des Startvoxels moglich, jedoch ist dies fiir das Verfahren der Po-
lyedrisierung nicht erforderlich.

Nach dem Auffinden einer maximal grofien digitalen Kugel K C S’ erfolgt sofort
die Modifikation des Polyeders, d.h. das Eindriicken. Dadurch wird die Menge S’

der Hintergrundvoxel ebenfalls nach jedem Schritt verdndert.

Abbildung 8.16: Erste ermittelte digitale Kugel K C S’ (links) und re-

sultierendes Polyeder nach dem Eindriicken mit der verbleibenden Menge

der Hintergrundvoxel (rechts).

Abbildung 8.16 zeigt den ersten Schritt des Zerlegungsverfahrens mit anschlieen-
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dem Eindriicken der konvexen Hiille C H(S). Die in diesem Schritt erzeugte digitale
Kugel K C S’ besitzt den Radius 1h, so dass zum Startvoxel alle diejenigen Voxel
hinzugefiigt wurden, die mit dem Startvoxel gemeinsame Facetten besitzen. Ein
Vergroflern der Kugel K ist an dieser Stelle nicht mehr moglich, da die Forde-
rung, dass alle Voxel von K zu S’ gehoren sollen, beim weiteren Vergréfiern oder
Verschieben verletzt wird.

Durch das Eindriicken konnen in jedem Schritt auch Voxel der Menge S nach
auBlen gelangen. Nachdem alle Voxel der Menge S’ durch die Modifikation au-
Berhalb des Polyeders liegen, ist somit wieder eine Vertauschung der Rollen von
Objekt- und Hintergrundvoxeln notwendig, um durch das umgekehrte Eindriicken
die Voxel der Menge S wieder ins Innere von P zu bekommen.

Nach Abschluss des Ein- bzw. Herausdriickens von Flachen des Polyeders P
wird auch beim Zerlegungsverfahren ein trennendes Polyeder erzeugt (siehe Ab-
bildung 8.15).

vavarasy

SAAAANANAA

A AN

Abbildung 8.17: Marching Cubes Triangulation des in diesem Abschnitt

untersuchten Objektes.

Abbildung 8.17 zeigt als Vergleich die Triangulation, die durch das Marching Cubes

Verfahren erzeugt wurde. Dieses Polyeder besteht aus 2160 Dreiecken, wogegen
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die durch das Polyedrisierungsverfahren erzeugte Oberfliche nur aus 127 Flédchen
besteht.

8.3 Schlussfolgerungen

In diesem Kapitel konnte experimentell gezeigt werden, dass die Anzahl der Drei-
ecke in der Marching Cubes Triangulation und der damit verbundene Speicherauf-
wand fiir die Représentation des erzeugten trennenden Polyeders zu einem gege-
benen Objekt deutlich gréfier ist als die Anzahl der Flédchen eines vom Polyedrisie-
rungsverfahren erzeugten Polyeders. Auch fiir Objekte, fiir die die Minimalitat der
Flachenanzahl nicht bewiesen werden konnte, ist diese Anzahl deutlich geringer als
die Anzahl der Dreiecke bei der Marching Cubes Triangulation.

Die untersuchten Beispiele haben gezeigt, dass der Speicheraufwand fiir die
Codierung der durch das Polyedrisierungsverfahren erzeugten Oberflichen nicht
so stark mit der Grofle des Objektes wéchst wie beim Marching Cubes Verfahren,
bei dem die Anzahl der Dreiecke direkt mit der Anzahl der Oberflichenelemente
(Facetten) des Objektes zusammenhéngt. Dies bedeutet somit, dass die Grofie der
Zellenliste bei den Polyedern, die durch das hier vorgestellte Verfahren erzeugt
wurden, vorrangig von der Komplexitit des Objektes abhéngt und nur in sehr

geringem Mafle von seiner Grofle (vgl. Tabelle 8.5 und Tabelle 8.7).



Kapitel 9

Folgerungen fiir den 2-dimensionalen
Fall

Das Prinzip des in dieser Arbeit vorgestellten Verfahrens zur Polyedrisierung 3-
dimensionaler Voxelmengen ist auch im 2-dimensionalen Raum anwendbar. Das
Problem hier ist dementsprechend die Erzeugung eines Polygons P, welches zu
einer gegebenen Menge S5 von Pixeln, die als stark zusammenhéngender, homogen-
2-dimensionaler und dichter Subkomplex eines 2-dimensionalen AC Komplexes A
vorliegen, die Trennung der Pixel aus Sy von A\ S5 erfiillt und dabei minimalen

Umfang bzw. minimale Kantenanzahl besitzt.

9.1 Polygonisierung

Die Erzeugung der konvexen Hiille C H (S2) erfolgt nach dem gleichen Prinzip wie
im 3-dimensionalen Fall und beginnt mit der Extraktion der lokalen bzw. kon-
vexen Ecken, also der Menge Lo der Eckkandidaten. Aus dieser Menge wird die
konvexe Hiille aufgespannt, indem auch hier das Prinzip der Sichtbarkeit um-
gesetzt wird. Die Sichtbarkeit ist im 2-dimensionalen Fall in gleicher Weise wie
im 3-dimensionalen Fall mit Hilfe des Skalarproduktes definiert. Die 2D-Analogie
der komplanaren Fldchen sind kollineare Kanten, deren Behandlung auch im 3-
dimensionalen Fall notwendig ist und in [24] untersucht wurde.

Nach der Erzeugung der konvexen Hiille C H(.S3) bleibt nun zu betrachten, wel-
141
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che Arten von Zusammenhangskomponenten S5 von Pixeln der Menge A\ 53 in
CH(Y) liegen konnen, um herauszufinden, wie die konvexe Hiille der gegebenen
Menge S von Pixeln modifiziert werden muss, um ein trennendes Polygon fiir die
Menge Ss zu werden. Hierfiir sollen die 3 Klassen von ZKHs (siehe S.51) dahinge-
hend untersucht werden, ob sie im 2-dimensionalen Fall vorkommen koénnen. Die
Definition der ZKH kann ohne Einschrénkungen auch in 2 Dimensionen angewen-

det werden.

e Konkavitdten: Geméafl Definition CO inzidiert eine Konkavitdt mit genau ei-
ner zusammenhangenden Menge von Flachen der konvexen Hiille. Die Ent-
sprechung der Flachen sind im 2-dimensionalen Fall die Kanten der konve-

xen Hiille CH (S2). Mit dieser Abénderung sind die Konkavitéten in 2D ohne

Schwierigkeiten moglich.

e Hohlrdume: Geméfl Definition CA ist ein Hohlraum eine ZKH, die mit keiner
Flache der konvexen Hiille inzidiert. Im 2-dimensionalen Fall ist ein Hohlraum
eine zusammenhéngende Menge von Pixeln, die mit keiner Kante der konvexen
Hiille CH(S2) inzidiert. Damit sind Hohlrdume in 2D definiert und kénnen
innerhalb der konvexen Hiille von stark zusammenhéngenden, homogen-2-

dimensionalen und dichten Teilkomplexen vorkommen.

e Tunnel: Definition TU legt fest, dass ein Tunnel mit mehr als einer zusam-
menhéngenden Menge von Flachen der konvexen Hiille inzidiert. In 2D wiirde
dies bedeuten, dass eine zusammenhidngende Menge von Hintergrundpixeln
mit mindestens zwei zusammenhéngenden Mengen von Kanten inzidiert. Dies
ist im 2-dimensionalen Fall nicht méglich, da der Tunnel somit die Menge So
in mehrere Teile zerlegen wiirde, was jedoch gemé&fl der Forderung, dass S
stark zusammenhéangend ist, nicht erlaubt ist. Daher gibt es keine 2D-Tunnel

in zusammenhéngenden Mengen von Pixeln.

Weitere Klassen von ZKHs sind in 2 Dimensionen ebenfalls nicht moglich, da alle
moglichen Félle beziiglich der Anzahl zusammenhéngender Mengen von Kanten
von C'H (S2) abgedeckt sind. Daher beschrénkt sich die Modifikation der konvexen
Hiille C'H(S2) auf die Behandlung von Konkavitdten und Hohlradumen.
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Das im 3-dimensionalen Fall auftretende Problem, dass Konkavitdten selbst
Zusammenhangskomponenten von Objektvoxeln enthalten kénnen, deren konvexe
Hiille Tunnel enthélt, kann in keiner Weise im 2-dimensionalen Fall auftreten, da
Tunnel in 2D nicht existieren und somit jede ZKH mit mehr als einer Randkom-
ponente die gegebene Menge Sy von Pixeln in mehrere disjunkte Zusammenhangs-
komponenten zerlegt.

Damit kann die konvexe Hiille lediglich Konkavitdten oder Hohlr&ume enthal-
ten. Sofern die in C'H(S;) enthaltenen ZKHs S} wiederum selbst nicht-konvex
sind, kann die konvexe Hiille der jeweiligen ZKH nur noch Konkavitédten enthal-
ten. In Anlehnung an Abbildung 4.29 (siehe S.87) soll die Klassifikation der 2-
dimensionalen Zusammenhangskomponenten S, die innerhalb der konvexen Hiille

C'H(S) liegen konnen, in der folgenden Abbildung gezeigt werden:

Zusammenhangskomponente S
von Hintergrundpixeln ist

'

Konkavitat Hohlraum
CH(S4) kann CH(S4) kann
enthalten enthalten
Konkavitit Konkavitit

= =

Abbildung 9.1: Klassifikation der Zusammenhangskomponenten von Hin-

tergrundpixeln innerhalb eines Polygons.

Die Modifikation der konvexen Hiille C'H(S3) nicht-konvexer Mengen Sy erfolgt
durch die Erzeugung einer unabhéngigen konvexen Hiille bei einem Hohlraum
bzw. durch Eindriicken bei Konkavitédten. Das Eindriicken erfolgt analog zum 3-
dimensionalen Eindriicken geméf Definition PR (siehe S.60) und ist in Abbildung
4.17 bereits schematisch dargestellt. Hier werden somit markierte Kanten der kon-

vexen Hiille CH(S3) durch diejenigen Kanten ersetzt, die bei der Erzeugung und
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Modifikation der konvexen Hiille der Konkavitéit entstehen und verschieden sind
von den Kanten von C'H(S3). Das Eindriicken erfolgt rekursiv. Jedoch ist im Ge-
gensatz zum 3-dimensionalen Fall keine andere Klasse von ZKHs moglich als Kon-
kavitédten, so dass lediglich das Eindriicken so lange ausgefiihrt werden muss, bis
das resultierende Polygon P, die Forderung der Trennung erfiillt.

Abschliefflend zum 2-dimensionalen Fall soll nun noch betrachtet werden, welche
Aussagen iiber die Flichenanzahl und den Oberflicheninhalt der Polyeder in 3D

entsprechend in 2D auf die Kantenanzahl und den Umfang der Polygone zutreffen.

9.2 Minimalitidt der Kantenanzahl

Zunachst soll betrachtet werden, welche Aussagen iiber die Kantenanzahl der so
erzeugten Polygone aus den Lemmata und Theoremen aus Kapitel 6 folgen.

Die Giiltigkeit der Lemmata TR, TRE und TRC (sieche S.97ff) ldsst sich fiir
den 2-dimensionalen Fall erhalten, wenn in den entsprechenden Aussagen und
Beweisen die Begriffe 3-Zelle, Polyeder, Halbraum und Fléche durch 2-Zelle, Po-
lygon, Halbebene und Kante ersetzt werden. Mit Hilfe dieser drei Lemmata wird
durch Theorem TRM (siehe S.101) gezeigt, dass eine digitale konvexe Teilmenge
S C A mit der konvexen Hiille CH(S) ein trennendes Polyeder mit minimaler
Flachenanzahl besitzt. Auch hier kénnen die Begriffe 3-Zelle, Polyeder und Fléche
durch 2-Zelle, Polygon und Kante ersetzt werden, so dass die Aussage fiir den
2-dimensionalen Fall gilt, also dass kein Polygon P, existiert, welches eine digitale
konvexe Teilmenge Sy von A\ Sy trennt, als Ecken ausschliefllich 2-Zellen aus S
besitzt und dessen Kantenanzahl kleiner ist als die der konvexen Hiille CH(.S2).

Die 2D-Analogie zu Polyedern mit konvexen Hohlrdumen sind Polygone mit
konvexen Hohlraumen. Theorem THM (sieche S.102) kann auch im 2-dimensiona-
len Fall als giiltig angesehen werden, da die Beweisidee auf der unabhéngigen Er-
zeugung der konvexen Hiille C'H (S5) des digital konvexen Hohlraumes S} beruht,
welche hier in gleicher Form fiir 2 Dimensionen angewendet wird. Somit erzeugt
die 2D-Version des in dieser Arbeit vorgestellten Polyedrisierungsverfahrens fiir

Objekte mit konvexen Hohlrdumen Polygone mit minimaler Kantenanzahl, die
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die Bedingung erfiillen, Vordergrund- von Hintergrundpixeln zu trennen.

Ebenso wie in 3D kann in 2D die Minimalitdt der Kantenanzahl bei Konka-
vitdten und den verbleibenden nicht-konvexen ZKHs (zu dieser Klasse gehoren
in 2D nur die nicht-konvexen Hohlrdume) nicht bewiesen werden, da durch das
Austauschen der Ecken, die zu Sy bzw. A\ Sy gehoren, die Kantenanzahl unter
Beibehaltung der Trennung reduziert werden konnte, was auch in 2D nur durch

ein geeignetes Optimierungsverfahren realisiert werden kann.

9.3 Minimalitit des Umfanges

Die 2D-Analogie der Minimalitdt des Oberflicheninhaltes (siehe Kapitel 7) ist die
Minimalitédt des Umfanges der erzeugten Polygone. Zunéchst sei auch hier die Mi-
nimalitdt bei der konvexen Hiille digital konvexer Objekte betrachtet. Fiir den
3-dimensionalen Fall besagt Lemma OB (siehe S.107), dass die konvexe Hiille das-
jenige Polyeder ist, welches eine digitale konvexe Teilmenge S C A enthélt und den
minimalen Oberflicheninhalt besitzt. Auch in diesem Beweis konnen die Begrif-
fe Polyeder, Oberflicheninhalt und Fléche durch ihre 2-Analoga Polygon, Umfang
und Kante ersetzt werden, so dass die Aussage im 2-dimensionalen Fall ihre Giiltig-
keit behélt. Somit ist gezeigt, dass die 2-dimensionale konvexe Hiille einer digital
konvexen Teilmenge S, ein trennendes Polygon mit minimalem Umfang ist.

Der gleiche Ansatz kann fiir Polygone mit konvexen Hohlrdumen gewéhlt wer-
den, so dass auch Lemma OH (siehe S.109) angewandt auf den 2-dimensionalen
Raum seine Giiltigkeit behalt.

Fiir Polygone mit Konkavitiaten kann Theorem OK (siehe S.114) nicht ohne
weiteres auf den 2-dimensionalen Fall iibertragen werden. Zunéchst miissen die
2D-Konkavitéten nicht beziiglich g unterschieden werden. Jede Konkavitét SY ist
eine 2-Mannigfaltigkeit mit Rand, wobei der Rand einem Kreis homéomorph ist.
Weiterhin gibt es in 2D keine Analogie zum Kantentausch (siehe Abschnitt 7.3),
denn die Zellen der Dimension n — 2 sind in 2D die 0-Zellen, die als Ecken des
Polygons verwendet werden. Der Grad der Nicht-Konvexitit ist in 2D ebenfalls
anwendbar, wenn in Definition NK (siehe S.10) der Begriff Polyeder durch Poly-



146 KAPITEL 9. FOLGERUNGEN FUR DEN 2-DIMENSIONALEN FALL

gon ersetzt wird. Theorem OK muss fiir den 2-dimensionalen Fall demnach neu

formuliert werden:

Theorem OK2: Ein Polygon P, welches eine nicht-konvexe Menge Ss von 2-
Zellen enthilt, die in CH(S;) Konkavitidten besitzt und wobei Py

e 2-Zellen der Menge S von den 2-Zellen der Menge A \ S trennt,
e 2-Zellen als Ecken besitzt und
e 2-Zellen aus S und aus A\ S auf den Kanten besitzen darf,

besitzt den minimalen Umfang, wenn es durch 2D-Variante des Polyedrisierungs-

verfahrens erzeugt wurde.

Bewets: Zunéachst sei P» angenommen als Polygon mit genau einer Konkavitét
S5 und Gpe(P) = 1. In diesem Fall ist die in P, enthaltene Konkavitit S, eine
digitale konvexe Menge. Die konvexe Hiille C'H(S5) trennt geméfl Lemma TR die
2-Zellen der Menge S von den 2-Zellen der Menge A\ S5. Bei der Modifikation der
konvexen Hiille CH(S2) wird aus einer Menge M sichtbarer Kanten von C'H (.Ss)
die konvexe Hiille CH (M |JS}) erzeugt, die nicht in jedem Fall die Trennung
erfiillt. Zunéchst sei jedoch angenommen, dass CH (M JS5) die Trennung erfiillt
und das CH(M |J S5) = CH(S}) gilt. Der Fall, dass die Trennung nicht erfiillt ist,
entspricht dem Fall einer nicht-konvexen Menge S5, der unten erwihnt ist.

Da S5 und Ss disjunkte Mengen von 2-Zellen sind, trennt CH(S}) auch die
2-Zellen der Menge S} von den 2-Zellen der Menge Sy. C'H (S5) besitzt minimalen
Umfang, denn gemé&fl der 2D-Interpretation von Lemma OB kann zu einer digitalen
konvexen Teilmenge kein trennendes Polygon existieren, welches einen kleineren
Umfang als die konvexe Hiille besitzt. Die Ecken von C'H(S)) sind gemifl dem
Verfahren zur Erzeugung der konvexen Hiille 2-Zellen aus S). Weiterhin kénnen
sowohl 2-Zellen aus Sy als auch aus S} auf den Kanten von CH(.S)) liegen.

Es bleibt zu zeigen, dass die Vereinigung der Polygone P, und P, = CH(S))
minimalen Umfang besitzt. Bei der Vereinigung zweier Polygone wird die Men-

ge der sichtbaren Kanten aus P, entfernt und durch die Menge der Kanten aus
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P} ersetzt, die von den sichtbaren Kanten verschieden sind. Da die verbleibende
Menge von Kanten aus P, aufgrund der Trennungsforderung keinen kleineren Um-
fang besitzen kann und auch die verbleibende Menge von Kanten aus Py, bleibt
lediglich zu zeigen, dass die Ecken des Randes beider Mengen aufgrund der Tren-
nungsforderung nicht entfernt werden kénnen. Dies ist der Fall, da diese Ecken (der
Rand der beiden Mengen von Kanten aus P, und Pj hat ausschlielich Ecken, die
2-Zellen aus Sy sind) nicht durch Verkleinern des Umfangs nach auflen gelangen
diirfen, da das die Trennungsforderung verletzen wiirde. Weiterhin kénnen diese
Ecken auch nicht innerhalb des resultierenden Polygons liegen, da das nur durch
eine Vergroflerung des Umfangs moglich wire. Die weiteren Ecken in Py, die nicht
zu diesem Rand gehoren, sind 2-Zellen aus S} und miissen ebenfalls aufgrund der
Minimalitét des Umfangs von Pj Ecken des resultierenden Polygons bleiben.

Ein Polygon P,, welches mehrere konvexe Konkavitaten enthélt, die in der kon-
vexen Hiille CH(S2) Mengen von sichtbaren Kanten besitzen, die keine gemeinsa-
men Zellen haben, also die disjunkte Randkomplexe besitzen, werden in gleicher
Weise verarbeitet und fiihren ebenfalls zu einem minimalen Umfang von P.

Der letzte zu betrachtende Fall des Beweises ist die Modifikation der konve-
xen Hiille, die nicht-konvexe Konkavitdten besitzt. In diesem Fall gelten in jedem
Modifikationsschritt die oben erwéhnten Eigenschaften, so dass jedes Polygon P,
welches durch Modifikation aus der konvexen Hiille C'H(S3) hervorgeht, die kon-

vexe oder nicht-konvexe Konkavitédten enthélt, minimalen Umfang besitzt.

O

Zusammenfassend kann somit gesagt werden, dass in der 2-dimensionalen Ver-
sion des Polyedrisierungsverfahrens fiir alle Klassen von Objekten, die stark zu-
sammenhédngende, homogen-2-dimensionale und dichte Teilkomplexe S5 eines 2-
dimensionalen AC Komplexes A sind, Polygone mit minimalem Umfang erzeugt

werden.
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Kapitel 10

Abschlielende Bemerkungen

In dieser Arbeit wurde das Problem der Polyedrisierung von Voxelmengen betrach-
tet und ein Algorithmus vorgestellt, der zu einer gegebenen Menge von Voxeln, die
als stark zusammenhéngender, homogen-3-dimensionaler und dichter Teilkomplex
S eines AC Komplexes A vorliegt, ein abstraktes Polyeder P erzeugt, welches die
Voxel aus S von den Voxeln aus A \ S trennt, so dass dabei keine Voxel aus S
auBerhalb P und keine Voxel aus A \ S innerhalb P liegen.

10.1 Zusammenfassung

Das Polyedrisierungsproblem existiert seit Anfang der 1990 er Jahre [12]. Vie-
le Arbeiten beschéftigen sich mit der Losung dieses Problems durch Anwendung
der Methode der digitalen Ebenen (digital plane segmentation) [2, 32, 37]. Diese
Verfahren produzieren jedoch aufgrund der lokalen Arbeitsweise der Ebenenseg-
mentierung in Abhéngigkeit vom Startpunkt unterschiedliche Ergebnisse. Weiter-
hin besteht im Allgemeinen keine Moglichkeit, im gegebenen Objekt enthaltene
Symmetrien zu erhalten.

Das in dieser Arbeit vorgestellte Polyedrisierungsverfahren arbeitet mit dem
bekannten Algorithmus zur Erzeugung der konvexen Hiille [24] und dessen rekur-
siver Anwendung auf Teilmengen der gegebenen Menge S von Voxeln. Die konvexe
Hiille einer gegebenen Menge ist eindeutig definiert und durch den Algorithmus

mit einer quadratischen Zeitkomplexitét effizient zu erzeugen. Sofern die Menge S

149
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digital konvex ist, hat die konvexe Hiille die Eigenschaft, ein Polyeder zu sein, wel-
ches S von A\ S trennt und dabei die minimale Flichenanzahl und den minimalen
Oberflacheninhalt besitzt.

Um nicht-konvexe Objekte S polyedrisieren zu konnen, wurde zunéchst die
Klassifizierung der Zusammenhangskomponenten von Hintergrundvoxeln inner-
halb der konvexen Hiille CH(S) in Anlehnung an [42] in Konkavitéten, Hohlrdume
und Tunnel verwendet und verfeinert. Diese Klassifizierung ist notwendig, um die
Modifikation der konvexen Hiille zu einem trennenden Polyeder in Abhéngigkeit
von der Topologie und der Geometrie des gegebenen Objektes auf verschiedene
Weise durchfiithren zu kénnen.

Die resultierenden trennenden Polyeder besitzen fiir nicht-konvexe Objekte, die
konvexe Hohlraume enthalten, die minimale Flachenanzahl und den minimalen
Oberflacheninhalt. Polyeder fiir Objekte mit Konkavitidten mit ¢ = 0 besitzen
ebenfalls einen minimalen Oberflacheninhalt, was fiir Objekte mit Konkavitaten
mit g > 0 oder Tunneln nicht ohne ein an die Polyedrisierung anschlieSendes
Optimierungsverfahren erreicht wird. Eine minimale Flachenanzahl kann im All-
gemeinen fiir Konkavitdten und Tunnel ebenfalls nur durch eine Optimierung der
Oberflache erzielt werden.

Der Grund fiir die Forderung nach der Trennung der 3-Zellen der Menge S von
den 3-Zellen der Menge A\ S liegt in der Moglichkeit einer vollstdndigen Rekonstru-
ierbarkeit der gegebenen Menge S aus dem erzeugten Polyeder P, was gleichzeitig
eine implizite Speicherung der Menge S bedeutet. Hierfiir ist es notwendig, fiir die
erlaubte Eigenschaft der Polyeder, dass sowohl Zellen aus S als auch aus A\ S
auf P liegen diirfen, in der Zellenliste von P zu speichern, zu welcher Menge die
jeweils auf P liegenden 3-Zellen gehoren.

Neben der Entwicklung des Algorithmus zur Losung des Polyedrisierungspro-
blems sowie der Klassifizierung der Objekte und der Untersuchung der damit ver-
bundenen Eigenschaften, wurden in dieser Arbeit einige Losungsanséitze zu klei-
neren Problemen vorgestellt. Hierzu zédhlen insbesondere die Verbesserung des Al-
gorithmus zur Erzeugung der konvexen Hiille durch Maximierung der Gréfle des
Startpolyeders (siehe Abschnitt 4.1.8), die Erhaltung der Konvexitét beim Zusam-
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menfiigen komplanarer Flichen (siehe Abschnitt 4.5.6) und die Minimierung des
Oberflécheninhaltes der Polyeder durch Kantentausch (siehe Abschnitt 7.3).

Aus theoretischer Sicht wurde mit der Einfiihrung des Begriffes des Grades
der Nicht-Konvexitéit (siehe Abschnitt 2.2 und Abschnitt 4.6.2) ein Mafl angege-
ben, mit welchem die Komplexitdt von Polyedern mit Konkavitdten, Hohlrdum-
en und Tunneln angegeben werden kann. Weiterhin wurde gezeigt, dass in der
in dieser Arbeit untersuchten Klasse von Zellenkomplexen, ndmlich stark zusam-
menhéngenden, homogen-3-dimensionalen und dichten Teilkomplexen S C A, die
Begriffe Rand und Begrenzung identisch sind (sieche Abschnitt 2.4). Dieser Satz
gilt dariiber hinaus fiir alle Dimensionen n > 2.

Bezugnehmend auf die Forderungen an die zu erzeugende Oberfliche aus Ab-
schnitt 3.5 (siehe S.27) sollen die Eigenschaften der erzeugten Polyeder hier zu-

sammengefasst werden:

e Die erzeugten Polyeder trennen die 3-Zellen von S von den 3-Zellen von A\ S,
so dass die Menge S aus der erzeugten Oberfliche fehlerfrei rekonstruiert

werden kann.

e Die Polyeder besitzen Zellen der Menge S bzw. bei nicht-konvexen Objekten
auch Zellen aus A\ S als Ecken. Fiir die Rekonstruktion wird zu jeder auf dem
Polyeder liegenden 3-Zelle die Zugehorigkeit zu S bzw. A\ S in der Zellenliste
gespeichert.

e Die Polyeder werden in Form einer effizienten Datenstruktur gespeichert. Da-
mit ist die Kodierung der Oberfléche frei von Redundanz und die Méglichkeit

der fehlerfreien Rekonstruktion von S wird gewéhrleistet.

e Die erzeugten Polyeder besitzen unter den genannten Forderungen die minima-
le Flidchenanzahl fiir die Klasse der konvexen Objekte sowie fiir nicht-konvexe
Objekte, die in ihrer konvexen Hiille konvexe Hohlrdume enthalten. Fiir die
verbleibenden Klassen von Objekten wurde gezeigt, dass die Minimalitat der
Flachenanzahl nur durch anschlieBende Optimierungsverfahren erreicht wer-

den kann.
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e Die erzeugten Polyeder besitzen unter den genannten Forderungen den mini-
malen Oberflacheninhalt fiir die Klasse der konvexen Objekte sowie fiir nicht-
konvexe Objekte, die in ihrer konvexen Hiille konvexe Hohlrdume, konvexe
Konkavitdaten oder nicht-konvexe Konkavitdten mit g = 0 enthalten. Fiir die
verbleibenden Klassen von Objekten wurde gezeigt, dass die Minimalitédt des
Oberflacheninhaltes nur durch anschlieBende Optimierungsverfahren erreicht

werden kann.

10.2 Offene Probleme

Einige Probleme, die wihrend der Entwicklung des Losungsansatzes fiir das Po-
lyedrisierungsproblem aufgetreten sind, konnten im Rahmen dieser Arbeit nicht
gelost werden. Diese offenen Probleme sollen in diesem Abschnitt beschrieben wer-
den.

Das heuristische Verfahren zur Polyedrisierung von Objekten mit Konkavitidten
mit g > 0 bzw. nicht-einfachen Tunneln (sieche Abschnitt 4.5.3) benutzt die beiden
Parameter d;; und w bei der Zuordnung von Zellen, die Eckkandidaten sind, zu
den Flachen, die eingedriickt werden sollen. Diese beiden Parameter wurden ex-
petimentell ermittelt und sind objektabhéngig. Eine bessere Methode besteht im
Anlernen dieser Parameter durch entsprechende Verfahren, um das heuristische
Verfahren objektunabhéngig anwenden zu kénnen.

Das Zerlegungsverfahren (siehe Abschnitt 4.5.4) unterteilt die Menge S’ der
Hintergrundvoxel innerhalb C'H(S) in maximal grofle digitale Kugeln. Da die
Modifikation der konvexen Hiille durch Eindriicken lediglich topologische Kugeln
bendtigt, wire es effizienter, die Menge S’ in minimal viele Komponenten zu zerle-
gen. Diese Komponenten miissen dabei nicht einmal Kugeln sein, sondern eine Zer-
legung in minimal viele konvexe Teilmengen wére hier das Zweckméfigste. Jedoch
ist ein solches Zerlegungsverfahren nicht auf triviale Art und Weise zu entwickeln,
so dass dies ein weiteres offenes und auch anspruchsvolles Problem ist.

Beziiglich der Minimalitdt der Fliachenanzahl konnte das Polyedrisierungsver-

fahren nicht dahingehend entwickelt werden, dass fiir jede Klasse von Objekten
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diese Minimalitét erreicht wird. Hierfiir ist ein Optimierungsverfahren notwendig,
welches an die Polyedrisierung anschlieffit und speziell beim Vereinigen der Teil-
polyeder priift, ob die Flachenanzahl unter Beibehaltung der Trennungsforderung
reduziert werden kann (siehe Abschnitt 6.4).

Die Minimalitdt des Oberflicheninhaltes ist ebenfalls nicht fiir jede Klasse von
Objekten durch die Polyedrisierung erreicht. Auch hier muss beim Vereinigen der
Teilpolyeder gepriift werden, ob die Wahl anderer Ecken unter Erhaltung der Tren-
nung zu einer Reduzierung des Oberflicheninhaltes fiihrt (siche Abschnitt 7.5).
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Anhang A

Definitionen und Theoreme

In diesem Kapitel soll eine Ubersicht iiber die Definitionen und Theoreme gegeben
werden, die fiir die Gebiete der digitalen Topologie und digitalen Geometrie von
Bedeutung sind. Jedoch ist dieses Kapitel nicht als vollstdndige Zusammenfassung
aller Begriffe und Theoreme auf diesen Gebieten zu verstehen. Hier werden lediglich

die Definitionen und Sétze aufgefiihrt, die innerhalb dieser Arbeit von Belang sind.

A.1 Allgemeine Topologie

Die Basis fiir die Theorie der abstrakten Zellenkomplexe bildet die allgemeine To-

pologie. Die in diesem Abschnitt aufgefiihrten Definitionen stammen aus [33].

Definition TR: Ein topologischer Raum T ist ein Paar (M, SY’) bestehend aus
einer Menge M und einem System SY von Teilmengen von M. Die Teilmengen 5;
werden offene Teilmengen des Raumes genannt und miissen den folgenden Axio-

men genigen:
(C1) Die leere Teilmenge @ und die Menge M gehoren zu SY'.

(C2) Fiir jede Familie F' von Teilmengen S;, die zu SY gehoren, gehort die Verei-

nigung aller Teilmengen, die Elemente von F' sind, ebenfalls zu SY'.

(C3) Wenn die Teilmengen S; und Sy zu SY gehoren, so gehort auch ihr Durch-
schnitt S NSy zu SY.

155
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Definition TA: Ein topologischer Raum T ist T;-trennbar und heifit somit 7T;-
Raum, wenn fiir ihn das Axiom (7;) (i = 0, 1,2) erfillt ist:

(Th) Zu je zwei verschiedenen Punkten x,y des Raumes gibt es eine offene Menge,

die den einen, aber nicht den anderen Punkt enthélt. (Kolmogoroff, 1935)

(T1) Zu je zwei verschiedenen Punkten x,y des Raumes gibt es eine offene Menge,
die x und nicht y enthélt und eine andere offene Menge, die y und nicht x
enthalt. (Fréchet, 1928)

(Ty) Zu je zwei verschiedenen Punkten z, y des Raumes gibt es zwei disjunkte offene

Mengen, die jeweils einen der Punkte enthalten. (Hausdorff, 1914)

Abbildung A.1 soll die Axiome der Punkttrennung verdeutlichen.

Abbildung A.1: Veranschaulichung der drei Trennungsaxiome [25].

Definition HOM: Eine eineindeutige Abbildung f eines topologischen Raumes
T auf einen topologischen Raum 7" ist genau dann ein Homdomorphismus, wenn

folgendes gilt:
f:T «— T stetigund f~!: T +— T stetig

Eine andere Bezeichnung fiir Homdomorphismus ist topologische Abbildung. Zwei
topologische Rédume sind topologisch dquivalent, wenn zwischen ihnen eine homéo-

morphe Abbildung existiert.
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Definition TI: Sei f ein beliebiger Homdomorphismus. Eine Eigenschaft einer
Teilmenge M’ eines topologischen Raumes T ist eine topologische Invariante genau

dann, wenn die selbe Eigenschaft auch fiir die Menge f(M') gilt.

A.2 Digitale Topologie

Alle in diesem Kapitel aufgefithrten Definitionen und Theoreme stammen aus Pu-
blikationen von W.A.Kovalevski [18]-[25].

A.2.1 Lokal endliche Raume

Innerhalb der digitalen Topologie besteht zunéchst die Notwendigkeit, den Begriff
des digitalen topologischen Raumes, also den des lokal endlichen Raumes, axioma-
tisch zu definieren, denn fiir die explizite Reprasentation dieses Raumes mit Hilfe
des Computers ist der topologische Raum gemé&fl Definition TR nicht geeignet,
da dieser aus nicht-endlichen Mengen von Elementen besteht. Die hier folgenden
Definitionen stammen aus [25]. Die Elemente eines lokal endlichen Raumes werden
nicht als Punkte bezeichnet, da es in einem solchen Raum Elemente mit verschie-

denen topologischen Eigenschaften gibt.

Definition NB: Zu jedem Element e eines Raumes 7' gibt es bestimmte Teil-
mengen, die e enthalten. Eine solche Teilmenge heifit Nachbarschaft (engl. neigh-
borhood) von e und wird mit N(e) bezeichnet. Der Durchschnitt zweier Nachbar-

schaften von e ist wieder eine Nachbarschaft von e.

Definition LFS: Eine nicht-leere Menge T heifit lokal endlicher Raum (engl.
locally finite space), kurz LF Raum, wenn jedem Element e € T bestimmte Teil-

mengen von 7' als Nachbarschaften zugeordnet sind.

Definition SN: Der Durchschnitt aller Nachbarschaften eines Elementes e eines
LF Raumes T heifit kleinste Nachbarschaft von e (engl. smallest neighborhood)
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und wird mit SN (e) bezeichnet.

Definition NR: Die Nachbarschaftsrelation N (engl. neighborhood relation) ist
eine bindre Relation auf der Menge der Elemente eines LF' Raumes 7T'. Das geord-

nete Paar (a,b) ist in N genau dann, wenn a € SN (b).

Bevor man nun die Axiome der fiir diese Arbeit geeigneten lokal endlichen Réume
formulieren kann, sind zwei weitere Gruppen von Begriffen notwendig, ndmlich die

des Zusammenhanges und des Randes.

Definition IN: Zwei Elemente a, b eines LF Raumes T heiflen miteinander inzi-
dent (engl. incident), wenn entweder a € SN (b) oder b € SN(a).

Definition IP: Sei S C T eine Teilmenge eines LF Raumes 7. Eine Folge
(a1,as,...,ax),a; € S;i = 1,...,k, in welcher zwei aufeinanderfolgende Elemente
miteinander inzidieren, heiflt Inzidenzpfad in S (engl. incidence path) von a; bis

ag.

Definition ZS: Eine Teilmenge S C T des LF Raumes T heiflt zusammenhdingend
(engl. connected) genau dann, wenn fiir je zwei Elemente aus S ein Inizidenzpfad

existiert, der beide Elemente enthélt und vollstandig in S liegt.

Definition FR: Der topologische Rand, auch Begrenzung (engl. frontier), einer
nicht-leeren Teilmenge S C T des LF Raumes T ist die Menge aller Elemente
e € T, die in ihrer kleinsten Nachbarschaft SN (e) sowohl Elemente aus S als auch
Elemente aus 7'\ S enthalten. Die Begrenzung einer Teilmenge S C T wird mit
Fr(S,T) bezeichnet.

Definition OT: Ein Paar (a,b) von Elementen der Begrenzung Fr(S,T) ei-
ner Teilmenge S C T heifit Opponenten (engl. opponents) von einander, wenn
a€ SN(b),be SN(a), a oder b Element von S ist und das jeweils andere Element
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von T\ S ist.

Definition TF: Die Begrenzung F'r(S,T') einer Teilmenge S C T heifit dick (engl.
thick), wenn sie mindestens ein Paar von Opponenten enthélt. Sonst heifit sie diinn
(engl. thin).

Definition ALF: Ein lokal endlicher Raum 7', der die folgenden Axiome erfiillt,
heiit ALF Raum:

(Al) Zu jedem Element e des Raumes T existieren Nachbarschaften N(e), die e
enthalten. Der Durchschnitt zweier Nachbarschaften von e ist wieder eine

Nachbarschaft von e.

(A2) Es existieren Elemente e des Raumes 7', die in ihrer kleinsten Nachbarschaft

SN (e) mehr als ein Element besitzen.
(A3) Die Begrenzung Fr(S,T) jeder Teilmenge S C T ist diinn.

(A4) Die Begrenzung von Fr(S,T) ist identisch zur Begrenzung Fr(S,T) selbst,
dh. Fr(Fr(S,T),T) = Fr(S, T).

Abbildung A.2 veranschaulicht die Zusammenhénge im Teilgebiet der ALF Réume.
In dieser Ubersicht geben die Pfeile an, in welcher Richtung ein Begriff die Defi-

nition eines anderen Begriffes beeinflusst.
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Abbildung A.2: Veranschaulichung der Zusammenhénge zwischen Begriffen und Axiomen im Gebiet

der lokal endlichen Raume.
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A.2.2 Eigenschaften der lokal endlichen Riume

Theorem TF: Ein lokal endlicher Raum 7" erfiillt das Axiom (A3) genau dann,

wenn die Nachbarschaftsrelation N des Raumes 7" antisymmetrisch ist.

Definition OP: Eine Teilmenge O C T heifit offen in T (engl. open), wenn sie
keine Elemente ihrer Begrenzung Fr(O,T) enthalt.

Definition CL: Eine Teilmenge C' C T heifit abgeschlossen in T (engl. closed),

wenn sie alle Elemente ihrer Begrenzung Fr(C,T) enthélt.

Lemma SI: Eine Teilmenge S C T ist offen in T" gemé&fl Definition OP genau
dann, wenn sie zu jedem Element a € S auch die kleinste Nachbarschaft SN (a)
enthalt.

Theorem OS: Teilmengen eines ALF Raumes 7', die in T offen sind, geméaf3 De-
finition OP, erfiillen die Axiome (C1)-(C3) des topologischen Raumes (Definition

TR) und sind daher offen im Sinne der klassischen Topologie.

Definition BR: Eine irreflexive, asymmetische bindre Relation B zwischen zwei
Elementen a,b des ALF Raumes T heifit Berandungsrelation (engl. bounding re-

lation), wenn folgendes gilt:
e a # b (Irreflexivitét)
e ac SN(b)
eac SN(b) = b¢ SN(a) (Asymmetrie)
Man sagt dann: a wird berandet von b bzw. b berandet a.
Definition MM: Elemente eines ALF Raumes T, die keine anderen Elemente aus

T beranden, heiflen mazrimale Elemente. Elemente aus T', die von keinen anderen

Elementen aus 17" berandet werden, heiflen minimale Elemente.



162 ANHANG A. DEFINITIONEN UND THEOREME

Lemma MM: Wenn 7T ein ALF Raum ist und die Berandungsrelation B transitiv

ist, dann enthélt 7" minimale und maximale Elemente.

Lemma NM: Sei S C T. Wenn die Berandungsrelation B transitiv ist, dann
enthalt Fr(S,T) keine maximalen Elemente aus 7. Fiir jedes Element a aus T

enthilt SN (a) mindestens ein maximales Element von 7.

Theorem TR: Ein LF Raum erfiillt Axiom (A4) genau dann, wenn die Beran-

dungsrelation transitiv ist.

Korollar HO: Die Berandungsrelation B, welche irreflexiv, asymmetrisch und
transitiv ist, ist eine irreflexive Halbordnung und man kann a < b anstelle von
aBb schreiben.

Korollar NO: Die kleinste Nachbarschaft jedes Elementes a eines ALF Raumes
T ist offen geméB Definition OP und gemé&f der Axiome (C1)-(C3) der klassischen

Topologie. Sie ist die kleinste offene Teilmenge, die a enthélt.

Korollar TO: Die kleinsten Nachbarschaften in einem ALF Raum erfiillen das
Axiom (Tp).

Definition SON: Die kleinste offene Teilmenge eines ALF Raumes 7T, die ein
Element a € T enthélt, heifit kleinste offene Umgebung (engl. smallest open neigh-
borhood) von a in T' und wird mit SON(a,T) bezeichnet. Geméaf Korollar NO
gilt SON(a,T) = SN(a).

Definition CS: Die kleinste abgeschlossene Teilmenge eines ALF Raumes 7', die
ein Element a € T enthilt, heilt Abschluss (engl. closure) von a in T und wird
mit Cl(a,T) bezeichnet.
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A.2.3 Abstrakte Zellenkomplexe

Fiir die Anwendung der digitalen Topologie in der digitalen Bildverarbeitung und
Computergrafik haben sich die abstrakten Zellenkomplexe als zweckméfig erwie-
sen. Abstrakte Zellenkomplexe sind Spezialfille der ALF Réume. Sie erfiillen so-
wohl die Axiome (A1)-(A4) als auch die Axiome der klassichen Topologie (C1)-
(C3) sowie das Axiom (7p).

Definition ACC: Ein abstrakter Zellenkomplex (AC Komplex, engl. abstract
cell complex) A = (F, B,dim) ist eine Menge F von abstrakten Elementen, ver-
sehen mit einer asymmetrischen, irreflexiven und transitiven Berandungsrelation
B C E x E und mit einer Dimensionsfunktion dim : E — I von E in die Men-

ge I der nicht-negativen ganzen Zahlen, wobei dim(a) < dim(b) fiir alle Paare
(a,b) € B gilt.

Die Elemente von E heiflen abstrakte Zellen. Es wird in diesem Zusammenhang der
Begrift abstrakt verwendet, um zu verdeutlichen, dass die Zellen nicht als Punkte

eines Euklidischen Raumes betrachtet werden sollen.

Wenn eine Zelle a eine von ihr verschiedene Zelle b berandet, dann heifit a eine
Seite von b. Seiten von b sind keine Teilmengen von b. Im Gegensatz zum Eukli-

dischen Raum ist der Durchschnitt zweier abstrakter Zellen immer leer.

Wenn d = dim(e), dann heifit e d-dimensionale Zelle oder auch d-Zelle. Ein AC
Komplex heif3t k-dimensional oder k-Komplex, wenn k die maximale Dimension

seiner Zellen ist.

Definition SC: Ein Teilkomplez (engl. subcomplex) S = (E’, B, dim’) eines ge-
gebenen AC Komplexes A = (F, B, dim) ist ein AC Komplex, dessen Menge E’
eine Teilmenge von F und die Berandungsrelation B’ ein Durchschnitt von B mit

E'x E' ist. Die Dimension dim’ ist gleich der Dimension dim fiir alle Zellen von E’.
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Definition NP: Eine Folge von paarweise inzidenten Zellen eines AC Komplexes
A der Form

n.n—1_n n—1 _n
CoCq 62...Cl_1 Cl

wobei ¢! eine n-dimensionale und ¢!~ ' eine (n — 1)-dimensionale Zelle von A ist,

heifit ein n-dimensionaler Weg (engl. n-dimensional path) in A.

Definition SZ: Ein n-dimensionaler AC Komplex A heifit stark zusammenhdn-
gend (engl. strongly connected), wenn zwei beliebige n-dimensionale Zellen aus A

mit einem n-dimensionalen Weg in A verbunden werden kénnen.

Definition HN: Ein n-dimensionaler AC Komplex A heiflit homogen n-dimen-
sional (engl. homogeneously n-dimensional), wenn jede k-dimensionale Zelle c*

von A mit k < n mit einer n-Zelle ¢" von A inzident ist.

Definition RG: Eine Region (engl. region) R ist ein offener zusammenhéngender

Teilkomplex eines AC Koplexes A.

Definition RD: Eine Region R eines n-dimensionalen AC Komplexes A heifit
dicht (engl. solid) oder dichte Region, wenn jede Zelle ¢ € A,c¢ ¢ R mit einer

n-dimensionalen Zelle des Komplementes A \ R inzident ist.

Definition INT: Das Innere (engl. interior) int(S, A) eines Teilkomplexes S be-
ziiglich eines AC Komplexes A ist die Menge aller Zellen aus S, die nicht zur
Begrenzung F'r(S, A) gehoren: int(S, A) = S\ Fr(S, A).

Definition EXT: Das Auflere (engl. exterior) ext(S, A) eines Teilkomplexes S
beziiglich eines AC Komplexes A ist das Innere des Komplementes von S beziig-

lich A: ext(S,A) = int(A\ S, A) = A\ (SUFr(A\S,A)).
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Definition BD: Der Rand (engl. boundary) 05 eines n-dimensionalen Teilkom-
plexes S eines n-dimensionalen AC Komplexes A ist die Vereinigung aller Ab-

schliisse von (n — 1)-Zellen von A, die jeweils genau eine n-Zelle von S beranden.

A.2.4 Mannigfaltigkeiten

Mannigfaltigkeiten stellen in der allgemeinen Topologie eine wichtige Klasse von
Objekten dar, die besondere Eigenschaften besitzen. Auch innerhalb der AC Kom-

plexe lassen sich Mannigfaltigkeiten definieren [21].

Definition PC: Eine 1-Zelle ¢! eines AC Komplexes A heifit echt (engl. proper),

wenn sie von genau zwei 0-Zellen ¢{ und ¢ aus A berandet wird.

Definition ES: Eine elementare Unterteilung (engl. elementary subdivision) einer
echten 1-Zelle ¢!, welche von den beiden 0-Zellen ¢} und ¢ berandet wird, ersetzt
den Komplex €' = (¢} < ¢! > ¢J) durch den 1-Komplex C” = (¢} < ¢} > ) <

c3 > c9), wobei ¢ und ¢} 1-Zellen und ¢ eine neue 0-Zelle sind.

Die folgende Definition soll rekursiv aufgefasst werden, also zunéchst fiir m = 1,

dann fiir m = 2, usw.

Definition MB: Ein m-Komplex C, der durch k£ > 0 elementare Unterteilun-
gen einer einzelnen echten m-Zelle entsteht, heif3t offene kombinatorische m-Kugel
(engl. open combinatorial m-ball). Fiir m = 1 ist dies eine Folge von paarweise in-
zidenten 1- und 0-Zellen, die mit 1-Zellen beginnt und endet. Eine einzelne 1-Zelle

ist eine offene kombinatorische 1-Kugel.

Definition MS: Der Rand einer offenen m-Kugel heifit kombinatorische (m-1)-
Sphdre (engl. combinatorial (m-1)-sphere). Fiir m = 1 besteht er aus genau zwei

0-Zellen. Der Abschluf einer m-Kugel heifit abgeschlossene m-Kugel. Die Vereini-
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gung zweier abgeschlossener m-Kugeln mit identischem Rand heifit kombinatori-

sche m-Sphidre.

Eine m-Zelle ¢™ mit m > 1 heifit echt, wenn ihr Rand d¢™ eine kombinatorische

(m-1)-Sphére ist. Ein AC Komplex heifit echt, wenn alle seine Zellen echt sind.

Eine elementare Unterteilung in einem n-Komplex ersetzt eine echte m-Zelle ¢
mit 1 < m < n durch zwei echte m-Zellen ¢}, ¢J* und eine neue echte (m-1)-Zelle
™D die ¢ und ¢§* berandet. Der Rand 0c¢™~1) ist dabei eine (m-2)-Sphére

S(m=2) — H5em it d(c"U cm=1) ') = 0c™ und clm=1) ¢ Oc™.

Definition KH: Zwei echte AC Komplexe heiflen kombinatorisch homdoomorph
(engl. combinatorial homeomorphic), wenn sie isomorphe elementare Unterteilun-

gen besitzen.

Definition M A: Eine n-dimensionale kombinatorische Mannigfaltigkeit oder kurz
n-Mannigfaltigkeit (engl. combinatorial manifold, n-manifold) M,, ohne Rand ist
ein n-dimensionaler AC Komplex, in welchem der Rand der kleinsten offenen Um-
gebung SON (c°, M,,) jeder 0-Zelle ¥ einer (n — 1)-dimensionalen Sphére homéo-
morph ist. In einer Mannigfaltigkeit mit Rand gibt es 0-Zellen ¢°, deren kleinste of-
fene Umgebungen SON (c°, M,,) einen Rand haben, der einer (n—1)-dimensionalen

,Halb-Sphére“, d.h. einer (n-1)-Kugel, homéomorph ist.

Aus dieser Definition und der Definition der elementaren Unterteilung folgt, dass

eine Mannigfaltigkeit ein dichter AC Komplex ist.

Definition TG: Das topologische Geschlecht (engl. topological genus) einer Ober-
fldche ist definiert als die maximale Anzahl von einfachen, geschlossenen, sich nicht
iiberschneidenden Kurven, die sich auf der Oberfliche befinden koénnen, ohne die

Oberflache zu zerschneiden, d.h. in mehrere Komponenten zu zerlegen. [44]
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A.2.5 Kartesische Komplexe

Eine besondere Klasse der AC Komplexe bilden die Kartesischen Komplexe [19,

25], die in diesem Unterabschnitt definiert werden sollen.

Definition CU: Ein zusammenhéingender eindimensionaler AC Komplex A, in
dem alle Zellen, bis auf zwei, mit genau zwei anderen Zellen inzidieren, heifit to-

pologische Kurve (engl. topological line).

Definition KK: Es kénnen den Zellen einer topologischen Kurve S ganze Zahlen
derart zugeordnet werden, dass eine Zelle mit der Nummer ¢ mit den Zellen mit
den Nummern ¢ — 1 und ¢ + 1 inzidiert. Diese Zahlen nennt man kombinatorische
Koordinaten (engl. combinatorial coordinates) der Zellen des eindimensionalen AC

Komplexes S.

Definition KA: Das Kartesische Produkt eindimensionaler AC Komplexe wird
als Kartesischer AC Komplex (engl. Cartesian AC complex) oder kurz Karte-
sischer Komplex bezeichnet. Die n eindimensionalen AC Komplexe werden als
Koordinatenachsen A; eines n-dimensionalen Raumes aufgefasst. Die Zellen des

n-dimensionalen Kartesischen AC Kompelxes sind n-Tupel (aq, ..., a,) mit a; € A;.

Die Berandungsrelation eines n-dimensionalen Kartesischen AC Komplexes A" ist
folgendermaflen definiert: Ein n-Tupel (a4, ..., a,) berandet ein von ihm verschie-
denes n-Tupel (b1, ..., b,) genau dann, wenn fiir alle ¢ = 1, ..., n die Zelle a; mit der
Zelle b; in A; inzidiert und dim(a;) < dim(b;) in A;. Die Dimension der Produkt-
zelle ist die Summe der Dimensionen der Faktorzellen der eindimensionalen AC

Komplexe.

Unter der Voraussetzung, dass die Zuordnung der kombinatorischen Koordi-
naten an die Zellen eines eindimensionalen AC Komplexes derart erfolgt, dass
0-Zellen immer gerade und 1-Zellen immer ungerade Koordinaten erhalten, kann

die Dimension einer Zelle eines n-dimensionalen Kartesischen Komplexes aus der
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Anzahl seiner ungeraden Koordinaten bestimmt werden.

A.3 Lineare Algebra

Fiir die Bestimmung der linearen Abhéngigkeit von Vektoren existiert der Begriff

der Linearkombination geméafl folgender Definition [45]:

Definition LK: Eine Linearkombination x von endlich vielen Elementen xq, xo,
..., T, einer Menge M ist die Summe von beliebigen Vielfachen dieser Elemente.
Um die Vielfachen berechnen zu konnen, sind Faktoren zu wahlen, mit denen die
Elemente multipliziert werden. Diese Faktoren nennt man Koeffizienten der Line-

arkombination.
In einem endlichdimensionalen Vektorraum gilt:

r=a;-x1+ar - x9+..+a, -x, mitaeclR (A.1)

Sind die Koeffizienten a; der Linearkombination alle grofier oder gleich 0, so spricht
man von einer konischen Linearkombination. Ist die Summe der Koeffizienten q;

gleich 1, so handelt es sich um eine Affinkombination.

Definition LKK: Eine konische Affinkombination heiit Konvexkombination.

A.4 Digitale Geometrie

Auf der Basis der oben definierten Begriffe der Kartesischen Koordinaten und der
Kartesischen Komplexe lassen sich weitere Begriffe definieren [19, 23], die einen

metrischen Raum voraussetzen.

Definition DHS: Ein digitaler Halbraum (engl. digital half-space) ist eine dich-
te Region eines 3-dimensionalen AC Komplexes, die alle 3-dimensionalen Zellen

enthélt, dessen Koordinaten eine lineare Ungleichung der folgenden Form erfiillen.
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H(x,y,2)=p-z+q-y+r-z+s>0 (A.2)

Die Parameter p, ¢, » und s sind dabei ganze Zahlen.

Definition DCS: Ein nicht-leerer Durchschnitt digitaler Halbraume heif3t digitale

konveze Teilmenge (engl. digital convex subset) eines 3-dimensionalen Raumes.

Analog zu den beiden Definitionen DHS und DCS lassen sich diese Begriffe auch
auf die Dimensionen 2 {ibertragen: Eine digitale Halbebene (engl. digital half-
plane) ist eine dichte Region eines 2-dimensionalen AC Komplexes, die alle 2-
dimensionalen Zellen enthélt, dessen Koordinaten eine lineare Ungleichung erfiillen.
Ein nicht-leerer Durchschnitt digitaler Halbebenen heiflt digitale konvexe Teilmen-

ge eines 2-dimensionalen Raumes.

Definition DSS: Eine digitale Strecke (engl. digital straight line segment, DSS)
ist eine beliebige zusammenhingende Teilmenge der Begrenzung einer digitalen
Halbebene.

Definition DPP: Ein digitales Ebenenstiick (engl. digital plane patch, DPP) ist
eine beliebige zusammenhdngende Teilmenge der Begrenzung eines digitalen Halb-

raumes.

Definition DK2: Eine digitale Kreisscheibe (engl. digital disk) ist eine 2-dimen-
sionale dichte Region, die alle 2-dimensionalen Zellen enthélt, die die folgende

Ungleichung erfiillen.

(& = 2c)* + (y — ye)* <7 (A.3)

Hierbei bezeichnen x und y die Koordinaten der 2-Zellen, z. und y. die Koordi-

naten des Mittelpunktes und r den Radius der digitalen Kreisscheibe.
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Definition DK3: Eine digitale Kugel (engl. digital ball) ist eine 3-dimensionale
dichte Region, die alle 3-dimensionalen Zellen enthélt, die die folgende Ungleichung

erfiillen.

(x— )2+ (y —ye)? + (2 — 2)2 < 12 (A.4)

Hierbei bezeichnen z, y und z die Koordinaten der 3-Zellen, x., y. und z. die Ko-

ordinaten des Mittelpunktes und r den Radius der digitalen Kugel.

A.5 Datenstrukturen

Zur Speicherung der topologischen und geometrischen Eigenschaften 2- und 3-
dimensionaler digitaler Bilder mit Hilfe des Computers sind spezielle Datenstruk-
turen notwendig. Fiir das Gebiet der abstrakten Zellenkomplexe wurde in [18] eine

solche Datenstruktur, genannt Zellenliste, eingefiihrt.

A.5.1 Blockkomplexe

Die Datenstruktur der Zellenliste basiert auf dem Begriff des Blockkomplexes [33],
der in [18] modifiziert auf das Gebiet der AC Komplexe iibertragen wurde.

Definition BK: Sei M eine Zerlegung eines Komplexes A in Teilmengen SF.
Teilmengen mit £ = 0 sind 0-Zellen von A. Jede Teilmenge mit k£ > 0 ist kombi-
natorisch homéomorph zu einer offenen k-dimensionalen Kugel. Eine Berandungs-
relation BR und eine Dimensionsfunktion Dim sind auf M in natiirlicher Weise
erklart. Das Tripel B(A) = (M, BR, Dim) heifit Blockkomplex von A (engl. block
complex of A); die Teilmengen S¥ heiflen k-dimensionale Blocke oder auch k-Blicke
(engl. k-dimensional blocks, k-blocks). Die Elemente von M sind Blockzellen (engl.
block cells).
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Nach dieser Definition sind die n-Blocke eines n-dimensionalen AC Komplexes Re-
gionen. Diese werden berandet von den k-Blocken mit 0 < k < n. k-Blockzellen
mit £ < n — 2 kdnnen verzweigt sein, d.h. sie inzidieren mit mindestens drei n-

Blockzellen. Anderenfalls heiflen sie unverzweigt.

Definition IS: Die Inzidenzstruktur 1S eines Blockes BC' eines echten Blockkom-
plexes B(A) ist ein Teilkomplex von B(A), der alle Blocke enthilt, die mit BC
inzidieren, auer BC' selbst [22]:

IS(BC,B(A)) = SON*(BC,B(A))UCl*(BC,B(A)) (A.5)
Hierbei bezeichnen
SON*(BC,B(A)) = SON(BC,B(A))\ {BC} (A.6)

und

Cl*(BC, B(A)) = CI(BC, B(A)) \ {BC} (A7)

A.5.2 Zellenlisten

Im Folgenden soll die 3-dimensionale geometrische Zellenliste beschrieben werden.
Im Gegensatz zur topologischen Zellenliste enthilt die geometrische Zellenliste
nicht nur Informationen, welche Zelle mit welcher anderen Zelle inzidiert, sondern
auch Koordinaten der Zellen. [21]

Fiir die Erzeugung der Zellenliste wird die Inzidenzstruktur jeder Blockzelle
eines Blockkomplexes betrachtet. Es werden fiir die Beschreibung 3-dimensionaler
Objekte vier Teillisten bendtigt, jeweils fiir die Blockzellen der Dimension 0 bis 3.

Die Teilliste der 0-Blocke enthélt als topologische Informationen die Anzahl der
mit jeder 0-Blockzelle inzidierenden 1-Blocke sowie deren Indices innerhalb der
Liste der 1-Blockzellen. Als geometrische Information werden zu jeder 0-Blockzelle
ihre Koordinaten gespeichert.

Die Liste der 1-Blockzellen enthélt die Anzahl der Zellen, die von der jeweiligen
1-Blockzelle berandet werden, also Zellen der Dimension 2 und 3. Weiterhin enthéalt

diese Teilliste den Start- und den Endpunkt jeder 1-Blockzelle und einen Zeiger
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auf eine verkettete Liste. Diese verkettete Liste enthélt fiir jede 1-Blockzelle die
von ihr berandeten 2- und 3-Blockzellen. Die verkettete Liste ist im mathematisch
positiven Sinn orientiert.

Die Teilliste der 2-Blockzellen enthélt die Anzahl der Zellen, die die jeweilige
2-Blockzelle beranden, sowie einen Zeiger auf eine verkettete Liste, die den Rand
der 2-Blockzelle beschreibt. Diese verkettete Liste ist orientiert und legt damit
fiir die jeweilige 2-Blockzelle eine Orientierung fest, die wiederum dem mathema-
tisch positiven Sinn entspricht. Des Weiteren enthélt diese Teilliste die Indices der
beiden 3-Blockzellen, die auf der positiven bzw. negativen Seite der 2-Blockzelle
liegen.

In der Teilliste der 3-Blockzellen befindet sich nun lediglich die Anzahl der 2-
Blockzellen, die die jeweilige 3-Blockzelle beranden, sowie deren Indices in der
Liste der 2-Blockzellen.

Die Beschreibung eines 3-dimensionalen Blockkomplexes durch diese vier Teillis-

ten soll an einem Beispiel aus [21] gezeigt werden.

F1, V1

Abbildung A.3: Beispiel fiir einen 3-dimensionalen Blockkomplex be-
stehend aus den 0-Blockzellen P; und P, den 1-Blockzellen L; und Lo,
den 2-Blockzellen Fi, Fy und F3 sowie den 3-Blockzellen V; und V5.

Die zu diesem Beispiel gehorenden Teillisten sehen folgendermafien aus:
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0-Blockzelle | Ngon | 1-Blockzellen | Koordinaten
Py 2 — Ly, +Lo (21,91, 21)
Py 2 +1L1, — Lo (72, Y2, 22)

Tabelle A.1: Liste der 0-Blockzellen.
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1-Blockzelle | SP | EP | Ngon | Zeiger verkettete Liste
L1 P1 PQ 5) Z1 —F1—>‘/1—>—F2—>‘/2—>+F3—>0
L2 P2 P1 5) Z2 —F1—>‘/1—>—F2—>‘/2—>+F3—>0

Tabelle A.2: Liste der 1-Blockzellen.

2-Blockzelle | +V | =V | N¢y | Zeiger verkettete Liste
Fy - | W Zy |Ph—>—Ly—P——-Li— P
Fy Vi| Va Zy |PA—>—-Ly—P——-Li— P
F3 — | W Zs | Pp— 4L — P, — +Ly— Py

Tabelle A.3: Liste der 2-Blockzellen.

3-Blockzelle | N¢; | 2-Blockzellen
‘/1 2 +F17 _F2
Va 2 +Fy, +F3

Tabelle A.4: Liste der 3-Blockzellen.
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Anhang B

Theorem zur konvexen Hiille

In [24] wurde gezeigt, dass der dort vorgestellte Algorithmus zur Erzeugung der
konvexen Hiille einer gegebenen Menge von Voxeln tatsdchlich die konvexe Hiille
berechnet. Die dafiir notwendigen Lemmata und das Theorem werden in diesem
Abschnitt aufgefithrt. Fiir die Beweise der Lemmata sei auf [24] verwiesen.

Theorem PL besagt, dass der in Abschnitt 4.1 vorgestellte Algorithmus die kon-
vexe Hiille CH(V) einer gegebenen Menge V' von Voxeln erzeugt. Dafiir werden
zuvor die Lemmata LZ, CH und BE benétigt.

Lemma LZ: Sei V' eine Menge von 3-dimensionalen Vektoren ' = (v, vy, v,),
die jeweils zu Voxeln (3-Zellen) oder zu Voxelecken (0-Zellen) zeigen. Sei T' eine
Teilmenge von V', in der alle Vektoren bestimmte lineare Ungleichungen erfiillen,
d.h. die Ungleichung schneidet 7" aus V' aus. Dann enthélt 7" mindestens einen

Vektor, der keine Konvexkombination von Vektoren aus V' ist.

Lemma CH: Sei V eine Menge von 3-dimensionalen Vektoren and sei K ein AG

Polyeder, welches die folgenden drei Bedingungen erfiillt:
1. K ist konvex;
2. K enthélt alle lokalen Ecken von V;
3. jede Ecke von K ist identisch zu einer lokalen Ecke von V.

Dann ist K die konvexe Hiille von V' gemé&f Definition CH (siehe S.9).
175
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Lemma BE: Wenn eine Kante E eines Polyeders K zwischen einer Flache F;, und
einer Flache F, liegt, wobei F},, von einem Punkt P aus sichtbar ist und F;, von

P aus nicht, dann liegt das Polyeder K vollstdndig im abgeschlossenen Halbraum,
der durch die Ebene (P, F) berandet wird, welche durch P und F geht.

Theorem PL: Der Algorithmus aus Abschnitt 4.1 erzeugt die konvexe Hiille einer

gegebenen Menge von Voxeln.

Beweis: Man betrachte die Koordinaten der Voxel oder der Voxelecken als 3-
dimensionale Vektoren, die die Menge V' bilden. Im ersten Schritt ermittelt der
Algorithmus die lokalen Ecken von V. Nur diese Vektoren werden als Kandidaten
fiir die Ecken des zu erzeugenden Polyeders benutzt. Somit ist die dritte Bedin-
gung von Lemma CH erfiillt. Um die beiden anderen Bedingungen zu erfiillen,
muss gezeigt werden, dass das erzeugte Polyeder konvex ist und alle lokalen Ecken
von V enthélt.

Der Algorithmus startet mit einem Polyeder K;, i = 0, welches ein Tetraeder
ist. Es ist konvex. Danach nimmt der Algorithmus die néchste lokale Ecke P, die
noch nicht benutzt wurde und bestimmt die Menge der Flachen, die von P aus
sichtbar sind. Der Rand der Menge der sichtbaren Flachen besteht aus Ecken und
Kanten, wobei jede Kante genau eine sichtbare Fliache berandet. Der Algorithmus
konstruiert nun jeweils eine neue Flache fiir jede Kante des Randes. Diese Flachen
verbinden jeweils die Kante des Randes mit dem Punkt P. Im Anschluss daran
werden die sichtbaren Flichen aus K; entfernt. Gemafi Lemma BE liegt das Poly-
eder K; vollstdndig im abgeschlossenen Halbraum, der durch die Ebene bestimmt
wird, die zu einer neu erzeugten Flache F' gehort. Es liegt weiterhin im abge-
schlossenen Halbraum, der der Innenseiten jeder nicht aus K; entfernten Flichen
entspricht. Daher ist das neue Polyeder der Durchschnitt von Halbrdumen und ist
demnach konvex. Dies ist fiir jede neu hinzugefiigte lokale FEcke P erfiillt.

Es bleibt nun zu zeigen, dass K alle lokalen Ecken von V' enthélt. Der Algo-

rithmus verarbeitet alle lokalen Ecken von V. Einige liegen innerhalb des jeweils
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aktuellen Polyeders. Diese werden nicht fiir die Erzeugung von K benutzt, aber sie
sind trotzdem bereits in K enthalten. Die anderen lokalen Ecken von V' gelangen
als Ecken in das Polyeder K und sind deshalb in K enthalten. Alle lokalen Ecken,
die sich in K befinden, bleiben in K, da das modifizierte Polyeder K, das alte
Polyeder K; vollstdndig enthélt. Daher sind alle lokalen Ecken in K enthalten.
Somit sind alle drei Bedingungen von Lemma CH erfiillt und das Polyeder K ist

die konvexe Hiille von V.
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Anhang C

Beispiel einer Zellenliste der initialen

konvexen Hiille

In Abschnitt 4.1.4 (siehe S.36) wird eine initiale konvexe Hiille aus 4 nicht-kompla-
naren Kandidatenvektoren aus der Menge L aufgespannt. Die Speicherung dieses

Polyeders erfolgt unter Nutzung der 2-dimensionalen Zellenliste.

Dabei ist es ausreichend, lediglich die Oberflache eines AG Polyeders zu spei-
chern, denn geméfl Definition AP (siehe S.8) enthélt ein abstraktes Polyeder ge-
nau eine 3-dimensionale Zelle. Auf welcher Seite des Polyeders sich das Innere und
somit die einzelne 3-Zelle befindet, wird durch den Umlaufsinn der Kanten des

Polyeders festgelegt.

Die Zellenliste (siehe S.171) eines 2-dimensionalen AC Komplexes besteht aus
drei Teillisten, jeweils fiir die Zellen der Dimension 0, 1 und 2. Die 0-Zellen sind
die Ecken, die 1-Zellen sind die Kanten und die 2-Zellen sind die Fldchen des Po-
lyeders. Jeder Eintrag in der k-ten Teilliste entspricht einer k-Zelle ¢* und enthalt
Verweise auf alle Zellen, die mit c* inzidieren. Die Eintréige der 0-Zellen enthalten

dariiberhinaus ihre Koordinaten.

Fiir das Beispiel in Abbildung 4.2 sind im Folgenden die drei Teillisten darge-

stellt, die die Zellen dieses Tetraeders enthalten.

179
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Ecke || Koordinaten | Kanten
1 (r1,11,21) |-1,3,-5
2 (T2,y2,22) | 1,-2,4
3 (r3,y3,23) | 2,-3,6
4 (T4,Ys,24) | -4,5,-6

Tabelle C.1: Die Ecken des Tetraeders in der Teilliste der 0-Zellen.

Kante || Startpunkt | Endpunkt | linke Flache | rechte Fléache
1 1 2 1 2
2 2 3 1 3
3 3 1 1 4
4 4 2 2 3
5 1 4 2 4
6 4 3 3 4

Tabelle C.2: Die Kanten des Tetraeders in der Teilliste der 1-Zellen.

Flache || n | Paare (P, L)
1 |13](1,1),22),(3.3)
2 | 3] (1,5),(4,4),(2 -1)
3 31(2,-4),(4,6),(3,—2)
4 31(1,-3),(3,—6),(4,—5)

Tabelle C.3: Die Flachen des Tetraeders in der Teilliste der 2-Zellen.

Die Teillisten enthalten im Einzelnen folgende Eintrédge: Die Liste der 0-Zellen
(Tabelle C.1) besitzt in der ersten Spalte die Indices der Ecken, die gleichzeitig
die Indices der Kandidatenvektoren in der Liste L sind. Die zweite Spalte be-
inhaltet fiir jede Ecke drei Integer-Werte (z;, y;, 2;), die den Koordinaten der Ecke
entsprechen. Die dritte Spalte enthélt fiir jede 0-Zelle die Indices aller Kanten, die
mit der jeweiligen 0-Zelle inzidieren. Dabei gibt das Vorzeichen an, ob eine Kante
zur aktuellen Ecke zeigt (Plus) oder von ihr weg (Minus).

Die zweite Teilliste (Tabelle C.2) ist die Liste der Kanten. Die Spalten dieser

Teilliste enthalten zunédchst den Index jeder Kante und dazu ihren Startpunkt
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und Endpunkt (Verweise auf die Eintrdage in der Teilliste der 0-Zellen) sowie die
von dieser Kante berandete linke und rechte Flidche (Verweise auf die Eintrége in
der Teilliste der 2-Zellen). Dabei wird links und rechts durch die Betrachtung von
aulen definiert.

Die dritte Teilliste (Tabelle C.3) ist die Liste der Fléchen. Zu jeder Flache wird
lediglich ihr Rand gespeichert, denn durch den Rand stehen die inzidierenden
Zellen mit der jeweiligen 2-Zelle in topologischer Relation. Bei einem konvexen
Polyeder ist der Rand einer 2-Zelle eine 1-Mannigfaltigkeit und somit ein geschlos-
senes Polygon. Von diesem werden nun Paare von 0- und 1-Zellen gespeichert,
die eine geschlossene Sequenz ergeben, die in Form einer verketteten Liste in der
dritten Spalte der 2-Zellenliste abgelegt ist. Die zweite Spalte gibt die Anzahl der
Paare in der dritten Spalte an, da die Fléachen eines Polyeders im Allgemeinen eine
unterschiedliche Anzahl von Kanten besitzen.

Die hier beschriebene Version der 2-dimensionalen Zellenliste enthélt zu einem

k zu ¢™ und auch

Paar inzidierender Zellen ¢* und ¢™ jeweils einen Verweis von ¢
von ¢™ zu ¢*. Diese Redundanz kostet Speicherplatz, jedoch ist es von Vorteil, beide
Verweise wihrend der Berechnung der konvexen Hiille zur Verfiigung zu haben, da
inzidierende Zellen ohne Suche gefunden werden kénnen. Am Ende der Erzeugung
der konvexen Hiille bzw. am Ende der Modifikation eines AG Polyeders kann die

Redundanz entfernt werden, um eine sparsame Repréasentation zu erzielen.
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T;-trennbar, 156
Auferes, 164

abgeschlossen, 161

Abschluss, 162

abstrakter Zellenkomplex, 163
abstraktes geometrisches Polyeder, 8
abstraktes Polyeder, 8

AC Komplex, 163

ALF Raum, 159

Ausschneiden, 70

Begrenzung, 158

diinne, 159

dicke, 159
Berandungsrelation, 161
Blockkomplex, 170
Blockzellen, 170

dichte Region, 164

digitale Halbebene, 169

digitale konvexe Teilmenge, 169
digitale Kreisscheibe, 169
digitale Kugel, 169

digitale Strecke, 169

digitaler Halbraum, 168
digitales Ebenenstiick, 169
DPP, 169

DSS, 169

echte Zelle, 165
Eindriicken, 60, 76
einfacher Tunnel, 69
elementare Unterteilung, 165
Elemente

maximale, 161

minimale, 161
EULER Charakteristik, 55

Geschlecht, topologisches, 166
Grad der Nicht-Konvexitét, 10

Hiille, konvexe, 9
Halbraum, digitaler, 168
Homoomorphismus, 156

homogen n-dimensional, 164

Inneres, 164

Invariante, topologische, 156
Inzidenz, 158

Inzidenzpfad, 158
Inzidenzstruktur, 171

Kartesischer Komplex, 167
kleinste Nachbarschaft, 157
kleinste offene Umgebung, 162

kombinatorisch homéomorph, 166
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kombinatorische (m — 1)-Sphére, 165  nicht-einfacher Tunnel, 69
kombinatorische Mannigfaltigkeit, 166

konkave 0-Zelle, 13, 14

konkave 1-Zelle, 13

Konkavitét, 9

offen, 161
offene kombinatorische m-Kugel, 165
Opponent, 158

konvexe 0-Zelle, 13 Polyeder

konvexe 1-Zelle, 13 abstraktes, 8

konvexe 3-Zelle, 35 abstraktes geometrisches, 8

konvexe Hiille, 9 konvexes, 8

konvexes Polyeder, 8 Punktnormale

Konvexkombination, 168 einer 0-Zelle, 76

Koordinaten einer 3-Zelle, 76
kombinatorische, 167 Rand, 164

Kugel

topologischer, 158
digitale, 169

offene kombinatorische, 165

Raum
lokal endlicher, 157

Kurve topologischer, 155

topologische, 167

Region, 164

LF Raum, 157 dichte, 164
Linearkombination, 168 relevante 0-Zelle, 13
lokale Ecke, 34 relevante 1-Zelle, 12
Mannigfaltigkeit relevante 2-Zelle, 12

kombinatorische, 166 Sattelpunkt, 14
Menge Seite, 163

abgeschlossene, 161 sichtbar, 37

offene, 161 SON, 162
Modifikation, 59 Sphare

kombinatorische, 165
Nachbarschaft, 157 ombinatorische,

kleinste, 157
Nachbarschaftsrelation, 158 Teilkomplex, 163

stark zusammenhéngend, 164
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topologische Invariante, 156
topologische Kurve, 167
topologischer Raum, 155
topologisches Geschlecht, 166
Tunnel

einfacher, 69

nicht-einfacher, 69

Umgebung
kleinste offene, 162
Unterteilung, elementare, 165

unverzweigt, 171
verzweigt, 171
Weg, n-dimensionaler, 164

Zelle

d-dimensionale, 163

echte, 165
Zellenkomplex, abstrakter, 163
Zellenliste, 171
Zielzellen, 60
ZKH, 51
ZKH-Hohlraum, 51
ZKH-Konkavitét, 51
ZKH-Tunnel, 51
zusammenhéngend, 158
zusammenhangend, stark, 164

Zusammenhang, 158
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