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Kurzfassung:

In der vorliegenden Arbeit wird die Erzeugung eines Elektron-Positron Paares mit-
tels Wechselwirkung zwischen einem hochenergetischen Photon und einer intensiven,
gepulsten ebenen Laserwelle untersucht. Die bisherige Beschreibung dieses Prozesses
beruhte auf der Annahme, dass die Laserwelle in Raum und Zeit unendlich ausgedehnt
ist. Die Entwicklung von neuartigen Lasersystemen, welche ultrakurze Lichtblitze emit-
tieren, macht es notwendig eine addquatere Beschreibung der Laserwelle zu verwenden.
Aus diesem Grunde wird mittels eines semiklassischen Ansatzes das Streumatrixele-
ment des Paarerzeugungsprozesses fiir gepulste Laserwellen aufgestellt und numerisch
ausgewertet. Es wird die differentielle sowie totale Produktionswahrscheinlichkeit

berechnet und mit Ergebnissen der unendlich ausgedehnten Welle verglichen.

Abstract:

In this work the creation of an electron-positron pair due to interaction of an high-
energetic photon with an intensive, pulsed plane laser wave will be investigated. This
process is usually described under the assumption of an infinite plane wave. The
development of new laser systems, which emit ultra-short pulses, makes it necessary
to go beyond the approximation of infinite pulse extent. To achieve that it will be
calculated the scattering matrix of the pair creation process in a pulsed laser field,
using a semi-classical approach. It will be investigated the differential as well as the
total production probability. The results will be compared with the results of the

infinite plane wave.
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1 Einleitung

1.1 Motivation

Das Verhalten von massebehafteten, geladenen Teilchen, wie Elektronen und Positro-
nen, in intensiven elektromagnetischen Feldern ist fiir Forschung und Anwendung von
hohem Interesse und bis heute ein viel diskutiertes Thema. Die grundlegende Theorie,
die die Wechselwirkung zwischen Licht und Materie, beschreibt ist die Quantenelek-
trodynamik (QED). Einer der noch verbliebenen Priifsteine der QED ist die von
Schwinger vorhergesagte Polarisation des Vakuums [1] in Anwesenheit eines starken,
elektromagnetischen Feldes, auch als Schwinger-Effekt bezeichnet. Schwinger zeigte,

dass ein elektrisches Feld, welches die von Sauter berechnete kritische Feldstérke [2]

m2c?

eh

~ 1.3 x 10" V/m (1.1)

iibersteigt, reelle Elektron-Positron Paare erzeugen kann. Hierbei ist m die Masse und e
die Ladung eines Elektrons, ¢ die Lichtgeschwindigkeit und /A das reduzierte Plancksche-
Wirkungsquantum. Durch die Anwesenheit eines solchen Feldes werden die durch
Vakuumfluktuationen kontinuierlich erzeugten, virtuellen Elektron-Positron Paare
mehr als eine Compton-Wellenléinge voneinander getrennt und gehen in reelle Teilchen
iiber. Das Vakuum wird polarisiert. Die zu E? proportionale kritische Intensitit des

Feldes ergibt sich als
1
I, = 5eocEf ~ 2.2 x 10 W/cm?, (1.2)

Felder mit solch immensen Intensitdten konnen zur Zeit noch nicht im Labor erzeugt
werden. Es ist aber auch mit geringeren Intensitdten moglich Paare zur erzeugen. Ein
bekanntes Beispiel hierfiir ist die Wechselwirkung eines elektromagnetischen Feldes mit
einem hochenergetischen Photon. Dieses Phédnomen, dass aus der Interaktion zweier
Lichtquanten Materie mit einer endlichen Masse entsteht, wurde 1934 erstmalig von

Breit und Wheeler [3] theoretisch beschrieben und wird oft als Breit-Wheeler-Prozess
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bezeichnet. Die beiden Physiker berechneten den Wirkungsquerschnitt des linearen

2 — 2 Prozesses,
M4+ — et+e, (1.3)

und das Resultat ist heute bekannt als Breit-Wheeler-Formel. Ein experimenteller
Nachweis konnte damals noch nicht erbracht werden. Es fehlten die nétigen Einrich-
tungen, um hochenergetische Photonen zu erzeugen und miteinander wechselwirken
zu lassen. Mit Entwicklung des ersten Lasers im Jahre 1960 [4] entstanden neue
Moglichkeiten, die Wechselwirkung von Materie und Licht zu erforschen. Die vom
Laser erzeugten elektromagnetischen Felder waren von bis dahin nicht gekannter In-
tensitdt, wodurch Wissenschaftler mit neuen Fragestellungen konfrontiert wurden. Im
Unterschied zum Breit-Wheeler-Prozess kénnen Photonen, welche durch ein intensives
Laserfeld propagieren, mit mehreren Photonen des Feldes gleichzeitig wechselwirken

und somit Paare erzeugen,
YAl — e te” (1.4)

mit [ € N. Dieser Prozess ist in der Literatur als nicht-linearer Breit-Wheeler-Prozess
bekannt. Erste theoretische Untersuchungen zur Paarerzeugung in starken Feldern,
welche mit einem Photon wechselwirken, wurden von Reiss [5] 1962 und zwei Jah-
re spater von Nikishov und Ritus [6] durchgefiithrt. Dabei ist die letztere Arbeit
besonders umfangreich und grundlegend. Hierin wurden neben dem nicht-linearen
Breit-Wheeler-Prozess auch dessen Kreuzkanal, der nicht-lineare Compton-Effekt,
und die Umkehrung der Paarerzeugung, die Paarannihilation, betrachtet. Die erste
experimentelle Bestétigung, dass aus Licht Materie entstehen kann, sollte erst 33 Jahre
spater erfolgen. Mitte der 90er Jahre wurde am Standford Linear Accelerator Center
(SLAC) das Experiment E-144 durchgefiihrt [7, 8]. In diesem Experiment wurden in
einem ersten Schritt 46.6 GeV Elektronen aus einem Linearbeschleuniger mit einem
Terawatt Laserstrahl kollidiert. Dadurch wurden, mittels Comptoneffekt, riickgestreute
Compton-Photonen mit einer Energie von 29.2 GeV erzeugt. Diese wurden in einem
zweiten Schritt mit dem Laserstrahl in Wechselwirkung gebracht. Als Endresultat
erzeugte man Elektron-Positron Paare. Dieser Prozess wird auch Trident-Prozess ge-
nannt. Die gemessene Produktionsrate stimmte gut mit der theoretischen Vorhersage
iberein. Es konnten jedoch nur geringe nicht-linearen Effekte beobachtet werden,
da die Intensitdt des Lasers, aus der Sicht der Starkfeld-QED, eher klein war. Das
bedeutet, um groflere Starkfeldeffekte zu erhalten, miissten Experimente mit Lasern

hoherer Intensitit durchgefithrt werden.
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SLAC XFEL (Ziel) HZDR Vulcan ELI
Status aktiv  in Planung aktiv in Planung in Planung
Leistung 1 TW 5 TW 150 TW 10 PW 200 PW
I [W/em? 108 10%7 1020 10%3 10%
n 0.4 10 20 200 5% 10°

Tab. 1.1: Ubersicht iiber verschiedene Lasersysteme (XFEL: X-ray free electron laser,
DESY [13]; HZDR, Helmholtz-Zentrum Dresden-Rossendorf [14]; Vulcan:
Central Laser Facility, Rutherford-Appleton Lab [15]; ELI: Extreme Light
Infrastructure project [16]; SLAC: Stanford linear Accelerator, Experiment
E-144 [7])

Die Intensitit eines Laserfeldes wird in der Literatur [5, 6, 9, 10] oft durch den

Parameter

eE  e/{A-A)

pr— p— 1-5
n mciw m (1.5)

beschrieben. Hierbei ist (A - A) das zeitlich gemittelte Quadrat des Vierervektorpo-
tentials A, vom elektrischen Feld E, und w bezeichnet die zentrale Kreisfrequenz
des Feldes. Der Parameter 7 ist somit ein dimensionsloses und Lorentz invariantes
MafB der Intensitit des Laserfeldes [11]. Er ist ein rein klassischer Parameter, worauf
die Abwesenheit von # hinweist. In Tabelle 1.1 ist eine Ubersicht iiber Werte von n
fiir verschieden Laser-Einrichtungen gegeben. Es ist ersichtlich, dass die modernsten,
sich noch in Planung befindenden Laser-Einrichtungen immer ndher an die kriti-
sche Intensitdt herankommen, diese aber noch nicht erreichen. Dennoch verdndert
sich mit den neuartigen Lasersystemen auch die Physik im subkritischen Bereich.
Dieser Bereich kann in drei verschiedene Regime unterteilt werden [12]. Das Erste
ist das perturbative Regime fiir sehr geringe Intensititen des Feldes. Der lineare
Breit-Wheeler-Prozess lasst sich in dieses Regime einordnen. Steigt die Feldintensitét
an, befindet man sich im nicht-perturbativen Regime. Hierzu zahlt der nicht-lineare
Breit-Wheeler-Prozess, wenn die Anzahl der absorbierten Laserphotonen [ gering im
Vergleich zur Gesamtanzahl der Photonen im Laserfeld ist. Erreicht man Intensitaten
knapp unterhalb der kritischen Intensitdt und die Systemenergie der Kinematik ist viel
kleiner als die Masse eines Elektrons, dann werden sehr viele Laserphotonen benétigt
um ein Paar zu erzeugen. Man spricht vom quasistatischen Regime. In dieser Unter-
teilung ist das SLAC-Experiment E-144 in den Ubergangsbereich vom perturbativen

zum nicht-perturbativen Regime einzuordnen [12].

In der vorliegende Arbeit wird die Erzeugung von Elektron-Positron Paaren durch

Wechselwirkung hochenergetischer Photonen mit einem intensiven, optischen Laserfeld
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im nicht-perturbativen Regime untersucht. In den bisherigen theoretischen Arbeiten
zu diesem Thema (eine Auswahl ist [5, 6, 10, 17, 18, 19]) wurde das Laserfeld mit Hilfe
von unendlich ausgedehnten, ebenen Wellen beschrieben. Diese Ndherung hat ihre
Berechtigung solange die Anzahl der Schwingungen N der Tragerwelle innerhalb eines
Pulses viel grofer ist als 1. Im SLAC Experiment E-144 war ein A in der Grofienord-
nung von O (1000) ausreichend, um mit der Approximation zu arbeiten. Im Gegensatz
dazu werden hochintensive Laserfelder gegenwértig mit der chirped-Technik erzeugt
[20]. Dabei werden die Laserpulse auerhalb des Resonators zeitlich gestreckt und
durchlaufen dann einen Verstérker; dadurch wird die Beschadigung des Resonatormate-
rials verhindert. Nach anschliefender Kompression entstehen ultrakurze, hochintensive
Laserpulse im Femtosekundenbereich mit A/ in der GroSenordnung von O (1). Um
Phénomene in diesem Gebiet der Physik addquat beschreiben zu kénnen, muss iiber
die Ndherung der unendlich ausgedehnten Laserwelle hinausgegangen werden. Ansétze
dazu gibt es bereits fiir die Erzeugung von Paaren im quasistatischen Bereich durch
Wechselwirkung eines Photons mit einem Coulomb-Feld [21, 22, 23] und durch zwei
wechselwirkende Laserstrahlen [24, 25]. Fiir die Paarerzeugung durch die Wechselwir-
kung eines gepulsten Lasers mit einem Photon im nicht-perturbativen Regime wurden
erste Ansétze von Narozhny [18] 1997 und von Heinzl [17] 2010 gemacht. In [18] wur-
den Massenspektren einzelner Harmonischer betrachtet und in [17] die differentielle
Produktionsrate. Die vorliegende Arbeit geht dariiber hinaus und beschreibt zum
ersten Mal die totale Produktionswahrscheinlichkeit und den Wirkungsquerschnitt
des nicht-lineare Breit-Wheeler-Prozesses in gepulsten Laserwellen. Dabei besteht die
Hauptaufgabe darin, zwischen Unterschiede und Ahnlichkeiten in der Physik gepulsten

und unendlichen Wellen zu untersuchen.

Fine unmittelbare physikalische Motivation, die Laserpulse in realistischen Rechnun-
gen zu beschreiben, ist die Planung und der Bau des European XFEL [13]. Der XFEL
ist ein Freier Elektronen Laser (FEL) der ultrakurze Laserpulse im Réntgenbereich
erzeugen wird. Diese mittelintensive Laserpulse kénnen mit einem hochintensiven
optischen Laserstrahl in Wechselwirkung gebracht werden und somit experimentel-
le Untersuchungen im nicht-perturbativen Regime der QED vollzogen werden. Im
Zusammenhang mit der geplanten Helmholtz beam-line am XFEL wird aktuell die
Kombination eines diodengepumpten Lasers, der zur Zeit im Rahmen des PEnELOPE
Projektes am HZDR entwickelt wird [26], mit dem XFEL in Erwigung gezogen [27].
Auch die Wechselwirkung XFEL mit einem einzelnen hochenergetischen Photon ist
denkbar, was der Kinematik, die dieser Arbeit zugrunde liegt, entspricht. Ein Kon-
kurrenzprojekt zum XFEL ist der ,Linac Coherent Light Source” (LCLS) am SLAC
[28]. Hierbei handelt es sich ebenso um ein FEL der Laserblitze mit Photonen im

Rontgenbereich produziert. Der LCLS ist bereits im Betrieb wahrend der European

10



1.2 Aufbau und Struktur der Arbeit

XFEL 2015 fertiggestellt werden soll.

Diese zwei Beispiele verdeutlichen, dass ein hohes Interesse in der wissenschaftlichen
Gemeinschaft existiert, die neuartige Physik, welche mittels ultrakurzen Laserpul-
sen zugdnglich wird, so realistisch wie moéglich zu beschreiben. Somit besteht die
Notwendigkeit, verfeinerte theoretische Methoden zu entwickeln, um experimentelle

Ergebnisse vorherzusagen und addquat interpretieren zu kénnen.

1.2 Aufbau und Struktur der Arbeit

Eine der Hauptaufgaben dieser Arbeit ist es, das Streumatrixelement Sy; (siche Ab-
schnitt 4.1, Gl. (4.22)) einer gepulsten Laserwelle numerisch zu berechnen und die
daraus folgende Produktionswahrscheinlichkeit in einem physikalischen Sinne zu inter-
pretieren. Hierfiir wurde ein Quellcode in der Programmiersprache Python verfasst.
Dieser Quellcode hat einen Umfang von iiber tausend Zeilen, aufgeteilte in verschiede-
nen Unterprogrammen und Subroutinen. Damit ist er das unsichtbare Kernstiick dieser
Arbeit. Zur Auswertung des Quellcodes wurde dem Autor Rechenzeit auf dem Rechen-
cluster ,Hypnos” am HZDR zur Verfiigung gestellt. Die effektive Rechenzeit belief sich
auf mehrere Wochen. Die Schwierigkeit der numerischen Auswertung liegt vor allem in
der Berechnung der A}"-Funktionen (sieche (4.17)). Der schnell oszillierende Exponent
des Phasenfaktors der A7'-Funktionen sorgt dafiir, dass die Berechnung der Integrale
im Exponenten numerisch sehr aufwendig ist. Mit zunehmender Feldintensitdt werden
die Oszillationen immer heftiger und lassen sich mit den hier verwendeten Methoden
nicht mehr berechnen. Deshalb beschrankt sich die Analyse in dieser Arbeit auf den
nicht-perturbativen Parameterbereich nach der Definition in [12], was den Wert des
Intensitatsparameter ag (siehe (2.7)) auf ap < 5 und die Gesamtenergie der Kinematik

auf das Minimum von 0.1 MeV beschrankt.

Die Arbeit ist wie folgt aufgebaut. Im néchsten Kapitel werden die theoretischen
Grundlagen fir die Berechnung des Paarerzeugungsprozesses beschrieben. Es wird
der semiklassische Ansatz eingefiihrt und das Laserfeld definiert. Dies fithrt auf die
Zustandsgleichungen des Elektrons und des Positrons, die auch als Volkov-Zustédnde

bezeichnet werden.

Im dritten Kapitel wird der nicht-lineare Breit-Wheeler Prozess in unendlich ausge-
dehnten, ebenen Wellen beschrieben und der Wirkungsquerschnitt berechnet. Dies gibt
zum einen dem Leser eine physikalische Einfiihrung und Ubersicht {iber das in dieser
Arbeit diskutierte Thema und zum anderen werden spéter die erhalten Resultate mit

denen der gepulsten Welle verglichen.

11



1 Einleitung

Im vierten Kapitel wird das Streumatrixelement des nicht-linearen Breit-Wheeler
Prozesses fiir gepulste Laserfelder untersucht. Es wird gezeigt, dass man aus dem
definierten Streumatrixelement fiir den Grenzfall schwacher Felder das Streumatrix-
element des linearen Breit-Wheeler Prozesses ableiten kann. Anschlieflend wird die
Produktionswahrscheinlichkeit und der Wirkungsquerschnitt definiert, die im fiinf-
ten Kapitel ausgewertet werden. Dafiir werden differentielle Wahrscheinlichkeiten
und Wirkungsquerschnitte dargestellt und die Abhéngigkeiten der totalen Produk-
tionswahrscheinlichkeit von der Gesamtenergie des Systems, von der Intensitdt des
Laserfeldes und von der Pulslénge analysiert. Im letzten Kapitel werden die erhaltenen

Resultate zusammengefasst und Motivationen fiir weitere Untersuchungen gegeben.

Im Anhang befinden sich die Konvention der benutzten Symbole, sowie Definitionen

und Beispielrechnungen fiir ausgewéhlte Probleme.

Um unnétig aufwendige Notationen zu vermeiden, werden im Folgenden natiirliche

Einheiten (¢ = h = 1) verwendet.

12



2 Theoretische Grundlagen

2.1 Der semiklassische Ansatz

Die Bewegung eines Elektrons mit der Ladung ¢ = —e, der Vierergeschwindigkeit u*
und der Masse m, welches sich in einem starken, elektromagnetischen Feld (z. B. erzeugt

von einem Laser) befindet, wird nach klassischer Theorie durch die Lorentz-Gleichung

dut

mo_ - = —eFHy, (2.1)

beschrieben. Hierbei ist F* = 9¥ A* — OF A¥ der Feldstéarketensor, der sich aus dem
Viererpotentialen A* bestimmen lisst, und ds = dt/~ die Eigenzeit mit v als Lorentz-
Faktor. Insbesondere in einer ebenen, elektromagnetischen Welle vollfithrt das Elektron

schnelle, oszillierende Bewegungen transversal zur Ausbreitungsrichtung der Welle.

Aus der Sicht der Quantenmechanik besteht Laserlicht aus vielen Photonen. Das
heifit, es handelt sich nicht, wie im Klassischen, um eine reine Welle, sondern vielmehr
um einzelne Quanten. Diese wechselwirken mit dem Elektron und verursachen somit
dessen transversale Bewegung im Feld. Um diese Wechselwirkungen vollstandig in
einer Stérungstheorie beschreiben zu kénnen, miissen die einzelnen Feynmangraphen
ausgewertet und aufsummiert werden. Hierzu gab es bereits in den 60er Jahren Ansétze
[29]. Die perturbative Beschreibung des Prozesses bringt tief liegende Probleme mit sich.
So stellt sich die Frage, wie viele Laserphotonen mit dem Probephoton wechselwirken

und wie der Ausgangszustand des Prozesses aussieht.

Ein andere Herangehensweise beschreibt das Laserfeld exakt und benutzt dafiir einen
semiklassischen Ansatz [5, 6]. Aufgrund der hohen Anzahl aus dem Laser emittierter
Photonen mit Viererimpuls & = (w, k) kann die Gesamtheit aller Photonen im Laserfeld
als ein kohérenter Zustand [30, 31],

3
|C) = exp [\/N / dﬂlng“(k)aL(k) 0), (2.2)

(2

beschrieben werden. Hierbei ist aL (k) der Erzeugungsoperator eines Photons mit dem

Wellenzahlvektor k und N die gemittelte Photonenanzahl im Laserstrahl. Der Zustand

13



2 Theoretische Grundlagen

ist durch die Polarisations- und Impulsverteilungsfunktion C), (k) charakterisiert. Er
ist ein Eigenzustand des Vernichtungsoperators. Das heifit, auch wenn ein Photon
des Feldes mit dem Elektron wechselwirkt und seine Eigenschaften sich somit &ndern,
verdndert sich der Gesamtzustand des Laserfeldes, welches nun ein Photon weniger
besitzt, nicht. Das hat zur Folge, dass bei einer kleinen, vernachliassighbaren Anzahl
wechselwirkender Photonen (im Vergleich zu der Gesamtanzahl der Photonen im
Laserfeld) der Zustand des Laserfeldes konstant bleibt. Somit kann das Laserfeld als
»klassisches” Hintergrundfeld gesehen werden, welches das Elektron zu jeder Zeit in
gleicher Weise umgibt. Der Zusammenhang zwischen |C},) und dem Hintergrundfeld
ist durch das Viererpotential [32]
\/7 5 e—ikm
A, (x) = N/dkC k) + c.c. 2.3
H( ) (27‘(’)3/2 2’k| H( ) 20 ( )
des Hintergrundfeldes, welches im néchsten Abschnitt genauer beschrieben wird,

gegeben. A, (x) ist im Wesentlichen die Fourier-Transformierte der Verteilungsfunktion
Cu (k) [33].

Der Zustand eines Elektrons kann im Furry-Bild [34] dargestellt werden. In diesem Bild
wird die Wechselwirkung eines Elektrons mit einem Hintergrundfeld nicht-perturbativ
behandelt, was der Intention des semiklassischen Ansatzes entspricht. Der Zustand
eines Elektrons im Furry-Bild ist der in Abschnitt 2.4 behandelte Volkov-Zustand.

Die Grenzen der Anwendbarkeit des semiklassischen Ansatzes werden erreicht, wenn
sehr viele Photonen des Laserfeldes absorbiert werden. Um eine ungefdhre Vorstellung
von der Groflenordnung der Anzahl der Photonen im Laserfeld zu bekommen soll hier
eine Abschitzung angegeben werden. Fiir ein Volumen von 1pm? und n = 1 kann die
Photonendichte durch

wn?m?

pLo= R 10% cm ™3 = 10" pm 3 (2.4)
yiye?

abgeschétzt werden. Das heifit, das Laserfeld kann nicht mehr als kohérenter Zustand
betrachtet werden, wenn die Anzahl absorbierter Photonen in der Gréflenordnung von
O (1014) ist. Dies ist beispielsweise im quasistatischen Regime der Fall. Folglich muss

die Abschwéichung des Laserfeldes beriicksichtigt werden.

14



2.2 Das Hintergrundfeld

2.2 Das Hintergrundfeld

Das Feld einer ebenen Welle mit dem Vierervektorpotential A* und einem Viererwel-
lenvektor k#* mit k? = 0 hiingt iiber die invariante Phase ¢ = k - z von Raum und Zeit
ab. Es erfiillt die Lorenz-Konvention 9, A" = ku% = 0. Ein moglicher konstanter
Term kann durch eine geeignete Eichtransformation entfernt werden. Dadurch erhélt
man die Bedingung k- A = 0 [9]. Die Definition des Vierervektorpotentials mit einer
konstanten Amplitude Ap und der Einhiillenden g (¢) (siche Abschnitt 2.3) sei

AF = Agg(9) (€] cos€ cosd + €h sinE sin @) . (2.5)

Die Polarisationsvektoren €; und ez haben den gleichen Betrag, ¢ = ¢2 = ¢2, und

stehen senkrecht aufeinander, €; - e = 0. Eine komplexe Darstellung des Potentials ist

gegeben durch den Ausdruck
1 . .
A = S Aog (@) (e e+ epe™) (2.6)

mit € = e/ cos€ £ i€l sin &. Hierbei bestimmt der Parameter ¢ die Polarisation des
Feldes. Fur § = 4+ /4 ist das Feld zirkular polarisiert, wahrend fiir £ = 0 oder £ = +7/2
lineare Polarisation vorliegt. Fiir andere Werte von £ ist das Laserfeld elliptisch
polarisiert. Das Vektorpotential A beschreibt reelle, transversale, ebene Wellen. Diese
konnen das Vakuum nicht im Sinne des Schwinger-Effektes [1] polarisieren, da beide
Feldinvarianten F),, F/*¥ und F, WF ¥ zu Null werden. Somit ist Paarproduktion nur in
Anwesenheit eines weiteren, wechselwirkenden Feldes (z. B. ein Kernfeld, ein Laserfeld

oder ein einzelnes, hochenergetisches ,Probe”-Photon) méglich.

Die Normierung des Vektorpotentials wird so gewéhlt, dass die mittlere Energiedichte
(E?) < —(A,A*) = g*(¢) A3/2 ist. Die Mittelung (---) bezieht sich dabei auf die
schnellen Oszillationen der Tragerwelle. Die so gewéhlte Normierung ist unabhéngig
von der Polarisation, jedoch ist durch die Anwesenheit der Einhiillenden g (¢) der
dimensionslose Intensitdtsparameter n (1.5) nicht mehr zeitunabhéngig. Deshalb wird
an dieser Stelle dem Vorgehen in [33] gefolgt und der zeitunabhéngige Parameter

ag = edo (2.7)

m

definiert. Dieser Intensitdtsparameter ist wie 1 dimensionslos, zeitunabhéngig und
Lorentz-invariant. Ist der Wert von ag in der GroBenordnung O (1) wird die transversale
Bewegung eines Elektrons im Feld relativistisch. Somit ist ag einer der wichtigen
Parameter, welcher benétigt wird, um das Laserfeld zu beschreiben. Er stellt den

Peakwert der Intensitdt des Laserpulses dar. Im Grenzfall einer unendlich ausgedehnten
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2 Theoretische Grundlagen

ag

Laserwelle, g (¢) = 1, ergibt sich der Zusammenhang n = ok

2.3 Die Einhiillende g(¢)

In den 60er Jahren zeigte Kibble [35], dass sich die physikalischen Eigenschaften
langer Laserpulse, die eine grofie Anzahl an Oszillationen der Triagerwelle beinhalten,
denen eines unendlich ausgedehnten Laserpulses anndhern. Bei modernen, hochin-
tensiven Lasersysteme wie Draco (HZDR) [14], ELI [16] oder Vulcan [15] (vergleiche
Tabelle 1.1) dauert der Puls nur noch einige Femtosekunden an. Dies entspricht 1
bis 10 Oszillationen pro Puls, weswegen die Approximation der ausgedehnten Welle
nicht mehr addquat ist. Aus diesem Grunde wird in (2.5) die zusétzliche Funktion
g (¢) eingefiihrt. Sie ist eine einhiillende Funktion und moduliert das Vektorpotential
A* und somit das erzeugte Hintergrundfeld. Durch geeignete Wahl von ¢ (¢) kann
ein endliches, gepulstes Feld beschrieben werden, welches beispielsweise durch einen

hochintensiven Laser erzeugt wird.

Setzt man g (¢) = 1, so ist das Feld A" in Raum und Zeit unendlich ausgedehnt.
Daraus folgt, dass die Welle genau mit der zentralen Frequenz w propagiert. Dies ist

an den Deltadistributionen der Fourier-Transformierten von A*(¢)

Ab (2) — rAy (e*ia (2 + 1) +es (2 - 1)) (2.8)

erkennbar, wobei 2/w eine dimensionslose Frequenz bezeichnet mit €2 als Frequenz

und w als zentrale Frequenz des Laserpulses.

Fir endliche Laserpulse ist g (¢) # const. Um den endlichen Charakter des Pulses
darzustellen, sollte g (¢) ab einem bestimmten Wert von ¢ von Null verschieden sein
und nach einer endlichen Dauer wieder gegen Null gehen. Eine einfache, aber eher

unphysikalische Pulsform, die diese Bedingung erfillt, ist der Box-Puls

9(¢) = O6(1+¢)0(1-9) (2.9)

mit der Heaviside-Funktion © (x). Der Parameter 7 ist hierbei ein Maf$ fiir die Lange
des Laserpulses und ist typischerweise proportional zur Anzahl der Laseroszillationen
N unter der Einhiillenden. Eine weitere Moglichkeit, eine Einhiillende zu definieren,
ist

T

90) = e (50) (2.10)

fir [¢| < 7 und g (¢) = O fiir |¢| > 7. Eine Laseroszillation entspricht dabei einer
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Abb. 2.1: (a): Die Einhiillende g(¢) = cos? (£ ¢) (blaue Kurve, 7 = 8m) und
g(¢) = exp (¢?/27?%) (griine Kurve, 7 = 8) in Abhiingigkeit von ¢. (b):
Fourier-Transformierte von g(¢), g7 (Q/w), in Abhéngigkeit von der di-
mensionslosen Frequenz Q/w.

Pulslinge von 7 = w. Ein Vorteil der cos?-Funktion ist, dass sie einen kompakten
Tréger besitzt. Das bedeutet, dass der Puls fiir |¢| > 7 identisch verschwindet. Im
Gegensatz dazu nimmt beispielsweise eine Gaufi-Funktion g (¢) = exp (—¢?/272) (mit
N =1, wenn 7 = 1) erst im Unendlichen den Wert Null an, so dass man einen weiten
Bereich in Betracht ziehen muss, um den Laserpuls mit ausreichender Genauigkeit
beschreiben zu koénnen (siehe Abb. 2.1a). Dies erhoht den numerischen Aufwand. Ein
Nachteil der cos?-Funktion ist, dass die Fourier-Transformierte der Funktion relativ
hohe Nebenmaxima aufweist (siehe Abb. 2.1b). Diese ergeben zusétzliche Beitrdge zum
Frequenzspektrum und miissen bei der Auswertung der Resultate beachtet werden. Im
Unterschied dazu ist die Fourier-Transformierte der Gaufl-Funktion wieder eine Gauf3-
Funktion ohne Nebenmaxima. Eine weitere, oft verwendete Mdoglichkeit, die Pulsform
zu beschreiben ist durch g (¢) = 1/cosh (¢/7) gegeben [33]. Diese Hiillfunktion besitzt
dhnliche Eigenschaften wie die Gau-Funktion, soll hier aber nicht nédher betrachtet

werden.

Fiir die Rechnungen in dieser Arbeit wird hauptsichlich der cos?-Puls verwendet, da

der numerische Zeitaufwand so klein wie moglich gehalten werden sollte.
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2 Theoretische Grundlagen
2.4 Der Volkov-Zustand

Der Zustand eines geladenen Fermions mit dem Spin 1/2, welches sich in einem wie
oben beschriebenen Feld (siche Abschnitt 2.2) befindet, wurde 1935 von Volkov [36]
berechnet und wird als Volkov-Lésung der Dirac-Gleichung oder Volkov-Zustand
bezeichnet. Der Volkov-Zustand eines Elektrons mit Viererimpuls p = (pg, p), Masse

m und elektrischer Ladung e ist demnach durch den Ausdruck

B kA \ pu(p,s)
Y_(p,s) = <1+2k-p> et N (2.11)

*( A-p e2A2
S, = — ':c—/ e—— — dg'. 2.12
p p ) ( k-p 2k:~p> ¢ ( )

gegeben [9]. Hierbei ist u (p,s) ein Bispinor mit dem Spin s, der die Bedingung

(p - m) u(p,s) = 0 erfiillen muss und auf @ (p,s) u(p,s) = 2m normiert ist. (Die
Kurznotation p bedeutet p,y* mit den Dirac-Matrizen +*, siche Anhang A.1). Im
Phasenfaktor e**» stimmt S, mit der klassischen Hamilton-Jacobi-Wirkung {iberein.

Der Dirac-konjugierte Zustand lautet dementsprechend

b (p,s) = u%) (1 + ;lfé) i, (2.13)

wobei ¥_ = 7%)* mit dem komplex konjugierten Zustand ¢* darstellt. Der Volkov-

Zustand ist eine exakte Losung der Dirac-Gleichung
(iv*Dy,—m)y_ = 0 (2.14)

mit der eichkovarianten Ableitung D,, = 0,, —ieA,, und dem Viererpotential (2.6). Er
entspricht einem Zustand im Furry-Bild (siehe Abschnitt 2.1) und ist im Diagramm 2.2
schematisch dargestellt. Die doppelte Linie kennzeichnet das vom Laserfeld umgebene
Elektron, welches durch den Volkov-Zustand beschrieben wird. Auf der rechten Seite
des Diagramms ist die perturbative Entwicklung des Zustandes im Furry-Bild nach
Feynman-Diagrammen zu sehen. Jeder Vertex entspricht dabei einer Wechselwirkung
des Elektrons mit einem Photon des Laserfeldes und ist proportional zum Intensi-
tatsparameter ag. Dies macht deutlich, ist ag > 1 kénnen die héheren Ordnungen der

Wechselwirkung nicht mehr vernachléssigt werden.

Die Normierung des Zustandes stimmt mit der einer ebenen Welle {iberein und erfiillt
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2.5 Der Quasiimpuls
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Abb. 2.2: Schematische Darstellung des Volkov-Zustandes. Hier symbolisiert eine
Doppellinie (links) das Elektron im Furry-Bild und die einzelnen Diagramme
(rechts) dessen perturbative Entwicklung in Feynman-Diagramme.

die Vorschrift

1
(2m)°

S - (,5)"¢_(p,s)dPz= 6(p—p). (2.15)

Die Dirac-Stromdichte ergibt sich durch [9]

A e2A?
4 ¢ ) (2.16)

. 1
o= oyt = — |pt — AP+ kM e —
J Y- % [p (k.p % p

Den Volkov-Zustand des Positrons mit dem Viererimpuls p’ = (pf,, p’) erhédlt man,
indem man in (2.11) alle Komponenten von p durch —p’ und u (p,s) durch v (p/,s)
ersetzt [37]:

Ui ps) = (1‘ - >(p) (217)

2p),
6 [ Ay 2 42
/ p € /
= oz 2.1
5= b /o(ek-p’+2k-p’>d¢’ (2.18)

wobei (p’ + m) v (p',5) = 0 gelten soll.

Da die Herleitung und Darstellung des Volkov-Zustandes fiir das Positron in der

Literatur etwas kurz kommt, wird dieser im Anhang A.2 genauer untersucht.

2.5 Der Quasiimpuls

Unter Beachtung der Definitionen (2.11) und (2.13) kann die Dichte des kinetischen
Impulses im Zustand ¥_ = 1_ (p) direkt berechnet werden. Es ergibt sich [9]
p- A e?A? )

Xl AR — pH e AM 4 _
E (pt —eA*) ) pt—eA¥ + k (ek-p %7

(2.19)
ie
8pok - p

kM Fy, <u*a’\”u> )
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2 Theoretische Grundlagen

Hierbei ist o = %(7)‘7” _71/7)\) der antisymmetrische Spintensor, und * ist
der komplex konjugierte Zustand zu 1_. Der zeitliche Mittelwert einer periodischen
Funktion A* (siehe (2.5) fiir g (¢) = 1) ist Null. Somit kann der Quasiimpuls ¢, als
zeitlicher Mittelwert des Vierervektors (2.19) definiert werden, und es ergibt sich der
Ausdruck

62<A2>
du = Pp— % - p Ky, (2.20)
2 2 2 2 2 S22 L 99
(A%) = Age <(cos € cos” ¢ + sin” € sin ¢)> = §Aoe . (2.21)
Daraus folgt mit €2 = —1
m?a}

Der Quasiimpuls ist somit der gemittelte Impuls des Elektrons tiber eine Laserperiode.
Die Verschiebung des Impulses p,, zum Quasiimpuls g, lasst sich, klassisch gesehen,
verstehen durch die schnellen, transversalen Oszillationen, die das Elektron als Reaktion
auf das starke elektromagnetische Feld vollfithrt [38]. Der Intensitétsparameter ag ist
hierbei ein Ma8 fiir die Grofle dieser Verschiebung. Ist der Wert von ag 2 1 so wird

die die Oszillation des Elektrons im Feld relativistisch.

Durch den Quasiimpuls ldsst sich eine effektive Masse my bestimmen. Sie ergibt sich

aus dem Quadrat von (2.22) und kann geschrieben werden als

2

m:=q* = m? (1 + a;) . (2.23)

Aus (2.16) und (2.22) kann demzufolge die zeitlich gemittelte Dirac-Stromdichte

berechnet und durch

g = % (2.24)

ausgedriickt werden.

Damit sind die theoretischen Grundlagen geschaffen, um in den folgenden Kapi-
teln den Prozess der Paarerzeugung mittels Wechselwirkung eines hochenergetischen

Probephotons mit einem intensiven, optischen Laserfeld zu untersuchen.
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3 Paarerzeugung in unendlich
ausgedehnten ebenen Wellen

3.1 Kinematik

In diesem Abschnitt soll die Kinematik, die dieser Arbeit zu Grunde liegt, beschrieben
werden. Im Folgenden bezeichnet k, den Viererimpuls der Photonen eines Hintergrund-
feldes, welches durch das Vektorpotential (2.5) definiert wird. Des Weiteren sei kL der
Viererimpuls und € der Polarisationsvektor eines hochenergetischen ,,Probe”-Photons,
welches mit dem Laserfeld wechselwirkt. Der Impuls des Elektrons sei gegeben durch
p = (po, p) und der des Positrons durch p’ = (pj, p’). Um die Rechnungen nicht unno-
tig zu verkomplizieren, werden ausschliellich , head-on”-Kollisionen betrachtet. Das
bedeutet, es gilt k' = (0,0,w’) und k = (0,0, —w) mit w’ > w und die Polarisationsvek-
toren des Laserfeldes nehmen die Form €; = (0,1,0,0) und e2 = (0,0,1,0) an. Die zur
Verfiigung stehende Gesamtenergie des Systems wird durch die Mandelstam-Variable
s = 4lkk’ ausgedriickt. Dabei ist [ € N die Anzahl der Laserphotonen, die mit dem
Probephoton wechselwirken. Daraus folgt, dass fiir jedes [ ein eigenes Schwerpunktsys-
tem existiert. In der vorliegenden Arbeit bezeichnet der Begriff ,,Schwerpunktsystem”
daher immer das System fiir [ = 1 mit der Schwerpunktenergie s = 4kk’. So werden
unnotige Transformationen vermieden. In Abb. 3.1 ist die Kinematik schematisch im

hier definierten Schwerpunktsystem sowie im Laborsystem dargestellt.

CMS p Lab

k' ) 8\ k k' p/

Abb. 3.1: Darstellung der Kinematik im Schwerpunktsystem (CMS) und im Laborsys-
tem (Lab).
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3 Paarerzeugung in unendlich ausgedehnten ebenen Wellen

Abb. 3.2: Paarerzeugung im Breit-Wheeler-Prozess

Dieses Kapitel beschrinkt sich auf den Grenzfall g (¢) — 1. Das bedeutet, es wird
Paarerzeugung in unendlich ausgedehnten, ebenen Wellen beschrieben. Dieser Prozess,
auch als ,nicht-linearer Breit-Wheeler-Prozess” bezeichnet [5, 6, 10, 17, 18, 19], wird

durch die Summe iiber einzelne Prozesse mit der Energie-Impulserhaltung

Gutq, = lk,+k, (3.1)

beschrieben [6, 5]. Hierbei sind ¢, bzw. q;L die im Abschnitt 2.5 eingefiihrte ,,Quasi-
impulse” des Elektrons bzw. Positrons. Das Diagramm 3.2 zeigt den nicht-linearen
Breit-Wheeler-Prozess im Furry-Bild (linke Seite der Gleichung) und dessen Zusam-
mensetzung aus den einzelnen Feynmangraphen in einer perturbativen Beschreibung
(rechte Seite der Gleichung).

Der nicht-lineare Breit-Wheeler-Prozess beschreibt die Erzeugung eines Elektron-
Positron Paares mit der jeweiligen Ruhemasse m,. Die wechselwirkenden Photonen
miissen mindestens die Energie 2m, aufbringen. Daraus folgt, dass zu jedem aq eine
spezifische Mindestanzahl [y absorbierter Laserphotonen existiert, um die benétigte
Schwellenenergie zu erreichen. Setzt man die rdumlichen Impulse von Elektron und

Positron gleich Null, kann man [y aus dem Quadrat von (3.1) bestimmen:

I = . (3.2)

Daraus folgt, dass [y die kleinste, natiirliche Zahl groer als [{) ist. In aktuellen Arbeiten
wird der Begriff ,,Schwellenwert” mit dem Parameter [y in Verbindung gebracht [17].
Das heifit man befindet sich im Subschwellenbereich fiir [ < ly. Diese Definition des
Schwellenwertbegriffes wird in der vorliegenden Arbeit nicht verwendet, da dies zu
Irritationen fithren kann und Rechnungen zum Schwellenwertverhalten verkomplizieren
wiirde. Anstelle dessen soll hier mit dem Begriff , Schwellenwert” immer die Energie
Vs = 2m bezeichnet werden, was der Produktionsschwelle des linearen Breit-Wheeler-

Prozesses entspricht.
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3.2 Der Wirkungsquerschnitt

3.2 Der Wirkungsquerschnitt

Der Ausgangspunkt der Berechnung von Ubergangswahrscheinlichkeiten und Wir-
kungsquerschnitten ist das Streumatrixelement Sy;. Vorausgesetzt, man betrachtet
die im vorherigen Abschnitt definierte Kinematik und verwendet die in Abschnitt 2.4
eingefithrten Volkov-Zusténde (2.11) und (2.17), dann nimmt das Streumatrixelement
fiir das linke Diagramm in Abb. 3.2 die Gestalt

e—ik’w

Sp = —ie/d%zﬁ
"2k

f (3-3)

an. Aufgrund der Periodizitat des Hintergrundfeldes zerféllt die Streumatrix (3.3) in

eine Summe von diskreten partiellen Amplituden [19]

Sy = —ie(2m)? S M (K +1k—q—4), (3.4)
I=lo

wobei die Energie-Impulserhaltung (3.1) fiir jede Harmonische [ durch die 6-Distribution
sichergestellt wird. Die Auswertung der partiellen Matrixelemente M; ist fiir den nicht-
linearen Breit-Wheeler-Prozess in unendlich ausgedehnten, ebenen Wellen in der
Literatur dokumentiert (siehe z. B. [5, 6, 10]). Aus diesem Grunde beschrankt sich
dieser Abschnitt auf die Préasentation und Interpretation des Wirkungsquerschnittes
des Prozesses. Eine ausfiihrliche Analyse des Streumatirxelementes ist fiir den Fall der

gepulsten Wellen im Kapitel 4 zu finden.

Das quadrierte Streumatrixelement und die Phasenraumintegrationen sind fir un-
endlich ausgedehnte, ebene Wellen vollstdndig analytisch 16sbar. Als Resultat erhalt
man die Produktionsrate W. Dies ist die Rate, mit der ein Elektron-Positron Paar
pro Zeiteinheit erzeugt wird. W ist fiir zirkular polarisiertes Laserlicht durch den
Ausdruck [19]

am?

W = W, 3.5

=

{22 +n? @u=1) (21 () + B (2) =277 ()} (36)

X

gegeben. Hierbei ist a = 1/137.036 die Feinstrukturkonstante, n der dimensionslose In-

tensitdtsparameter (siche Gl. (1.5)), u; = %, z =2ny/u(u; — u)/urv/1+n? und J; (2)

sind die Bessel-Funktionen erster Art. Die Rate ist auf ein einlaufendes Probephoton
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3 Paarerzeugung in unendlich ausgedehnten ebenen Wellen

normiert. Fir sehr kleine Werte von 7 ist die Rate proportional zu [39]

wt et % . (3.7)

Um aus der totalen Rate den totalen Wirkungsquerschnitt ¢ zu berechnen, muss
(3.5) durch die Teilchendichte der Laserphotonen p; = v/sn?m?/8ma und durch den
Teilchenstrom der einlaufenden Photonen j;,, = k - k' /kok{, = 2 geteilt werden; man
erhalt [10]

drae .
= —W. 3.8
o mQ\/§n2 ( )
Hieraus ldsst sich der Grenzfall des linearen Breit-Wheeler-Wirkungsquerschnittes
ableiten. Nach Entwicklung von (3.5) nach Potenzen von 7 und anschlieBender Grenz-

wertbildung n — 0, erhdlt man den fithrenden Term

u(ug — u)

o~ 27?2/1“%/%{ 2 +;(2u—1)}. (3.9)

Integriert man iiber u und benutzt fir u; die Darstellung u; = 1/ (1 — v2) mit v =

(1 —4m?/s), so ergibt sich der bekannte totale Breit-Wheeler-Wirkungsquerschnitt
[9]

2ra?

OBW

{(3—1}4)11&(11_2)—21}(2—1}2)}. (3.10)

Es sollen nun die Resultate, die man aus (3.8) erhélt, analysiert werden. Die Abb. 3.3
zeigt den totalen Wirkungsquerschnitt o als eine Funktion der Mandelstam-Variable
\/s fiir verschiedene Werte von ag = v/27. Als Erstes soll der lineare Breit-Wheeler-
Prozess (schwarze Kurve) (3.10) betrachtet werden. Man erkennt eindeutig den starken
Abfall von o, wenn sich /s dem Schwellenwert 2m = 1.022 MeV néhert. Es gibt keine
Subschwellen-Paarproduktion, da fiir \/s < 2m die bendtigte Ruheenergie des Paares

nicht aufgebracht werden kann.

Léasst man das Probephoton mit einem Laserstrahl wechselwirken, wie im Diagramm 3.2
dargestellt, treten mit grofer werdender Intensitdt des Lasers (ab einen ap in der
GroBenordnung O (1)) zunehmend nicht-lineare Effekte auf. Die blau gestrichelte
Kurve in Abb. 3.3 zeigt o als Funktion von +/s fiir ap = 0.8. Es ist zu erkennen, dass
fiir /s unterhalb der Schwelle Elektron-Positron Paare erzeugt werden. Dies ist ein
Multiphotoneneffekt, bei dem héhere Harmonische entstehen. Bei der Herleitung von
(3.10) wurden die hoheren Ordnungen vernachléssigt und tragen somit nicht zum

gesamten Wirkungquerschnitt des linearen Breit-Wheeler-Prozesses bei. Steigt der
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Abb. 3.3: Totaler Wirkungsquerschnitt o als Funktion der Gesamtenergie /s fiir
verschiedene Werte von ag. BW bezeichnet den linearen Breit-Wheeler-
Prozess (3.10). Die Kurven fir ap = 0.8 und 5 basieren auf dem nicht-linearen
Breit-Wheeler-Prozess (3.8).

1072

1071 10°
ap

Abb. 3.4: Totaler Wirkungsquerschnitt o (schwarze Kurve) als Funktion von dem

Intensitatsparameter ag fiir /s = 1.5 MeV. Zusétzlich sind die Beitrige der
ersten fiinf Harmonischen abgebildet.

25



3 Paarerzeugung in unendlich ausgedehnten ebenen Wellen
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Abb. 3.5: Totaler Wirkungsquerschnitt o (schwarze, gestrichelte Kurve) als Funktion
von der Gesamtenergie /s fiir ag = 0.8 . Zusétzlich sind die Beitrdge der
ersten fiinf Harmonischen abgebildet.

Wert von ag weiter an (siche Abb. 3.3, griin gepunktete Kurve, ag = 5), so nimmt
auch die Subschwellen-Produktion weiter zu. Fiir /s oberhalb der Schwelle nimmt der
Wirkungsquerschnitt mit steigendem ag ab. In naiver Annahme kénnte man vermuten,
dass mit steigender Intensitét, also steigender Anzahl von Photonen im Laserfeld, auch
die Wahrscheinlichkeit, ein Paar zu erzeugen und damit der Wirkungsquerschnitt grofier
wird. Ein Grund warum dies nicht der Fall ist, ist in der Abb. 3.4 zu erkennen. Hier ist
o als Funktion von ag fir v/s = 1 MeV dargestellt. Der Gesamtwirkungsquerschnitt
(schwarze Kurve) fallt fiir steigende Werte von ag rapide ab. Ursache fiir diesen Abfall
ist die Zunahme der effektiven Masse m? = m? (1 + a3/2), da mit der effektiven
Masse die benotigte Energie, um Paar der Masse 2my zu erzeugen, zunimmt. Die zu

erreichende Energie ist fiir ein vorgegebenes [ durch die Bedingung

1
s > 74m§ (3.11)

gegeben. Betrachtet man die héhern Harmonischen (I > 1) des Prozesses (siche
Abb. 3.4, farbige Kurven) ist zu erkennen, dass o aufgrund von Multiphotoneneffekte
bis zu einem Maximum ansteigt. Nach Erreichen des Maximums geht o, infolge der
zunehmenden effektiven Masse m,, rapide gegen Null. Die maximale Intensitéit ist
genau dann erreicht, wenn die Bedingung (3.11) nicht mehr erfiillt werden kann. Fiir

kleiner werdende Werte von /s wird auch der maximale Wert von ag kleiner, da jedes
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Laserphoton weniger Energie aufbringt. Im Gegensatz dazu, bleibt der Anstieg des
Wirkungsquerschnittes bei kleinen Werten von ay konstant (siehe Gl. (3.7)). Daraus
folgt, dass sich das Maximum der Verteilung fiir kleiner werdende Werte von /s zu

kleineren Werten von aq verschiebt.

Es soll im Folgenden die Abhéngigkeit des Wirkungsquerschnittes von /s genauer
analysiert werden. In Abb. 3.5 ist zu sehen, dass fiir /s > 1.2 MeV die erste Har-
monische (blaue Kurve) den mafigeblich Beitrag zum gesamten Wirkungsquerschnitt
(schwarze Kurve) gibt. Fiir /s < 1.2 MeV fillt die erste Harmonische rapide ab.
Die zweite Harmonische (griine Kurve) steuert den groften Beitrag zum gesamten
Wirkungsquerschnitt bei. Dieser Ubergang ist auch an der Absenkung des gesamten
Wirkungsquerschnittes bei /s ~ 1.2 MeV zu erkennen. In dem Bereich 0.85 < /s < 1.2
MeV dominiert die zweite Harmonische. Sie geht fiir kleinere /s gegen Null und die
nédchste Harmonische wird dominierend. Die Schwelleneffekte der niedrigsten Harmo-

nischen sind die Ursache fiir die Stufen im Gesamtwirkungsquerschnitt.

Es kann zusammenfassend gesagt werden, der totale Wirkungsquerschnitt fallt fiir
kleiner werdende Werte von /s und fiir grofier werdende Werte von ag rapide ab. Die in
diesem Kapitel gewonnen Erkenntnisse werden im Folgenden helfen, die physikalischen

Effekte beim Ubergang zu gepulsten Wellen zu verstehen und zu interpretieren.
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3 Paarerzeugung in unendlich ausgedehnten ebenen Wellen
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4 Gepulste Laserfelder

4.1 Streumatrixelement

Nachdem im 3. Kapitel der Ansatz der unendlich ausgedehnten, ebenen Welle betrach-
tet wurde, soll in diesem Kapitel der nicht-lineare Breit-Wheeler-Prozess in gepulsten,
ebenen Wellen untersucht werden. An den Grundlagen des Problems dndert sich
beim Ubergang von unendlichen zu gepulsten Wellen nicht viel. Die Kinematik bleibt
wie in Abschnitt 3.1 dargestellt, und es wird weiterhin der semiklassische Ansatz
zur Beschreibung der Wechselwirkung verwendet. Die wesentliche Verdnderung ist
durch das Hintergrundfeld gegeben. Die einhiillende Funktion g (¢) ist nun nicht mehr
konstant und somit ist das Streumatrixelement (3.3) nicht mehr vollstdndig analytisch

auswertbar.

Um die Rechnungen moglichst einfach zu halten, werden zunéchst die Lichtkegelko-
ordinaten eingefiihrt. Diese haben den Vorteil, dass die Viererwellenzahlvektoren £’
und k eine besonders einfache Darstellung besitzen. Es ergibt sich folgende Vorschrift
fiir die Transformation eines Vierervektors  vom kartesischen Koordinatensystem

(20,21, 22, 23) in das Lichtkegelsystem (z4,z_,x):

vy = 20+23, (4.1)

x| = (x1,$2>. (4.2)

Die Laserphase ¢ wird in Lichtkegelkoordinaten durch den Ausdruck

1
o = k-x= gk_x+ = wry (4.3)

beschrieben. Eine ndhere Beschreibung der Lichtkegelkoordinaten, sowie die genau

Darstellung der Viererimpulse befindet sich im Anhang A.3.

Der Volkov-Zustand (siehe Abschnitt 2.4) nimmt unter Verwendung von (2.6) und der

29



4 Gepulste Laserfelder

Lichtkegelkoordinaten die Form

_ u(p,s)
¢- (p75) - DP (ervx*aXJ_) \/% 3 (44)
Dy(wy,w,x1) = [1+dpg(wy) (b et + ff o) (4.5)

% o s(prz_tpozi)tipixi Fif(es)

an, wobei d, = mag/4k - p und f = fi + f> mit den Abkirzungen

YTt eA-p
T = — d
fi(z4;p) /0 ko ¢

mag [ i i
= - e : 4.
%_p/O 9(9) (p-ee®4p-ere®)ds,  (46)

wT 62A2
T, = d
Rl = [ a0

2.2 wWT4
= _gz .a; /0 g(9)? (00325 — sin? f) (4.7)

x (e +e72) 429 (9)" do

eingefiihrt wurden. Diese Darstellung des Volkov-Zustandes wird in diesem Abschnitt
die Grundlage fiir weitere Berechnungen sein. Setzt man das Vektorpotential (2.6) und

die Volkov-Zusténde fiur Elektron und Positron in (3.3) ein, ergibt sich die kompakte

Darstellung
No 2 i(S_p—Sp—k'z)
Sy = T dpdr_d*x T (¢)e'\7—»' 777 , (4.8)
[(¢) = Jo+ge Tl +9e T+ g°T5 + ¢T3 + g°e 20725, (4.9)

mit Ny = —ie/ /2k{2po2p{,. Die Dirac-Strukturen in I' (¢) haben die Form

Ty = pf'vy, (4.10)
Th = up (Ao — dyd'e) vy, (4.11)
Ji = —4(k-€)dpdyiykvy, (4.12)
Ty = —2(k-¢€) ((30525 — sin? 5) dpy dptipfvyy (4.13)

mit d, = mag/4k - p. Diese Funktionen héngen nicht mehr vom Raumzeitpunkt z
ab. Dadurch wurde eine Trennung der Dirac-Strukturen von der Raumzeitintegration

erreicht.

Die Hamilton-Jacobi-Wirkungen des Elektrons und Positrons, die in den Phasenfaktor
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4.1 Streumatrixelement

von (4.8) eingehen, haben die Form

Spk-z) = —p- x+2k1p * e (¢) p+ €2 A2 (¢) do’
= —prrtf9), (4.14)

Sples) = oo g [eA@) e @)
= 7rt f1(9), (4.15)

mit f' = f(p — —p’) (siehe Abschnitt 3.1, Definitionen (4.6) und (4.7)). Damit nimmt
(4.8) die Gestalt
No

Sy = k_/d¢d$ d*x, T (¢)ei[(p+p’—k’)x—f(¢)+f’(¢)]

2Ny
= S @00 (b + P~ K1) (pe 9 — KL (4.16)

x / ™ 46T (g) ' LEE =K )o@ 0)

—00

an. In dieser Darstellung héngt der Integrand von S¢; nur noch von der Laserphase ¢ ab.
Die beiden Deltadistributionen in (4.16) bestimmen die Energie-Impuls Erhaltung in
den transversalen Richtungen. Die fehlende Deltadistribution der Minus-Komponenten
der Impulse ist durch das verbleibende Integral iiber die Laserphase ¢ ersetzt. Dieses
muss numerisch ausgewertet werden. Dazu soll die komplette ¢-Abhéngigkeit in die

Funktionen
An o= 2 / dog™ (6) &+ (6m) (4.17)

Hy (¢5n) = k_ (p—+p —K) o= f (&) + [ (d) +no (4.18)

geschrieben werden. Definiert man die kontinuierliche Photonenzahl
I = (p—+p_—Fk) /k- (4.19)
ergibt sich der Exponent des Phasenfaktors aus (4.17) als
Hy(¢in) = (I+n)o—f(d)+f(4). (4.20)

Multipliziert man (4.19) mit k_, dann beschreibt [k_ den Impulsiibertrag zwischen
dem erzeugten Paar und dem Laserfeld. Mit der Definition (4.19) ldsst sich die
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4 Gepulste Laserfelder

Energie-Impulserhaltung als
p+p = lk+F (4.21)

schreiben. Die endgiiltige Darstellung des Streumatrixelements, das im folgenden

numerisch ausgewertet wird, ist

Sy = (2m)° Noo® (pL + D' —K\) 8 (pr + 9, — k) A (422)

mit dem invarianten Matrixelement

A = TOAS+ TLAL + T AL+ TEAR + TEAS + T2 A%, (4.23)

Die Funktion

2 [ /
A= 2 / et 19— F@)+1'(9)) (4.24)

nimmt eine besondere Rolle ein. Sie ist in dieser Form unbestimmt und kann deswegen
nicht direkt numerisch berechnet werden. Aus diesem Grunde muss die Funktion regu-
larisiert werden. Dafiir wird (4.24) mit dem Regularisierungsfaktor e~I¢l multipliziert

und spéter der Grenzwert ¢ — 0 gebildet. Die Funktion kann somit in die Form

R
A = time [ 0(6) goue(0)do, (4.25)
v(p) = eI@+I(9), (4.26)
0 ,
Y —  illo—el¢]) 4.2
S50 = e (427
gebracht werden. Durch partielle Integration erhdlt man den Ausdruck
A = Dl @@ - [ w@ @) @)
o = 3 limqfue(g)v T 7oou€ 8¢fu .

1 1
k_ Ho{ (il+¢) (il—e)

€

: 0

o / I = ) irao-is@)+if' @) g
Wte ) o do

o F A = 1) (i-op-if@)rir (@)
e /0 e d¢}. (4.29)

Fiihrt man die Grenzwertbildung € — 0 aus, ergibt sich die regularisierte Funktion A9
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4.1 Streumatrixelement

in der Gestalt

2 2¢
0 — R ZH+ - -
AO k-1 /oo d¢+ k_ lel—1>1(1;l+ (l2—|—62>
_ 2 (A = F) ne Am
- 2 / a6+ 25 (1), (4.30)

Fir den letzten Schritt wurde die Lorentz-Kurve als Darstellung der Deltadistribution
verwendet. Die Deltadistribution ist genau dann ungleich Null, wenn [ = 0 ist. Dies
entspricht dem freien QED-Vertex, bei dem keine Absorption von Laserphotonen statt
findet. Das bedeutet, dass Energie und Impulserhaltung nicht gleichzeitig erfiillbar
sind. Aus diesem Grunde kann der Term proportional zu § (1) in (4.30) auler Acht

gelassen werden. Damit ergibt sich der Ausdruck

0o _ a(f' =1 o H 1 (9)
Ay = k:l P do. (4.31)

Das Ergebnis (4.31) kann als direkte Folgerung aus der Forderung nach Eichinvarianz
fiir das Matrixelement (4.23) betrachtet werden. Im Anhang A.5 ist daher gezeigt,
dass das Matrixelement (4.23) die Ward-Identitét erfiillt und somit eichinvariant ist
[40].

Abschlielend soll ein Vergleich zwischen dem Streumatrixelement fiir unendliche
ausgedehnte Wellen (3.4) und dem hier definierten Streumatrixelement (4.22) der
gepulsten Welle gemacht werden. Dazu kann (4.16) in die Form

dl ; /
St = No / o @m0t (K 1k —p—p) - / dgT (¢) /"= IO (4.32)
gebracht werden. Vergleicht man diesen Ausdruck mit (3.4) ist zu erkennen, dass die
diskrete Summation in (3.4) iiber [ in eine kontinuierliche Integration tibergegangen
ist. Des Weiteren ist nicht mehr der Quasiimpuls ¢* (bzw. ¢’*) sondern der Impuls p
(bzw. p') in der Formel enthalten. Die damit verbundenen physikalischen Aussagen

werden im néchsten Kapitel deutlich.
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4 Gepulste Laserfelder

4.2 Der Grenzfall schwacher Felder

In diesem Abschnitt soll gezeigt werden, dass aus der gewéhlten Darstellung des
Streumatrixelementes (4.22) im Grenzfall eines schwachen Feldes mit a9 < 1 das

Streumatrixelement des linearen Breit-Wheeler-Prozesses

_je2
SEW = ' @em) ot (p+p —k—K) My, (4.33)

\/ 2p02p)2ko 2k,

My = up{;nyz’wW;é}vp/ (431)

(p—k)* = m? (p—K)? —m?

abgeleitet werden kann. Hierfiir muss (4.22) in eine Taylor-Reihe nach Potenzen von
ao entwickelt werden. Da es sich um eine Naherung mit ag < 1 handelt, werden nur
Terme niedrigster, nicht verschwindender Ordnung in ag betrachtet. Eine schematische
Entwicklung in Form von Feynman-Diagrammen ist in Abb. 4.1 zu sehen. Hierbei sei
darauf hingewiesen, dass das zweite Diagramm proportional zu a2 (siehe vierte Zeile
in Abb. 4.1) eine Korrektur hoherer Ordnung zur nullten Ordnung darstellt. Gleiches
gilt fiir das zweite Diagramm proportional zu a (siehe fiinfte Zeile in Abb. 4.1),
welches eine Korrektur hoherer Ordnung zur ersten Ordnung reprisentiert. Auf diese

schematische Entwicklung wird im Laufe der néchsten Schritte weiter Bezug genommen.

Im Folgenden bezeichnet A(™ das Matrixelement A (siehe (4.23)) entwickelt bis zur
n-ten Potenz von ag. Die Terme proportional zu J§¢ und J2, hingen quadratisch von
ao ab und kénnen somit im Rahmen der Néherung fiir schwache Felder vernachlassigt

werden.

Die nullte Ordnung der Entwicklung héingt nur von JY.A$ ab, da alle anderen Terme
mindestens linear proportional zu ag sind. In der Funktion (4.30) ist auch nur der
zweite Term, proportional zu ¢ (1), unabhéngig von ag. Dieser entspricht dem ersten
Feynman-Diagramm auf der rechten Seite der Abb. 4.1 und kann aus den im letzten
Abschnitt genannten Griinden vernachléssigt werden. Die nullte Ordnung tragt folglich

nicht zur Entwicklung fiir schwache Felder bei.

Um die erste Ordnung der Taylor-Reihe zu erhalten, muss die erste Ableitung von (4.23)
nach ag berechnet werden. Die Funktion fy (siehe (4.7)) kann in (4.31) vernachléssigt
werden, da sie quadratisch von ag abhéngt. Somit ergibt sich der Ausdruck

9 (JgAD) 2 [ d(fi-f)

0 40\ _ _ _ 2 il
(7543) = e = | et (4.35)
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4.2 Der Grenzfall schwacher Felder

Abb. 4.1: Schematische perturbative Entwicklung des nicht-linearen Breit-Wheeler-
Prozesses nach Potenzen von ag.
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4 Gepulste Laserfelder

Die verbleibenden Terme proportional zu [}, lassen sich im Rahmen der Niherung

schwacher Felder ebenfalls einfach berechnen. Es ergibt sich

m (I AL 2
(7hAk) =(;;ﬂ>‘ao = Jhi- / dég (¢)'=D%. (4.36)

Daraus folgt fiir das Matrixelement A entwickelt nach Potenzen von ag der Ausdruck

_ Ol * (fl fl) zlqﬁ

, 9 [ A
- / d¢g<¢)el“+l>¢+\7_ﬂkf | dog@etve. (wan)

— J =0

AL —

Als néchster Schritt soll die Ableitung d (f] — f1) /d¢ im ersten Term von (4.37)

mag

berechnet werden. Mit den in Abschnitt 4.1 eingefiihrten Koeffizienten d,, = Tt p ergibt
sich der Ausdruck

d(f — . .
ULZD) 5 (0) (- ee® - ese™)
(@) (b e 4y ) (4.38)

= (2dyp- e —2dyp € ) e + (2dpp - €4 — 2dyp - €4) e79(4.39)

Setzt man dieses Ergebnis in (4.37) ein erhdlt man als Zwischenresultat

2 .
AL = (j11+j(?lu(—dep-e_—i-?dp/p/-e_)) / g () 2dg

+ (J_11+j0”]zl(—2d,,p-e++2dp,p'-e+))/g(¢)ei<l—1>¢d¢. (4.40)

Die Integrale in (4.40) sind im Wesentlichen die Fourier-Transformierten der Ein-
hiillenden g (¢). Die erste Zeile in (4.40) entspricht den Feynman-Diagrammen der
dritten Zeile in Abb. 4.1 und die zweite Zeile entspricht den Feynman-Diagrammen
der zweiten Zeile in Abb. 4.1. Dabei symbolisieren die Diagramme in der dritten Zeile
der Abb. 4.1 die Emission eines Laserphotons. Terme, die diese Diagramme repréa-
sentieren, erfiillen nicht die Energie-Impuls-Erhaltung. Sie gehen daher nicht in das
lineare Breit-Wheeler-Streumatrixelement ein (4.33) und kénnen auer Acht gelassen
werden. Da das Streumatrixelement des linearen, monochromatischen Grenzfalles
berechnet werden soll, kann an dieser Stelle der Grenzwert g (¢) — 1 gebildet werden.
Damit kollabieren die beiden Integrale in (4.40) zu Deltadistributionen 6 (I £ 1) . Die

36



4.2 Der Grenzfall schwacher Felder

Energie-Impuls Beziehung nimmt somit die Form
k+k = p+yp (4.41)

an. Setzt man die Definitionen (4.10) und (4.11) in (4.40) ein, folgt fiir das Matrixele-

ment

47 (1 —1)
— (4.42)

A =y (dy (¢ K —2pes) ¢ — dyd’ (Key —20'er)) vy

Unter der Verwendung der Energie-Impuls Beziehung (4.41), der Vertauschungsrelation
= . 1 - 1 U — — / YA
{¢+,Z/5}+ = 2p - €4 und der Dirac-Gleichung u, ( m) 0 bzw. (}75 + m) Up 0

kann das Matrixelement in die Gestalt

A = g (p k)] (g ) T T

umgeformt werden. Nutzt man noch die Relation k-p = (p — k)2 — m? erhilt man die

gewlnschte Form

B mag _ P— kE+m ,

A= ‘f“p{ﬁ(p_k)z_mf
+ ¢’m¢ +}vp,47rég__1) (4.43)
— —maoMfid(lk_ D (4.44)

Setzt man abschlieend diesen Ausdruck in (4.22) ein und beachtet die Relation (4.19)

erhélt man das gesuchte Streumatrixelement

S(l) maox/%

1e
Ji Jopo2ph2ko2k, V2

Der Faktor magv/ko/ V2, der in (4.33) nicht auftritt, hat seinen Ursprung in den

unterschiedlichen Normierungen des linearen und des nicht-linearen Breit-Wheeler-

@mr)* ot (p+p —k—K)Mp.  (4.45)

Matrixelementes. Wéhrend beim linearen Breit-Wheeler-Prozess das Streumatrix-
element (4.33) auf zwei einlaufende Photonen normiert ist, ist das hier behandelte
Streumatrixelement auf ein einlaufendes Photon und das klassische Hintergrundfeld
mit der Teilchendichte p;, = m2a2ky/2¢? (siehe Abschnitt 4.5) normiert. Teilt man
(4.45) durch die Wurzel der Teilchendichte, erhélt man exakt das Streumatrixelement
(4.33) des linearen Breit-Wheeler-Prozesses.

Somit ist gezeigt worden, dass aus dem hier aufgestellten Streumatrixelement (4.22),

37



4 Gepulste Laserfelder

das Streumatrixelement (4.33) fiir den linearen Prozess abgeleitet werden kann.

4.3 Die Ndherung der langsam variierenden Einhiillenden

Der Exponent des Phasenfaktors H (¢;n) der AJ'-Funktionen (4.17) hat einen sehr
schnell oszillierenden Anteil. Insbesondere die Berechnung der Stammfunktionen fi (¢)
und fa (¢) (siehe (4.6) und (4.7)) erfordert erhthten numerischen Rechenaufwand.
Daher erscheint es als sinnvoll, diese Funktionen anhand einer geeigneten Néherung
zu approximieren. Fiir lange Laserpulse (7 > 1) kann zu diesem Zweck die ,Néherung
der langsam variierenden Einhiillenden” (NLVE) verwendet werden. Dazu wird im

Wesentlichen dem Vorgehen in [33] gefolgt.

Die Funktion (4.7) kann in die Form

. _ mao ¢ / 77l . ¢ N Y,
filon) = T <p610086/0 o (¢) cos a0+ peysing | g(¢)sm¢>d¢)
gebracht werden. Integriert man partiell, erhdlt man die Ausdriicke
d
[o@eosods = glosins- [ gdff) sin ¢dg, (4.46)
d
/g(¢) singdp = —g (o) cosqﬁ—i—/ !ilgf) cos ¢pde. (4.47)

Die Ableitungen der Einhiillenden dg (¢) /d¢ ist um einen Faktor O (1/7) kleiner
als die Einhiillende selbst. Daher kénnen die zweiten Terme in (4.46) und (4.47) im
Rahmen der NLVE vernachlassigt werden.

Fiir die zweite Funktion (4.7) kénnen die Naherungen

[F@eostots = [dog @)+ 3¢ @)sinocoss, (149
[ o @i 6as

12

1 1 .
3 [ 4667 )= 5 @smocoso (149)
genutzt werden. Fiir die in dieser Arbeit verwendeten Hiillfunktionen ist die Stamm-

funktion [ dpg? (¢) analytisch bekannt und die Approximation wird besonders einfach.
Es ergibt sich zum Beispiel fiir g (¢) = cos? (5=¢) die Stammfunktion

/d¢g2 (¢) = % {COSS (gf) sin (gf) + gcos <72Tf) sin (gf) + 347:?}(4.50)
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4.4 Die Produktionswahrscheinlichkeit
Schliefilich kénnen die Funktionen (4.46) und (4.47) durch

mag

fild;py) =~ _ng () (p-e1cos€sing —p-exsin cos @), (4.51)
2 2 )
fron) = 58] [N ) av (1.52)

+ g% (¢)sinpcoso (cos2 £ — sin? 5) ]

approximiert werden, was den numerischen Aufwand bedeutend verringert.

4.4 Die Produktionswahrscheinlichkeit

In diesem Abschnitt soll die differentielle Produktionswahrscheinlichkeit dW abgeleitet
werden. Es handelt sich um die Wahrscheinlichkeit, mit der ein Elektron-Positron
Paar pro Laserpuls und einlaufendem Photon erzeugt wird. Verwendet man das im
Abschnitt 4.1 eingefithrte Streumatrixelement Sy; (siehe (4.22)) ergibt sich fiir die

differentielle Produktionswahrscheinlichkeit der Ausdruck

aw
1Sl

|yl 2dIl, (4.53)
(2m)> N3o? (pL + P — K1) 6 (pr + 9y —K,) AP (4.54)

mit dem Vorfaktor Ny = —ie/y/2k{ und dem invarianten Phasenraumelement

d= = d33p dgf - (4.55)
(2m)° 2po (2m)° 2pj

In dem speziellen Bezugssystem der Lichtkegelkoordinaten lautet das Phasenraum-

element fiir das Elektron d®p/2py = dp,d?*p, /2p, . Daraus folgt fiir die Produktions-

wahrscheinlichkeit
W = G—Q\AIZdH (4.56)
2k ' '
_ dp.d*p | d°p’
dll = (2m) 282 (pL+p| —K\)6(pe +7, —K,) —F—= (4.57)

2py  2p)

Nach Integration iiber den Phasenraum des Elektrons dp, d?p erhilt man

1 34/
/dH - 3/‘“,’. (4.58)
2p, (2m) 2py

Damit ergibt sich die differentielle Produktionswahrscheinlichkeit mit d|p’| = pydpg/|p/|
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als

e?|p/|

>PW o= ——
8 (2m)” p+ky

|A|2dp}dS, (4.59)
wobei das Raumelement d®p’ = |p/|2d|p’|dQ2 mit dQ = —dgpes dcosbyes in Kugelkoor-
dinaten dargestellt wird. Hierbei repréasentiert ¢p,s den Azimutwinkel des Positrons

im Ausgangskanal und 6,,s dessen Polarwinkel.

Es ist jedoch giinstiger, den Phasenraum {iber die Rapiditét

y. = In(ply/my) (4.60)

entlang der z-Achse mit m? = m? + p'? zu parametrisieren. Als weitere Koordinate ist
es tiblich, den Betrag des Transversalimpulses |p’| | = p| zu verwenden. Die Rapiditét
ist additiv, und p/, ist invariant unter einem Lorentz-Boost, das heifit, geht man vom
Laborsystem (L) in das Schwerpunktsystem (cms), welches sich mit yp im Laborsystem
entlang der z-Achse bewegt, gilt fiir die Rapiditdt und den Transversalimpuls in beiden

Systemen der Zusammenhang

Yems = YL +YB, (461)

cms

p™ = pf. (4.62)

Das macht Transformationen vom Laborsystem in das Schwerpunktsystem besonders
einfach. Die differentielle Produktionswahrscheinlichkeit nimmt unter Beachtung von
—|p’|dpl dppos dcosOpos = p| dy. dp| ddpos (siche Anhang A.4) die Form

3 e2pl 2 /
acw = —|A["dy.dp’ dgpos (4.63)

8 (277)3 P+ko

an. Abschlieflend kann die Abhéngigkeit des Transversalimpulses von der Rapiditét
fiir monochromatische Wellen im Schwerpunktsystem mit w = w’ angegeben werden
durch den Ausdruck (siehe Anhang A.4)

2
lwey= lwev= \2 m2a?
o - 0 —m? 4.64
P1 (leQ?/z it \/(ze2yz n 1) 2 (le2- + 1)) m* o (464)

und fiir den Grenzfall schwacher Felder ergibt sich die Form

lweY= 2
o= \/<legyz " 1) —m2, (4.65)
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4.5 Der Wirkungsquerschnitt

Um von der Produktionswahrscheinlichkeit auf den Wirkungsquerschnitt zu kommen,
muss diese durch die Teilchendichte der Laserphotonen py, = I/kp mit der Energiefluss-
dichte I und durch den Teilchenstrom der einlaufenden Photonen j;, = kk'/kok( = 2
geteilt werden. Die Energieflussdichte I einer elektromagnetischen Welle ist proportio-
nal zum Betrag des Poyntingvektor S = E x B. Das Vektorpotential A, (siehe (2.6))
besitzt mit der im Abschnitt 3.1 definierten Kinematik die elektrische Feldstérke

cos € (cos ¢8%g (¢) — sin ¢g (¢)
E = Aoko | sin& (singshg(¢)+ cosdg (o) (4.66)
0

und die magnetische Flussdichte

sin& (sin @59 (9) + cos 6g (9) )
B = Apko —cos&(cosqﬁ%g(gb)—sin¢g(¢)) . (4.67)
0

Aus diesen beiden Grofien berechnet sich der Poyntingvektor zu

S = A2 { — cos?¢ (cosqbagagb) — singg (¢))2 (4.68)
i€ (sin 020 4 cosgy (4)) 2 Je-
mit dem Einheitsvektor e, = (0,0,1)T.
Der Betrag des Poyntingvektors ist gegeben durch
S| = A2 [ (89355)))2 (cos? ¢ cos? ¢ + sin® ¢ sin? ) (4.69)
+ 29() 8%? sin ¢ cos ¢ (sin® € — cos€)
+ g (9) (sin2 € cos® ¢ + cos? € sin® qb)} . (4.70)

Im Rahmen der NLVE (siehe Abschnitt 4.3) konnen die Ableitungen der Einhiillenden
vernachldssigt werden. Damit fallen die ersten beiden Terme in (4.69) weg. Mittelt
man iiber |S| ergibt sich

m2a2
PO (471)

(IS) = &
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Dabei wurde die Einhiillende g (¢) nicht gemittelt und wird im Folgenden weiter
explizit behandelt. Durch Integration iiber die zeitliche Komponente xy und Dividieren
durch kg erhélt man schliefllich die gesuchte Teilchendichte

Y Ra{t 1)
= /_mkodﬂ”o

s / T 2 (6)do (4.72)

2
2e o

Das Integral tiber die Einhiillende in (4.72) kann fiir gewisse ¢ (¢), wie in Ab-
schnitt 4.3 erwihnt, analytisch gelost werden. Fiir g (¢) = cos? (1¢/27) ergibt sich
ffooo g% (¢)d¢ = 37/8. Aus (4.63) kann der differentielle Wirkungsquerschnitt d3o =
d*W/jin/pr, bestimmt werden und nimmt die Form

2,/

Bo = ?mjﬁ%’;%\/\%yzdpldqﬁms (4.73)
an. Um die Ergebnisse fiir gepulste Hintergrundfelder mit denen in unendlich ausge-
dehnten Wellen zu vergleichen, bietet es sich an, die Wirkungsquerschnitte (3.8) bzw.
(4.73) zu benutzen. In einigen Féllen ist es jedoch giinstiger, mit der Produktionswahr-
scheinlichkeit zu arbeiten (zum Beispiel bei der Frage nach der Zahl der experimentell
zu erwartenden Photonen pro Puls). Dazu ist die Produktionsrate W (3.5) mit einer

effektiven Wechselwirkungszeit T ¢y = k% [ 9% (¢) dé zu multiplizieren, das heifit
Wmonochr = W : Teff- (474)

Dieses Vorgehen ist dquivalent zur obigen Definition des Wirkungsquerschnittes (es
ist genauer, die Umkehrung davon) und verwendet als Normierung die Energie des

Laserpulses.
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5 Numerische Auswertung
5.1 Die differentielle Produktionswahrscheinlichkeit

Betrachtet man den nicht-linearen Breit-Wheeler-Prozess in monochromatischen La-
serfeldern (siehe Kapitel 3), ist einer der auftretenden Effekte in der Verschiebung
des Impulses des Positrons p’ zum Quasiimpuls ¢’ (siehe (2.22)) zu sehen. Damit
verbunden ist die Anderung der Masse m in eine effektive Masse m,. Es stellt sich die
interessante Frage, wie sich diese Impuls- und Massenverschiebungen im Rahmen der
gepulsten Wellen verdndern. Die Einfithrung einer Hillfunktion g (¢), deren Kanten
sanft verlaufen, bringt zwei mafigebliche Effekte mit sich. Zum einen ist die gepulste
Laserwelle nicht mehr monochromatisch, wie es bei der unendlich ausgedehnten Welle
der Fall war, sondern geniigt einer Energieverteilung. Folglich haben Photonen im
Laserfeld, entsprechend der Verteilung, unterschiedliche Frequenzen, die sowohl hoher
als auch niedriger als die zentrale Frequenz w sind. Wie das zu g(¢) gehorende Spek-
trum aussieht, erkennt man an der Fourier-Transformierten von g (¢) (siehe Abschnitt
2.3, Abb. 2.1b). Der zweite Effekt betrifft die Intensitdt des Pulses. Wéhrend die
monochromatische Welle sich mit genau einer Intensitét proportional zu ag ausbreitet,
besitzt die gepulste Welle eine Intesitétsverteilung. Beim Einschalten des Pulses ist die
Intensitét gleich bzw. nahezu Null und steigt im zeitlichen Verlauf zu einem Maximum
an. Das Maximum ist genau dann erreicht, wenn ¢ (¢) = 1 ist. Im weiteren Verlauf
fallt die Intensitdt wieder ab und geht am Ende des Pulses gegen Null. Diese zwei
Effekte sind grundlegend fiir die Verdnderungen der Physik, die auftreten, wenn man

von unendliche ausgedehnten Wellen zu gepulsten Wellen iibergeht.

In diesem Abschnitt wird von zirkular polarisierten Laserfeldern ausgegangen. Im
monochromatischen Fall ist der Wirkungsquerschnitt bei zirkulare Polarisation un-
abhéngig vom Azimutwinkel ¢,,s des ausgehenden Positrons. Die Integration iiber
®pos ergibt dann einen Faktor von 27. Fiir gepulste Wellen ist auch bei zirkularer
Polarisation eine Abhéngigkeit des Wirkungsquerschnittes von ¢,,s vorhanden (siehe
Abschnitt 5.2). Diese ist aber fiir die Laserpulse, die in diesem Abschnitt untersucht

werden, im subprozentualen Bereich und kann daher aufler Acht gelassen werden.
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Abb. 5.1: Differentieller Wirkungsqueschnitt fiir verschiedene Werte von ag ( 1.6:
griin, 2: rot). Die schwarze Kurve stellt den winkeldifferentiellen Quer-
schnitt do/dcoslp,s = [ dpﬁ% nach Breit-Wheeler dar. Fur

V5 =3 MeV,r = 50.

Uber die Polarisation des Probephoton €' wird gemittelt und iiber den Spin von Elek-
tron und Positron summiert. Das Bezugssystem ist das in Abschnitt 3.1 eingefiihrte
Schwerpunktsystem mit der Gesamtenergie /s = 2v kk/ = 2w, wobei w = w'.

In einem ersten Schritt der Analyse der Paarerzeugung in gepulsten Laserfeldern soll
der differentielle Wirkungsquerschnitt
o’|p'|

2 2
d°c = W |A| 2w dp6 dCOSGpOS (51)

untersucht werden. In Abb. 5.1 ist der winkeldifferentielle Wirkungsquerschnitt
do /dcosbpos = [ dpém in Abhangigkeit vom Polarwinkel 6,5 des ausgehenden
Positrons fiir verschieden Werte von ag dargestellt. Uber die Energie des Positrons
Py = mry wurde numerisch integriert. Die zur Verfiigung stehende Schwerpunktenergie
ist /s = 3 MeV und die Einhiillende entspricht der Form (2.10) mit 7 = 50. Die
Abhéngigkeit des Wirkungsquerschnittes von 60, ist fiir den linearen Breit-Wheeler
Prozess (schwarze Kurve) symmetrisch und ergibt eine U-Form. Das heifit, der Wir-
kungsquerschnitt steigt fir Riick- und Vorwiértsstreuung des Positrons gleichméfig
an und hat ein Minimum fiir eine Streuung senkrecht zur Ausbreitungsrichtung des
Laserfeldes. Im Abschnitt 3.2 wurde erortert, dass der Wirkungsquerschnitt fiir grofier

werdende Werte von ag sinkt. Dieses Verhalten setzt sich fiir gepulste Wellen fort. In
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5.1 Die differentielle Produktionswahrscheinlichkeit

Abb 5.1 ist aulerdem zu erkennen, dass fiir steigende Werte von ag die U-férmige
Kurve zunehmend unsymmetrischer wird. Dies ist plausibel, da die Richtung des
Laserstrahls ausgezeichnet ist, das heifit die Symmetrie bei Vertauschung von k mit £’

geht verloren.

Die strukturellen Unterschiede zwischen monochromatischer Welle und gepulster Welle
sind in der Abbildung 5.2 erkennbar. Hier sind auf der linken Seite die differentiellen
Produktionswahrscheinlichkeiten in der Ebene, aufgespannt von der Rapiditit y, und
dem transversalen Impuls p’ , fir zwei Werte von ag und /s > 2m, das heiit oberhalb
der Produktionsschwelle, dargestellt. Auf der rechten Seite sind Schnitte durch die
(y-,p'| )-Ebene fiir einen konstanten Wert von p/, = w abgebildet. Der Verlauf des
Schnittes durch die (y.,p’, )-Ebene ist durch die schwarzen Linien in den Abbn. 5.2a
und 5.2c gekennzeichnet. Es wird dabei dem Vorgehen in [17] gefolgt, wo zum ersten
Male die oben beschriebenen Schnitte berechnet wurden. Hierbei sei erwéihnt, dass die
Ergebnisse der vorliegenden Arbeit in Ubereinstimmung mit den Resultaten aus [17]

stehen. Im Abschnitt 5.1.1 wird dieses an Hand von Beispielen verdeutlicht.

Wahrend bei einer monochromatischen Welle die Verteilung zu einer Deltadistribution
kollabiert (siehe in Abbn. 5.2a und 5.2c weifle Kurven und gestrichelte, senkrechte Linie
in Abb. 5.2b und 5.2d), ist das Resultat fiir eine gepulste Laserwelle ein ausgedehntes
Spektrum, welches durch die Verteilung der Energie der Laserphotonen verursacht
wird. Die monochromatischen Peaks konnen mittels (4.64) bestimmt werden. Fiir
kleine Werte von ag (siehe Abbn. 5.2a und 5.2b, ag = 1074, /s = 1.5 MeV) sind
aufgrund der geringen Laserintensitdt die Multiphotoneneffekte stark unterdriickt.
Effekte hoherer Harmonischer sind, wie bei der monochromatischen Welle (siehe 3.7),

!, Somit ergibt sich fiir kleine Werte von ag der bekannte 2 — 2

proportional zu a3
Prozess. Fiir eine monochromatische Welle zeigt sich als Resultat eine symmetrische
Kurve um die Mittrapiditit in der (y.,p’, )-Ebene. Der Grund fiir diese Symmetrie
liegt, wie oben erwahnt, darin, dass das Laserphoton und das Probephoton gleichbe-
rechtigt sind. Somit ist das gezeigte FErgebnis zu erwarten. Im Gegensatz dazu ist die
Wabhrscheinlichkeitsverteilung fiir gepulste Laserwellen nicht mehr symmetrisch. Sie
weitet sich fir hohe negative Rapiditit (das heifit das Positron wird in z-Richtung
emittiert) bis zu einem Wert von y, ~ —1.5 aus. Die Photonen im Laserfeld sind
ausgezeichnet. Durch die zur Verfiigung stehenden Energie /s ist eine Beschrankung
des transversalen Impulses, p/, /m < 1.5, vorgegeben. Das Maximum der Verteilung
fallt mit dem monochromatischen Peak zusammen. Aber es ergeben sich auch neben
diesen Peak siknifikante Beitrdge zur Verteilung. Diese Beitridge werden von den
Laserphotonen, die aufgrund des durch die Einhiillende erzeugten Frequenzspektrums

eine andere Frequenz besitzen als die zentrale Frequenz w, produziert.
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Abb. 5.2: Linke Seite: Intensitétsverteilung des erzeugten Positrons in der (y.,p/| )-
Ebene fiir /s = 1.5 MeV, 7 = 25 und verschiedene Werte fir ag ((a)
ap = 107*, (b) ap = 2). Die weilen Linien geben die Position der Peaks
fiir eine monochromatische Laserwelle an. Rechte Seite: Schnitte durch die
(v, p', )-Ebene, die durch die schwarzen Linien in (a) und (c) gekennzeichnet
sind. Senkrechte gestrichelte Linien mit dem Label [ geben die Positio-
nen der Harmonischen in einer unendlich ausgedehnten Laserwelle an. Die

Einhiillende ist g (¢) = cos? (42 ¢) .
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Abb. 5.3: Schnitte durch die (y;,p’, )-Ebene mit Parametern wie fiir 5.2d aber mit

unterschiedliche Hiillfunktionen g (¢). (a): g (¢) = exp (¢%/27%) mit 7 = 8,
(b):g (¢) = 1/cosh (¢/7) mit 7 = 8.

Man koénnte das Auftreten polychromatischer Laserphotonen auch wie folgt interpre-
tieren. Es wechselwirkt nicht mehr ein ,,ganzes Laserphoton” mit dem Probephoton,
sondern vielmehr eine ,, gebrochene Anzahl an Laserphotonen”. Das heifit, die Photonen-
zahl [ in (3.1) ist nicht mehr zwingend eine ganze Zahl, sondern muss als kontinuierliche
Variable angesehen werden. Das ist eine der Implikationen des in der Volkov-Losung
realisierten quasi-klassischen Charakters des externen Feldes und kommt im Vergleich
zwischen (3.4) und (4.32) durch den Ubergang der diskreten Summe iiber [ zum
Integral zum Ausdruck (siehe Abschnitt 4.1).

Geht man zu hoheren Werten von ag iiber, werden die Multiphotoneffekte starker.
Das hat unter anderem zur Folge, dass ein groflerer Bereich des Phasenraumes belegt
wird. Die Verteilung ist gegeniiber dem linearen Fall stark deformiert und besitzt
deutliche Substrukturen. In den Abbn. 5.2¢ und 5.2d (ap = 2, /s = 1.5 MeV) sind die
auftretenden Substrukturen gut zu erkennen. Das zeigt sich anhand der ausgeprégten
Maxima zwischen den monochromatischen Peaks. Diese sind auf die endliche Zeit-
dauer des Laserpulses und die damit verbundene Impulsverteilung, der die Laserwelle
gentigt, zuriickzufithren. Dabei ist die Form der auftretenden Substrukturen von der
speziellen Gestalt der Einhiillenden abhéngig (siehe Abb. 5.3). Die vertikalen Linien in
Abb. 5.2d représentieren die auftretenden Harmonischen in einer monochromatischen
Welle, welche durch den Quasiimpuls ql’t und der Photonenzahl [ bestimmt sind. Die
Maxima der Verteilung fallen nicht mehr genau auf die Peaks der monochromatischen
Welle sondern sind leicht verschoben. Dieses verdeutlicht, dass der Quasiimpuls qit

und die damit verbundene effektive Masse m, fiir gepulste Wellen ihre Bedeutung
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Abb. 5.4: Wie in Abb. 5.2, aber fiir verschiedene Werte von /s ((a),(b): v/s = 2 MeV;
(¢),(d): v/s =1 MeV; (e),(f): v/s =0.5 MeV) und ap = 0.8.

48



5.1 Die differentielle Produktionswahrscheinlichkeit

verlieren. Fiir die unendlich ausgedehnte Welle konnte durch eine zeitliche Mittelung
des Vierervektorpotentials A, der Quasiimpuls definiert werden (siehe (2.22)). Mit der
Hinzunahme einer nicht-trivialen Hiillfunktion g (¢) gibt es keine natiirliche Definition
eines Quasiimpulses, da die Mittelung iiber das vollstdndige Vektorpotential sich
nicht mehr als sinnvoll erweist. Die Variation der Energie der Laserphotonen, gegeben
durch die Einhiillende g (¢), hat zur Folge, dass auch der Impuls des Positrons p’ im
Ausgangskanal einer Verteilung unterliegt. Fiir den Peakwert des Pulses (g (¢) = 1)
entspricht p’ dem Quasiimpuls des monochromatischen Grenzfalles. Im Gegensatz
dazu, gleicht er beim Minimum des Pulses (g (¢) — 0) dem Impuls des linearen
Breit-Wheeler-Prozesses. Das hat zur Folge, dass der Betrag des Transversalimpulses
p/| einen Wert zwischen nicht-linearen (4.64) und linearen (4.65) Transversalimpuls

der monochromatischen Welle einnimmt.

An dieser Stelle wird das Verhalten der differentiellen Produktionswahrscheinlichkeit
in Abhéingigkeit von /s fiir einen festen Wert von ag = 0.8 beim Ubergang in den
Subschwellenbereich analysiert. Dazu betrachte man die Abb. 5.4. Fiir Energien
oberhalb der Schwelle, \/s > 2m, (siehe (a) und (b) in Abb. 5.4) sind die Maxima klar
voneinander getrennt. Die Peaks, und damit die Harmonischen, der monochromatischen
Welle kénnen den Maxima der gepulsten Welle recht gut zu geordnet werden. Geht
man zu kleineren Werten von +/s iiber (siehe (c), (d): v/s = 1 MeV und (e), (f):
/s = 0.5 MeV) wird dementsprechend ein kleinerer Bereich des Phasenraumes belegt.
Es treten Substrukturen mit einer zunehmenden Anzahl an Maxima auf. Das kénnte
man als ein Uberlappen der einzelnen Harmonischen interpretieren, wobei aber nicht
klar ist zu welcher Harmonischen ein Maximum der Verteilung gehort. Das verdeutlicht,
dass man in der gewéhlten Darstellung der A)'-Funktionen (siehe (4.17)) den Begriff
der Harmonischen nicht mehr eindeutig verwenden kann, was der Kontinuitét von [
entspricht. Es ist auflerdem zu erkennen, dass unterhalb der Schwelle [y > 1 Photonen

aus dem Laserfeld beno6tigt werden, um ein Paar zu erzeugen.

5.1.1 Vergleich mit Ergebnissen aus der Literatur

In diesem Abschnitt werden die Resultate aus [17] mit Rechnungen der vorliegenden
Arbeit verglichen. Um die Ubereinstimmung zu verdeutlichen, sind in der Abb. 5.6
Produktionsraten fir zwei Pulsformen dargestellt. Rote Kreuze stellen ausgewéhlte
Punkte aus den Abbildungen 1c und 2 aus [17] dar. Die Parameter sind dem erwéhnten
Artikel entnommen: es handelt sich hierbei um linear polarisiertes Laserlicht mit einer
Energie von w = 1 €V und dem Intensitdtsparameter ag = 2v/2. Die Probephoton-
energie ist w’ = p/, = 250 GeV, woraus /s = 1 MeV folgt. Der Azimutwinkel des

Positrons wurde auf ¢p,s = 0 festgesetzt. Dargestellt ist die dreifach-differentielle
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Abb. 5.5: Fourier-Transformierte g/ (2/w) des Box-Pulses in Abhéngigkeit der di-
mensionslosen Frequenz /w.

Produktionsrate fiir unterschiedliche Pulsformen und Pulsbreiten. Die Umrechnung
von der in dieser Arbeit verwendeten Produktionswahrscheinlichkeit d*W zur der in
[17] verwendeten Produktionsrate d3W* lautet:

8 (2)? wems ABW

3117
|/'/ — . 2
d e2m? T (52)

In Abb. 5.6a ist d*W* in Abhingigkeit von p//m fiir einen Box-Puls
g(@) = O(1—¢)O(T+¢) und 7 = 4r dargestellt. Es fillt auf, dass die darge-
stellte Kurve einem Interferenzmuster dhnelt. In [17] wird dementsprechend erdrtert,
dass der Prozess der Paarerzeugung fiir diese spezielle Pulsform im Wesentlichen
ein Beugungsprozess ist. Die endliche Pulsdauer korrespondiert mit einer endlichen
Offnung in der Blende, wihrend A" = 7/7, die Anzahl der Schwingungen des Pulses,
mit N Spalten korrespondiert. Dieser Effekt ist auf die spezielle Beschaffenheit des
Frequenzspektrums des Box-Pulses zuriickzufiihren. Das wird deutlich, wenn man die
Fourier-Transformierte von g (¢) fiir den Box-Puls betrachtet (sieche Abb. 5.5). Die
Nebenmaxima im Frequenzspektrum sind von bedeutender Héhe und beeinflussen die
physikalischen Vorgénge wesentlich. Folglich sind die Seitenbdnder im Wahrscheinlich-
keitsspektrum in Abb. 5.6a auf die Nebenmaxima der Fourier-Transformierten des
Box-Pulses zuriickzufithren. Die Ahnlichkeit mit dem Beugungsmuster geht verloren,
wenn man zu anderen Pulsformen, wie den hier verwendeten cos?-Puls, iibergeht (siehe
Abb. 5.6b mit 7 = 8). Das Frequenzspektrum dieser Pulsform besitzt zwar auch
Nebenmaxima (vergleiche mit Abb. 2.1b), diese sind aber deutlich geringer ausgepragt
als beim Box-Puls. Die spezielle Struktur von d3W* in Abb. 5.6b ist vielmehr auf
nicht-lineare Effekte zuriickzufithren. Dies kénnte man auch als eine Uberlagerung
vieler einzelner Beugungsmuster deuten [17]. Die Ursache dieser Substrukturen unter-

scheidet sich aber grundsétzlich von der Ursache der Substrukturen eines Box-Pulses.
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Abb. 5.6: Differentielle Produktionsrate als Funktion des transversalen Impulses
des Positrons fiir ag = 2v/2, py = w’ = 250 GeV, /s = 1 und linearer
Polarisation. Die schwarz gestrichelten Linien stellen die Resonanzen des
monochromatischen Grenzfalles dar. Die roten Kreuze zeigen ausgewéhlte
Punkte aus den Spektren in [17]. (a) g (¢) = © (T + ¢) © (T — ¢) mit 7 = 4;

(b) g (¢) = cos? (&¢) mit T = 8.
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Dies erkennt man, wenn man andere Pulsformen untersucht, die keine Nebenmaxima,
im Frequenzspektrum besitzen. Nimmt man beispielsweise einen Gaufi-Puls (siehe
Abb. 5.3) treten ebenfalls Substrukturen auf (siche Abb. 5.3a), welche aber auf die

Impulsverteilung im Laserpuls zuriickzufithren sind.

5.2 Abhangigkeit der Produktionswahrscheinlichkeit vom

Azimutwinkel

In den vorangegangenen Abschnitten ist die Abhéngigkeit der Produktionswahrschein-
lichkeit vom Azimutwinkel ¢,s nicht betrachtet worden. Unter der Annahme, dass die
Abhéngigkeit von ¢, fiir zirkular polarisierte Laserwellen vernachléssigbar gering ist,
kann die Integration tiber ¢,,s analytisch ausgefiihrt werden und ergibt einen Faktor
von 2m. Diese Abhédngigkeit der Produktionswahrscheinlichkeit soll nun sowohl fiir

linear polarisierte als auch fiir zirkular polarisierte Laserwellen untersucht werden.

Um die differentielle Produktionswahrscheinlichkeit dW/d¢yos zu erhalten, muss (4.63)
tiber y, und p/| integriert werden. Die Integration erfolgt numerisch. In Abb. 5.7
ist dW/dgps fiir lineare und zirkulare Polarisation fiir jeweils zwei Pulsldngen 7
abgebildet. Der Polarisationsparameter & wurde fiir lineare Polarisation auf den Wert
¢ = /2 und fiir zirkulare Polarisation auf den Wert £ = 7 /4 gesetzt. Bei linear
polarisierten Wellen (Abbn. 5.7a und 5.7¢) bilden sich fiir beide Pulslangen zwei
Maxima der Verteilung aus. Ein Maximum liegt bei ¢,,s = 7/2 und steht somit
senkrecht zur Polarisationsrichtung. Das zweite Maximum liegt bei ¢p,s = 27/3 und

steht ebenfalls senkrecht zur Polarisationsrichtung.

Im Gegensatz dazu sollte nach naiver Annahme die Produktionswahrscheinlichkeit
unabhéngig von ¢,,s sein, sobald eine zirkulare Polarisation der Laserwelle vorliegt.
Fir unendliche Wellen ist dies auch der Fall. Ein Grund hierfiir ist, dass keine der
Polarisationsrichtungen ausgezeichnet ist. Dennoch ist in Abbn. 5.7b und 5.7d zu
erkennen, dass ein Maximum der Verteilung bei ¢,0s = 7 und ein Minimum bei
¢pos = 0 bzw. bei ¢p0s = 27 existiert. Dies ist ein Effekt der endlichen Dauer des
Laserpulses und der durch die Einhiillende g (¢) vorgegebenen Verteilung der Intensitéit
des Feldes, welche die Symmetrie um die Strahlachse bricht. Um dies zu verdeutlichen
ist in Abb. 5.8 der Verlauf des Vektorpotentials A, in der (z,y)-Ebene fiir zirkulare
Polarisation gezeigt. Die Laserwelle breitet sich in der negativen z-Richtung aus
(siehe Abschnitt 3.1) und steht somit senkrecht auf der in Abb. 5.8 dargestellten
Ebene. Das Minimum der Intensitit entspricht in Abb. 5.8 den Kurvenverlauf in
der Néhe des Zentrums der Ebene bei dem Punkt (0,0) und in Abb. 5.7b bzw. 5.7d

dem Minimum bei ¢pos = 0 und ¢pos = 2. Im zeitlichen Verlauf des Pulses steigt
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Abb. 5.7: Darstellung des differentiellen Wirkungsquerschnitts dW/dep,s als Funktion
vom Azimutwinkels ¢pos des Positrons fiir ag = 2, /s = 2.5 MeV und lineare
Polarisation £ = 7/2 in (a) und (c), zirkulare Polarisation £ = 7/4 in (b)
und (d). In (a) und (b) 7 =3, in (¢) und (d) 7 =30 .
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Abb. 5.8: Schnitt durch das Vektorpotential A, in der (z,y)-Ebene fur zirkulare
Polarisation, £ = 7/4, und 7 = 30 (blaue Kurve) sowie 7 = 3 (rote Kurve).
Die schwarz gestrichelte Kurve reprisentiert den Grenzfall eines unendlich
ausgedehnten Potentials.

die Intensitdt bis zu einem Maximum an. In der vorgegebenen Kinematik ist das
Maximum der Einhiillenden und damit der Intensitét, bei einem Wert von ¢pos = 7
erreicht. Dies spiegelt sich in den Abbn. 5.7b und 5.7d wider. In Abb. 5.8 ist das
Maximum des Pulses genau dann erreicht, wenn die Verteilung der gepulsten Welle
mit dem Grenzfall der unendlich ausgedehnten Welle (schwarz gestrichelte Kurve)
iibereinstimmt. Daraus folgt, dass bei zirkularer Polarisation von gepulsten Feldern
nicht alle Polarisationsrichtungen gleichberechtigt sind. Besonders gravierend wird
dieser Effekt, wenn man zu sehr kurzen Laserpulsen iibergeht, die zum Beispiel
nur aus einer Schwingung des Laserfeldes bestehen. In Abb. 5.7b ist zu erkennen,
dass das Maximum um 100% hoher ist als das Minimum. Den Grund dafiir kann
man an der roten Kurve in Abb. 5.8 erkennen, welche den Laserpuls in der (x,y)-
Ebene fiir eine Schwingungen des Laserfeldes (7 = 3) darstellt. Die Kurve ist nicht
rotationssymmetrisch, sondern geht vom Zentrum zum Maximum und wieder zuriick
zum Zentrum. Daraus lasst sich schlieffen, dass wéihrend bei den ldngeren Pulsen
(siehe 5.7d) die Abhéngigkeit von ¢p,s verschwindend gering ist (das Maximum ist
ca. um 1% hoher als das Minimum), ist sie bei sehr kurzen Pulsen (siche Abb. 5.7b)
von Relevanz und kann auch fiir zirkular polarisierte Laserwellen nicht vernachléssigt

werden.
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5.3 Die totale Produktionswahrscheinlichkeit

5.3.1 Die Abhangigkeit von der Schwerpunktenergie

Um die totale Produktionswahrscheinlichkeit W zu erhalten, muss die differentielle
Produktionswahrscheinlichkeit (4.63) iiber die Rapiditét y, und den transversalen
Impuls p/,, sowie iber den Azimutwinkel des Positrons ¢,,s integriert werden. W ist
durch

W

- / dp, dydepps—2
+ P dpﬁ_dyquspos

(5.3)
gegeben. Da in diesem Abschnitt zirkular polarisierte Laserwellen mit 7 = 25 untersucht
werden, kann W, wie im vorangegangenen Abschnitt gezeigt, als anndhernd unabhéngig
von ¢pes betrachtet werden, und die Integration iiber ¢,,s ergibt mit guter Genauigkeit

einen Faktor 2.

In Abb. 5.9 ist die Produktionswahrscheinlichkeit (blaue Kurve mit Kreisen) als
Funktion von /s fiir einen zirkular polarisiertes Laserfeld mit 7 = 25 und fiir zwei
verschiedene Werte von ag dargestellt. Zum Vergleich ist zusétzlich die monochromati-
sche Produktionswahrscheinlichkeit abgebildet (schwarze Kurve ohne Symbole). Die
in diesem Kapitel verwendete Pulsfunktion ist, so fern nicht anders angegeben, die
cos?-Funktion (siehe (2.10)).

Fiir kleine Werte von ag, ag < 1, ist die Schwelle des Paarerzeugungsprozesses in
unendlich ausgedehnten, ebenen Wellen gegeben durch /s = 2m (siehe Abb. 5.9a,
ap = 107°). Das heift, fiir \/s — 2m geht die Wahrscheinlichkeit rapide gegen Null.
Waihrend die Resultate der endlichen Welle und der unendlichen Welle fiir /s oberhalb
der Schwelle sehr gut iibereinstimmen, differieren die beiden Kurven zunehmend in
der Néhe der Schwelle. Fiir gepulste Felder ist auch knapp unterhalb der Schwelle eine
signifikante Produktionswahrscheinlichkeit vorhanden. Eine Begriindung dafiir liegt in
der Einhiillenden g (¢) und die damit verbundene Verbreiterung des Frequenzbereiches
der einlaufenden Laserphotonen. Die Laserphotonen besitzen nicht nur die zentrale
Frequenz sondern ein Frequenzspektrum (sieche Abschnitt 2.3). So kénnen Photonen
innerhalb des Laserpulses mit hoheren Frequenzen die Schwellenenergie /s = 2m
aufbringen und Paare erzeugen. Die Differenz der beiden Kurven ist abhéngig von
der speziellen Form der Einhiillenden, denn je nach Form ist das Frequenzspektrum
breiter oder schmaler. Auflerdem néhert sich die Kurve der gepulsten Welle fiir grofier
werdende 7 dem monochromatischen Grenzfall an, da dann das Frequenzspektrum
schmaler. Dies entspricht der in Abschnitt 2.3 erwdhnten Anndherung von gepulsten

und unendlich ausgedehnten Wellen fiir eine groffe Anzahl an Schwingungen des
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Abb. 5.9: Totale Produktionswahrscheinlichkeit W als Funktion von /s in MeV fiir
zirkulare Polarisation, 7 = 25 und der Einhiillenden g (¢) = cos? (5= ¢). Die
schwarze Kurve zeigt den monochromatischen Grenzfall, wihrend die blaue
Kurve mit Kreisen die Resultate fiir die gepulste Welle zeigt. (a) ag = 107°
und (b) ag = 2.
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Laserfeldes N [35].

Fiir groBere Werte von ag tritt der starke Abfall der Kurve erst unterhalb der Schwelle
des schwachen Feldes, /s = 2m, ein. In Abb. 5.9b (ag = 2) ist zu sehen, dass die
Resultate der monochromatischen Welle annédhernd mit den Ergebnissen der gepulsten
Welle iibereinstimmen. Doch sind die Strukturen in der Kurve der monochromati-
schen Welle, verursacht durch die niedrigsten Harmonischen (siehe Abschnitt 3.2),
im gepulsten Fall geglattet. AuBerdem liegt fiir /s > 2m die Kurve der gepulsten
Welle knapp oberhalb der Kurve der monochromatischen Welle. Unterhalb dieser
Schwelle ist die Produktionswahrscheinlichkeit des gepulsten Falles niedriger als die
des monochromatischen Falles. Um dieses Verhalten zu verstehen, soll noch einmal der
monochromatische Grenzfall betrachtet werden. In Abschnitt 3.2 wurde gezeigt, dass
im Fall unendlich ausgedehnter Wellen der Wirkungsquerschnitt oberhalb der Schwelle,
Vs = 2m, fiir steigende Werte von ag abnimmt. Im Gegensatz dazu nimmt er unterhalb
der Schwelle fiir steigende Werte von ag zu. Geht man zu endlichen Laserpulsen iiber,
muss die in Abschnitt 5.2 beschriebene Intensitatsverteilung bericksichtigt werden.
Wie erwidhnt sind am Anfang und am Ende des Pulses die Intensitdten viel kleiner
als die Peakintensitit bei g (¢) = 1, die der Intensitét der unendlich ausgedehnten
Laserwelle entspricht. Diese Bereiche des Pulses mit geringerer Intensitét sind Ursache
dafiir, dass oberhalb der Schwelle die Produktionswahrscheinlichkeit der gepulsten
Wellen grofler ist als die der monochromatischen Welle, aber unterhalb der Schwelle

unterdrickt wird.

Man koénnte vermuten, dass die Energieverteilung der eingehenden Photonen der
Unterdriickung von W fiir kleine Werte von /s entgegenwirkt, da durch die Verteilung
auch hoherenergetische Photonen im Laserpuls enthalten sind. Dies scheint aber nur
einen geringeren Effekt zu haben, was damit verbunden sein kénnte, dass die Photonen

mit geringerer Energie im Puls diesen Effekt ausgleichen.

5.3.2 Analyse der einzelnen Harmonischen

Im Abschnitt 4.1 wurden die A7*-Funktionen (siehe (4.17)) hergeleitet. Sie beinhalten
alle Verdnderungen der Physik, die auftreten, wenn man von unendlich ausgedehnten
Laserwellen zu reguldren, gepulsten Wellenziigen tibergeht. In der bisher verwendeten
Darstellung der AJ'-Funktionen treten fiir grofler werdende Werte von ag immer
ausgeprigtere Substrukturen auf (sieche Abb. 5.2), was mit einem Uberlappen der
einzelnen Harmonischen assoziiert werden kann. Daher muss eine andere Darstellung
der A7'-Funktionen gewéhlt werden, um die Substrukturen voneinander zu trennen und
dann einzelnen Harmonischen zuzuordnen. Die Idee fiir den im Folgenden vorgestellten

Ansatz ist zuriickzufiithren auf [18].
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Es soll zunéchst der Exponent des Phasenfaktors (4.20) der A7"-Funktionen betrachtet
werden. Der erste Term auf der rechten Seite von (4.20) ist linear von ¢ abhéngig. Der
zweite und der dritte Term kénnen in einen schnell oszillierenden Teil f und einen
nicht-linearen, ponderomotiven Teil f zerlegt werden. Unter Benutzung der NLVE

ergibt sich der ponderomotive Term f aus dem Integralterm in (4.52) als

N W4
Flas) = =5 [ dog*0 (54)
mit dem Koeffizienten g = mzag (% + o ) Unter der Verwendung von (4.51) und

dem zweiten Term in (4.52) ergibt sich fiir den oszillierenden Term

f = fi— fi— Bg? (¢ )sin¢cos¢(cosQ§—sin2§). (5.5)

Die ersten beiden Terme lassen sich zusammenfassen zu

fi—f1 = g(¢)(—aising + ascose) (5.6)

/ /
mit den zwei Koeffizienten oy = mag (z;:; Z;C;}) cos & und ag = mayg (% — L ) sin&.

Unter der Verwendung der Relationen

x = \Jz?2+y?cos <arctan <i)> , (5.7)
y = /224 y?sin (arctan <i)) (5.8)

kann (5.6) weiter umgeformt werden. Es ergibt sich die Darstellung

fi—fi = ag(d)sin(d+ o). (5.9)

Hierbei ist @ = /a2 + o2 und tan (¢9) = —az/a;. Aus Griinden einer kompakten
Darstellung wird im Folgenden von zirkular polarisierten Licht ausgegangen. Dies hat
zur Folge, dass der letzte Term in (5.5) Null wird. Somit nimmt der oszillierende Term

die Form

= ag(¢)sin(¢+ o) (5.10)

an. Dem entsprechend kénnen die A]'-Funktionen in die Gestalt

/ dbg™ ci((+n)o—F(#)—1(#)) (5.11)
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gebracht werden. Die schnell oszillierende Phase e~if kann in eine Fourier-Reihe

e = i B, (¢) e 1a® (5.12)

a=—00

entwickelt werden. Hierbei sind B, (¢) = 5 [ ¢_+: d¢'e=19?'=if(¢") die von ¢ abhéngigen
Fourier-Koeffizenten. Die hier auftretende Integration kann mit Hilfe der Bessel-
Funktionen erster Art J, ausgewertet werden. Die Koeffizienten nehmen dann die

Gestalt

Bo(¢) = e %J, (ag(¢)) (5.13)

an. Setzt man die Entwicklung in (5.11) ein ergibt sich der Ausdruck

Ay = 23 e / Ja (ag) gme!(Hn=9=F) gg, (5.14)

a=—00

AbschlieSend kann noch der Summationsindex umbenannt werden in ¢’ = @ — n und
a’ — a und man erhilt die Form
S [e¢)

Ap = YD enietm / Join (ag) g (09 Nag (5.15)

a=—00 —00

Um aus dieser Darstellung der A7*-Funktionen das Matrixelement (4.23) zu berechnen,

muss liber ¢ summiert werden,
A = D A (5.16)
a

Das heif3t, dass jedem Wert von a eine Harmonische zugeordnet werden kann. Dies
wird am monochromatischen Grenzfall g (¢) — 1 deutlich. Fir g (¢) = 1 wird der
ponderomotive Anteil zu f (¢) = —B¢. Somit kann (5.15) umgeschrieben zu

Allyser =7 e TN (a) / ci=ath)d g (5.17)

—00

Das Integral ergibt eine Deltadistribution § (I — a + /3). Setzt man fiir [ die Definition
(4.19) ein, erhélt man

1
Allgy=r o 70 (p—+pL — kL —ak_+ Bk). (5.18)

Wobei der Term Sk_ genau die Verschiebung vom Viererimpuls p* zum Quasiimpuls

q" représentiert.
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Abb. 5.10: Beitrag der ersten drei Harmonischen zur totalen Produktionswahrschein-
lichkeit (schwarze Kurve) als Funktion von /s fiir ag = 0.8. Die Kurven
ohne Symbole entsprechen den unendlichen, ebenen Wellen. Die Kurven
mit Symbolen entsprechen den gepulsten ebenen Wellen mit 7 = 25.

Die Produktionswahrscheinlichkeit ist proportional zu W oc |A|?, somit folgt aus (5.16)
der Ausdruck

AP = S ALA =S AP+ 3 ALA.. (5.19)

aa’ a a#a’

Dabei steht die letzte Summe fiir Interferenzterme, welche auftreten, wenn die einzelnen
Harmonischen iiberlappen. Berechnet man die totale Produktionswahrscheinlichkeit
werden diese Terme durch die Integration iiber den Phasenraum sehr klein und kénnen

vernachléssigt werden [41].

Der Beitrag der ersten drei Harmonischen zur gesamten Produktionswahrscheinlich-
keit ist in Abb. 5.10 dargestellt. Zum Vergleich ist zusétzlich der monochromatische
Grenzfall (Kurven ohne Symbole) abgebildet. Wie aus den Ergebnissen des Abschnit-
tes 3.2 zu erwarten, sinkt die Produktionswahrscheinlichkeit fiir héhere Harmonische
im Gegensatz zu den niedrigeren Harmonischen. Man kann erkennen, dass die erste
Harmonische der gepulsten Welle (blaue Kurve mit Quadraten) fiir /s > 1.2 MeV
oberhalb der ersten Harmonischen der unendlichen Welle liegt. Wahrend sich die zweite
und die dritte Harmonische jeweils unterhalb der korrespondierenden Harmonischen
der monochromatischen Welle befindet. Das kann wie folgt begriindet werden. Im

Abschnitt 3.2 wurde erdrtert, dass der Wirkungsquerschnitt, und damit die Produkti-
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onswahrscheinlichkeit, der ersten Harmonischen fiir steigende Werte von ag angesichts
der steigenden effektiven Masse m, sinkt (siche Abb. 3.4). Fiir hthere Harmonische
(I > 1) gilt o o a2~ fiir kleine Werte von ag (siche Abschnitt 3.2, G1. 3.7). Nach Uber-
schreiten des Maximums féllt o stark ab, da sich der entsprechende Produktionskanal
aufgrund der steigenden Masse my schliefit. Wie in Abschnitt 3.2 erértert, verschiebt
sich dieses Maximum fiir groBer werdende Werte von /s zu grofileren Werten von
ag. Die gepulste Welle geniigt einer Intensitdtsverteilung und besitzt dadurch eine
durchschnittlich geringere Intensitéit als die unendlich ausgedehnten Welle. Das hat
zur Folge, dass fiir die hoheren Harmonischen einer gepulsten Welle fiir grofle Werte
von /s der Wirkungsquerschnitt als Funktion von /s (siehe Abb 5.10) geringer ist
als der der monochromatischen Welle. Im Gegensatz dazu ist der Wirkungsquerschnitt
der gepulsten Welle fiir kleine Werte von /s, angesichts der steigenden effektiven

Masse my, grofler als der der monochromatischen Welle.

Zusatzlich beeinflusst die Energieverteilung der Photonen einer gepulsten Laserwelle
die Produktionswahrscheinlichkeit. Dies ist besonders gut an der ersten Harmonischen
in Abb. 5.10 zu erkennen. Wahrend die erste Harmonische der unendlichen Welle fiir
/s < 1.2 MeV rapide gegen Null geht, existiert fiir die gepulste Welle sogar unterhalb
der Schwach-Feld Schwelle /s = 1.022 MeV eine signifikante Wahrscheinlichkeit Paare

zu erzeugen. Grund hierfir sind die hoher-energetischen Photonen im Laserpuls.

5.3.3 Die Abhangigkeit vom Intensitatsparameter

Nachdem im letzten Abschnitt die Abhédngigkeit der Produktionswahrscheinlichkeit
von der Energie /s betrachtet wurde, wird in diesem Abschnitt die Abhéngigkeit vom
zweiten wichtigen Parameter, dem Intensitdtsparameter ag, untersucht. In Abb. 5.11
ist die Produktionswahrscheinlichkeit als Funktion von ag fiir verschiedene Werte von
/s abgebildet. Zum Vergleich ist ebenso der jeweilige monochromatische Grenzfall
dargestellt (gestrichelte Kurven). Es sei bemerkt, dass die Produktionswahrschein-
lichkeit im Gegensatz zu dem Wirkungsquerschnitt proportional zu a2 ist (siehe (3.8)
und (4.73)). Das muss bei einem direkten Vergleich der beiden Groflen beriicksichtigt
werden, da hier die Abhéngigkeit von ag selbst betrachtet wird (siehe dazu Diskussion
in Abschnitt (4.5)).

Aus der Abbildung 5.11 ist zu erkennen, dass ein Erhohen der Laserintensitat eine Er-
hohung der Produktionswahrscheinlichkeit mit sich fithrt. Fiir Werte von /s oberhalb
der linearen Schwelle stimmen die Resultate der monochromatischen Welle mit denen
der gepulsten Welle annédhernd tiberein. Es ist jedoch zu erkennen, dass die Strukturen
in der monochromatischen Verteilung, welche durch die niedrigsten Harmonischen

verursacht werden, in der Kurve der gepulsten Welle nicht mehr vorhanden sind. Das
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Abb. 5.11: Produktionswahrscheinlichkeit als eine Funktion von aq fiir verschiedene
Werte von /s und 7 = 50. Zusétzlich ist der monochromatische Grenzfall
(gestrichelte Linien) dargestellt.

ist auf die Intensitatsverteilung des Laserpuls zuriickzufithren. Es ist auflerdem zu
sehen, dass fiir kleiner werdende Werte von /s hohere Intensitéten des Lasers benotigt
werden, um in einen relevanten Bereich der Produktionswahrscheinlichkeit zu gelangen.
Fiir Werte von ag < 1 sind die Produktionswahrscheinlichkeiten proportional zu a%’"
(siehe Abschnitt 3.2, Gl. 3.7), wobei r € R von den dominierenden Harmonischen
abhangt. Fiir /s = 1.5 MeV ist zu erkennen, dass die erste Harmonische dominiert

(r ~1). Fir /s = 0.5 MeV scheint die vierte Harmonische zu dominieren (r ~ 4).

Zum Vergleich sei hier ein Arbeit von Ringwald [42] erwahnt. In dieser wurden Abschét-
zungen fiir den Verlauf der Produktionswahrscheinlichkeit als Funktion der Intensitit
im Schwinger-Regime gemacht. Der dieser Arbeit [42] zu Grunde liegende Lasertyp ist
ein XFEL (siehe Kapitel 1), wie er beispielsweise am DESY geplant ist. Der betrachtete
Intensitatsbereich fiir 10 keV Laserphotonen liegt zwischen ag ~ 4 und 40, was einer
elektrischen Feldstirke von £ ~ 10'7 V/m bis 10'® V/m entspricht. Ringwald zeigt,
dass bei einer Verringerung der Feldintensitdt um eine GréBenordnung unterhalb der
kritischen Feldstirke E. (siche Kapitel 1.1, Gl. (1.1)) die Produktionswahrscheinlich-
keit um 18 Groflenordnungen abféllt, aber nicht gleich Null ist. Dies verdeutlicht,
dass der Schwinger-Effekt kein Schwelleneffekt ist und somit Vakuumpolarisation
auch im subkritischen Bereich stattfinden kann, aber numerisch extrem unterdriickt
ist. Ein qualitativ &hnliches Ergebnis ist in Abb. 5.11 zu erkennen. Man sieht, dass
fiir /s < 2m die Produktionswahrscheinlichkeit nicht gleich Null ist und somit kein
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Schwellenprozess vorliegt. Ebenso ist die Tendenz erkennbar, dass die Produktions-
wahrscheinlichkeit bei sehr kleinen /s und kleiner werdenden Werten von ag rapide
abfallt. Es ist klar, dass bei sehr kleinen /s sehr viele Photonen aus dem Laserfeld
benotigt werden, um ein Paar zu erzeugen. Daraus folgt, dass man grofle Werte von
ap benodtigt, damit Multiphotoneneffekte hinreichend wahrscheinlich sind. Fiir genau

diesen Fall hat Ritus [39] eine Abschétzung der Produktionsrate angegeben:

: 3 [3e2m? 8 2
= S Yexp |- (1 2 2
W 64\£7rk:() eXp[ 3T( 15a%>}’ (5:20)

die fiir ag > 1 und T < 1 giiltig ist. Dabei ist T durch den Ausdruck

k-K s
m2 = CLOW (521)

T:CLO

gegeben. Dieser Parameter gibt das Ausmafl der nicht-linearen Quanteneffekte des
Paarerzeugungsprozesses an [19, 39]. Aus (5.21) folgt, dass fiir ap > 1 und T < 1 die
Energie /s sehr klein sein muss, was genau dem betrachteten quasistatischen Regime
entspricht. In diesem Limes hat der nicht-lineare Breit-Wheeler Prozess genau die
gleiche funktionale Abhéngigkeit vom elektrischen Feld wie der Schwinger-Prozess, fiir
den die Produktionswahrscheinlichkeit Wy oc e~ Fe/F ist [7].

Eine weiterfithrende, interessante Frage ist, in wie weit der hier behandelte Paaerzeu-
gungsprozess in gepulsten Laserfeldern ein Konkurrenzprozess zum Schwinger-Effekt
darstellt, wenn man zu sehr hohen Feldintensitédten und sehr kleinen Energien der
Probephotonen iibergeht. Zur Zeit ist eine Diskussion im Gange, ob das kritische Feld
der QED iiberhaupt erreicht werden kann [43, 44, 45]. Die Argumentation der Autoren
[43, 44, 45] bezieht sich darauf, dass bei Feldintensitdten in der Groflenordnung der
kritischen Intensitét (siche (1.2)) ein erzeugtes Elektron-Positron Paar eine lawinenar-
tige QED-Kaskade verursacht und damit das Feld sofort wieder abschwécht. Dieses
Problem kann aber aus numerischen Griinden in dieser Arbeit nicht weiter behandelt

werden und verbleibt als Fragestellung fiir zukiinftige Arbeiten.

Abschlieflend wird der Zusammenhang zwischen den Intensitdtsparameter ag und der
zur Verfiigung stehenden Energie /s untersucht werden. Dafiir wird ein Bezugsgrenz-
wert, Wi an der Stelle Wiot(v/5, ag) = 10710, definiert. In Abb. 5.12 ist die /5 in
Abhéngigkeit von ag bei einem Wert von Wi (v/s, ag) = Wt{)@d dargestellt. Die Kurve
sinkt rapide fiir gréfler werdendes ag. Dies bedeutet, dass fiir grofle Werte von ag
(ap > 1) auch fir /s < 2m eine signifikante Wahrscheinlichkeit existiert, Paare zu

erzeugen.
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Abb. 5.12: Abhéangigkeit der Schwerpunktenergie /s von ag fiir ein Bezugsgrenzwert
Wi definiert als Wior(v/5,a0) = Wi an der Stelle Wiot(y/5, a0) =
10710,

5.3.4 Die Abhangigkeit von der Pulslange

Es verbleibt die Untersuchung der Abhéngigkeit der Produktionswahrscheinlichkeit von
der Pulslange 7. Dafiir ist in Abb. 5.13 die Produktionswahrscheinlichkeit als Funktion
von 7 fiir /s = 1.6 MeV und verschiedene Werte von ag dargestellt. Fiir grole Werte
von T steigt die Produktionswahrscheinlichkeit kontinuierlich an; es gilt W o< 7. Es ist
zu erkennen, dass mit grofier werdender Intensitét des Feldes der Anstieg der Kurve bei
kleinen Werten von 7 immer steiler wird. Ein Grund dafir ist, dass bei so kurzen Pulsen
nur noch wenige Laseroszillationen stattfinden. Das fithrt dazu, dass die Peakintensitit
des Pulses nur von sehr kleinen Bereichen der Laseroszillation erreicht wird. Zusétzlich
kommt hinzu, dass die Produktionswahrscheinlichkeit fiir kleine Werte von 7 auch
fir zirkular polarisierte Wellen vom Azimutwinkel ¢,,s abhéngt (siehe Abschnitt 5.2).
Der Fehler, der bei der Vernachléssigung dieser Abhédngigkeit gemacht wurde, ist
in der Abb. 5.13 angegeben. Dieser wurde aus den Ergebnissen des Abschnittes 5.2
abgeschétzt. Es zeigt sich, dass der Bereich des linearen Zusammenhangs W o 7 mit
grofler werdenden Werten von ag schon fiir wesentlich ldngere Pulse verlassen wird.
Wiéhrend bei ag = 0.01 noch bei 7 = 3 lineares Verhalten vorliegt, zeigen sich fiir

ap = 3 schon bei 7 = 10 erste Abweichungen.

Bei Laserpulsen, die nur eine einzige Oszillation enthalten, gibt es aulerdem noch eine

Abhéngigkeit von der ,carrier envelope phase” ¢, das heifit, der Phasenbeziehung
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Abb. 5.13: Abhéngigkeit der Produktionswahrscheinlichkeit von der Pulslinge 7 fiir
Vs = 1.6 MeV und verschiedene Werte von ag.

zwischen Tragerwelle und Einhiillender, die zum Beispiel gegeben ist durch

A (¢) o< g(¢) cos(¢+¢cor), (5.22)

aber in dieser Arbeit nicht untersucht wurde.
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6 Zusammenfassung und Ausblick

In der vorliegenden Arbeit wurde die Erzeugung eines Elektron-Positron Paares
mittels Wechselwirkung zwischen einem hochenergetischen Photon und einer inten-
siven, gepulsten ebenen Laserwelle untersucht. In Zuge dessen ist eine einhiillende
Funktion definiert worden, mit welcher das Vektorpotential des elektromagnetischen
Feldes der Laserwelle modelliert wurde. Fiir die Auswertung des Streumatrixelementes
Sy wurde ein semiklassischer Ansatz gewéhlt, indem das Laserfeld als , klassisches”
Hintergrundfeld exakt beschrieben werden konnte. Somit war es moglich, den Volkov-
Zustand einzufiihren, welcher ein Fermion mit Spin 1/2 im Furry-Bild beschreibt. Das
Streumatrixelement Sy; wurde analysiert und numerische ausgewertet. Es wurden
differentielle sowie totale Produktionswahrscheinlichkeiten berechnet und mit dem
bekannten Grenzfall der unendlich ausgedehnten Laserwelle verglichen, welcher ebenso

in der Arbeit dargestellt wurde.

Die differentielle Produktionswahrscheinlichkeit wies mit zunehmender Feldintensitét
ausgepriagte Substrukturen im Spektrum auf und unterschied sich deutlich von der
Wahrscheinlichkeit der monochromatischen Wellen. Die Substrukturen konnten auf die
Verteilung der Intensitét innerhalb der Laserwelle, welche durch die Einhiillende erzeugt
wurde, zuriickgefithrt werden. Es wurde gezeigt, dass der fiir die monochromatische
Welle definiert Quasiimpuls und die damit verbundene effektive Masse fiir die gepulste

Welle ihre Bedeutung verlieren.

Des Weiteren ist die totale Produktionswahrscheinlichkeit als Funktion der drei
wichtigsten Parameter, Energie /s, Intensitdtsparameter ag und Pulslinge 7, fur
ausgewihlte Bereiche des Parameterraums analysiert worden. Es wurde gezeigt, dass
die maflgeblichen Verdnderungen der Physik durch die Verteilung der Intensitéit der
Photonen im Laserfeld verursacht wird. Verglichen mit der monochromatischen Welle
nimmt die totale Produktionswahrscheinlichkeit als Funktion von /s fiir gepulste
Felder oberhalb der linearen Produktionsschwelle hohere Werte an. Unterhalb der
Schwelle ist diese jedoch starker unterdriickt. Fiir die Abhéangigkeit vom Intensitéits-
parameter ag konnten fiir die gewdhlten Parameter keine signifikanten Unterschiede
zwischen monochromatischer und gepulster Welle festgestellt werden. Es konnte besté-

tigt werden, dass sich fiir steigende Pulsldngen 7 die Produktionswahrscheinlichkeit
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6 Zusammenfassung und Ausblick

den Resultaten der unendlich ausgedehnten Welle anndhert.

Zusétzlich zu den in dieser Arbeit durchgefithrten Analysen kann in zukiinftigen
Untersuchungen der Verschrianktheitsgrad des ausgehenden Elektrons und Positrons
betrachtet werden. Hierfiir miisste die Spinabhéngigkeit des Streumatrixelementes ana-
lysiert werden, was mit dem hier verwendeten Quellcode durch geeignete Erweiterungen

moglich ware.

Auch der Trident-Prozess [7, 8] konnte in zukiinftigen Arbeiten analysiert werden.
Damit wiirde auch die Erzeugung des hochenergetischen Probephotons durch nicht-
lineare Compton-Streuung untersucht werden. Erste Anséitze in der Literatur sind

[12, 46]. Fiir neue Experimente sind aber detaillierte numerische Analysen notwendig.

In weitergehenden Untersuchungen sollten die Methoden der numerischen Auswertung
des Streumatrixelementes verbessert werden, sodass ein groflerer Parameterbereich
betrachtet werden kann. Ein besonders interessanter Bereich wire das quasistatische
Regime und die damit verbundene Frage, ob der Schwinger-Effekt beobachtet werden
kann oder ob lawinenartige QED-Kaskaden ein Erreichen der kritischen Feldstirke

verhindern.
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A Anhang

A.1 Notation und Konventionen

Hier werden einige Notationen und Konventionen deklariert, welche in der vorliegenden
Arbeit benutzt werden. Alle Berechnungen wurden in natiirlichen Einheiten mit
¢ = h = 1 vollzogen. Die Feinstrukturkonstante ist durch a = e?/4m gegeben. Fiir

einen beliebigen Punkt in der Raumzeit wird die kontravariante Vierervektorkonvention
ot = (mo,ml,mQ,x?’) =(t,x) = (t,x,y,2), (A.1)

mit den rdumlichen Komponenten x verwendet. Das Skalarprodukt wird durch einen
Punkt

z-p = atp,=a2"p"—x-p (A.2)

gekennzeichnet. Der Metrische Tensor g, ist in kartesischen Koordinaten gegeben
durch

1 0 0
G = 8 ! o 8 (A.3)
0 0 -1
Es wird die Konvention
po= (A.4)

verwendet mit den Dirac-Matrizen v*. Es ergibt sich der Antikommutator [y*,~"], =
2gH¥ .
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A Anhang
A.2 Der Volkov-Zustand des Positrons

Der Volkov-Zustand des Positrons (2.17) ist im Wesentlichen die Losung zur Dirac-
Gleichung (2.14) mit negativer Energie [47]. Diese erhalt man, wenn in (2.11) von
p — —p = p’ iibergegangen wird. Dass dieser Ubergang korrekt ist, kann unter der

Voraussetzung, dass der Dirac-Spinor v (p/, s) die Bedingung

0 = (p’ + m) v (p,s)

erfiillt, gepriift werden, indem man die Dirac-Gleichung (2.14) 16st. Es ergibt sich

¢ o/ e2 A2 e
o-ctorme [ (roof (£5+25)9) - 24
- e%ﬁ + (ed —m) (1 ckd )}e”p’”(p/’ ) (a5)

/

2pg

Unter der Verwendung der Relation d¢’ = k dz ergibt sich fiir die Integration iiber ¢’

S A-p €242 A-p €242
d¢' = . A6
&9/0 <ek-p/+2k-p’> ¢ k<ek-p’+2k‘-p/ (A.6)

Des Weiteren kann gezeigt werden, dass

A = —FdA+2(k-0)4
= —fpA 20k k) A
-0 (A7)

mit A" = 0A/0¢ gilt, womit der dritte Term in (A.5) zu Null wird. Weitere Umfor-

mungen der Gleichung fithren auf
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A.3 Lichtkegelkoordinaten

b0~ cd)=mlvy = |~pe

Mit der Bedingung (p + m) v (p) = 0 folgt die gesuchte Gleichung;:

[v (10 —eA) —m]yy =0. (A.9)

Um sicherzustellen, dass die Losung negativer Energie auch dem Zustand des Positrons
entspricht, muss gezeigt werden, dass dieser Zustand eine Losung positiver Energie
der ladungskonjugierten Dirac-Gleichung (i@ + eA (¢p) — m) Cy4 (z) = 0 ist. Hierbei
ist C' der Operator fiir die Ladungskonjugation der Wellenfunktion. Es ergibt sich
unter Verwendung der Dirac-Matrizen Cy, = i'wai [9]. Beachtet man die Relationen
VA" = fAy? und Cv (p',5) = u (p',s) erhilt man den Zustand

_ efA . [0 Ap  S2ATN )\ u(p,s)
C'(/]+ = (1—%p>exp<—2px—z/0 <—€kp—2kp>d¢> 2p0,

was genau (2.11) mit den Ubergang e — —e entspricht und somit Losung der ladungs-

konjugierten Dirac-Gleichung ist.

A.3 Lichtkegelkoordinaten

Die Lichtkegelkoordinaten stellen eine Projektion auf einen lichtartigen Vierervektor
dar. Unter der Verwendung der speziellen Kinematik in dieser Arbeit ist dies der
Viererimpuls der Laserphotonen k, = w (1,0,0,—1). Wie im Abschnitt (3.1) schon er-
wahnt, ergibt sich folgende Vorschrift fiir die Transformation eines Vierervektors x vom
kartesischen Koordinatensystem (xo, z!, 22, x4) in das Lichtkegelsystem (x4, 2x_,x):

re = z'+a23, (A.10)

x| = (xl,xQ). (A.11)
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Das Skalarprodukt ergibt sich dementsprechend aus

1
ey = 5 @py- +roys) = X1 yL (A.12)

Die Minkowski-Metrik g, in Lichtkegelkoordinaten ist gegeben durch den Ausdruck

03 0 0
1
5 0 0 0
y = 2 A.13
I 00 -1 0 ( )
0 0 0 -1
Daraus folgt fiir das infinitesimale Raumelement
4 1 2
V—gd'z = idamrdx_d X
1
= —dpdr_d?x, .
k_
Fiir die Komponenten der Viererimpulse &, und kL gilt
ko =2w, ky=0, ki =0, (A.14)
E.o=0, K, =2 ki =0. (A.15)

Das auslaufende Positron hat einen Viererimpuls p’ = p’ (7, Opos, Ppos), und es ergeben
sich mit dem relativistischen Faktor v = p{,/m und 8 = /72 — 1/~ die Komponenten

pL - p6 (1 - 6COS6pOS) y (Alﬁ)
ler = p6 (1 + ﬁ Cosapos) y (A17)
p/J_ = pé]ﬁ SinHpos (Cos¢p087 Sin¢pos) . (Alg)

Daraus kann die Dispersionsrelation des freien Teilchens abgeleitet werden

) 1
m* = §(p+p—+p—p+)—m-p¢
= p4p— —PL-PL, (A.19)
2 2
ap = MEPL (A.20)
D+

Der Vierermpuls p des auslaufenden Elektrons kann {iber die Energie-Impulsbeziehung
und die Disperionsrelation (4.41) durch p'und k' ausgedriickt werden. Es ergeben sich
die Abhéngigkeiten
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A.4 Rapiditit

m? +p 2

+ +
pr = k-1, (A.22)
p. = —pl. (A.23)

A.4 Rapiditat

Die in Abschnitt 4.4 eingefithrte Rapiditét ist ein dimensionsloses Maf} der Geschwin-
digkeit. In kartesischen Koordinaten ergibt sich eine alternative Definition zu (4.60)
durch den Ausdruck

1 (mwrpé)
y. = oln(— TP
27 \my—ph

/
= arctanh (pg) . (A.24)
mry

Daraus folgt fiir die dritte Komponente des Impulses p’ folgende Darstellung
py = msinhy,, (A.25)
unter der Beachtung der Umformung

2
(my)? = m®+pf +p5 + 5
= m?+p? +pF +misinh’y,

= m2 cosh?y,. (A.26)

Damit kénnen die Komponenten des Viererimpulses p’ bestimmt werden als

p_ = my (coshy, —sinhy,), (A.27)
p. = my (coshy, + sinhy,), (A.28)
p. = |p/.|(cosp,sing). (A.29)

Fiir den monochromatischen Grenzfall kann der Zusammenhang zwischen p', = |p/| |

und y, aus (3.1) berechnet als
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¢? = (k+k—q)°, (A.30)
0 = lk-K—1Ilk-¢d—k-q. (A.31)

Setzt man den Quasiimpuls (2.22) ein, folgt

m2a3

4k - p

0 = k- —1k-p—K p— kK

(k) () — 1) — () ()~ TSk (A2

Im Schwerpunktsystem ergibt sich

0 =1 (2w2) (mwe¥*) — 1 (m ) we¥*)?
2.2
_ ma
- (miwe™*) (miwe¥?) — T 09w?
2 2
m-a
= 2mjwes —Im? e —m? — 5 0
9 2lwemseY? mQa%

L+ (A.33)

LT e 1 T Qe 1 1)

Daraus kann die gesuchte Relation abgeleitet werden,

1w e s€Y7 <lwcmseyz >2 m2a}
_ Y miag A.34
e e 1\ e 1)~ 20e £ 1) (A.34)

2
lwemse¥= ( lwemseY= > 2 m? ag 2
= —_— — — . A.35
PL (lerz +1 + \/ le?v= + 1 2 (le?- 4+ 1) " ( )

Es kann jetzt die Transformation des infinitesimalen Raumelements dyd0,,sd¢pos —

dy.dp’| dépos berechnet werden. Es ergibt sich fiir den Lorentz-Faktor

vo= @coshyz. (A.36)
m
Der Winkel 6,5 kann aus
i = pP+1s, (A.37)
p/J_ = m'YﬁSinepo& (A38)
e )
Opos = A.39
b arcsin (m’y ( )
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mit p/, = |p/ | berechnet werden. Daraus ergibt sich

. b1
costlpos = cos |arcsin
[ ( \/mQSinthz + p% cosh?y, ) ]

/2
_ Pl
2 2
m3 coshy, —m?

m2 sinh?y
= 5 L 5 z 5 (A.40)
m7 cosh®y, —m

Um die Jacobi-Determinante zu berechnen, muss dieser Ausdruck nach y, abgeleitet

werden. Er kann in die Form

N

0cosbpos _ 1 ( misinthZ ) QpEmisinhyzcoshyz
0y, 2 micosh2yz —m? (mﬁ_costhz _ m2)2
_ p’fmzlsinhyicoshyz (A.41)
d (yzp'))
misinthz

2
mit d(y.,p) = v T — (micosh2yz - m2) gebracht werden. Leitet man
1 2

(A.40) nach p/| ab ergibt sich der Ausdruck

1
0cosbpos 1 ( misinhgyz ) 2 | —2p)) (micosthZ — m2> + 2PIECOSh2yz
7 = 5 2 2 2 2
op'; 2 \'m5 cosh®y, —m (micoshzyz _ mz)
. 19
——plmZSII,lh Yz (A.42)
d (Y= 7))

Damit sind die Voraussetzungen geschaffen, die benétigte Jacobi-Determinate detJ

zu bestimmen. Sie berechnet sich zu
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. pl
det — d 0 (dry, dcostpos) d “Lsinhy, o nﬁﬁcoshyz
ot = det d (dy.,p')) I Wit sinhy,coshy, — Lm sinh?y
oL d(y=.p) ) i “ d(y=p)) z
/ 2 /3
m
= —wsinh?’yz _ pliﬂsinhyzcosthz
md(yz’pj_) md(yzapj_)
p/, mj sinhy, (micosthz - m2>
- md (yz,p')
P/ m sinhy,

m?2 Sinh2
e Ve (micosthz — m2>
miCOSh Yy —m?

m\/micosthz — m?2
_ - Py
m\/misinhzyz + p/f
/
. (A.43)
m|p'|

Daran anschlielend kann das infinitesimale Raumelement bestimmt werden. Unter

der Beachtung der Relationen d®p//p}y = —m|p’| dy dcosOpos ddpos folgt

—m|p'ldydpdcosd = —mp'detJ dy, dp'| dppos
= pﬁ_dyz dpl ddpos- (A.44)

A.5 Eichinvarianz des Streumatrixelements

Um die Eichinvarianz, ¢ — € + Ak’ zu iiberpriifen, muss getestet werden, ob das
Streumatrixelement (4.8) die Ward-Identitéat erfiillt, welche aus der Viererstromerhal-
tung 0,j" = 0 folgt. Dazu kann man alle ¢ durch k" ersetzen, woraus folgen muss,

dass das so modifizierte Streumatrixelement Null wird [40].
Benotigte Relationen sind (p — m) up, =0, (p’ + m) vy = 0 und u, (¢ — m) =0

Durch die Ersetzung ¢ — k' ergeben sich folgende Ausdriicke fiir die Dirac-Struckturen
(siehe 4.1)
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A.5 Eichinvarianz des Streumatrixelements

N/ 00 = ﬁp}élkvp/

=y (p+y — ) vy
= —layhvy, (A.45)

T = U (dp}{;%%, - dp’k/%¢;) Up!
= (dp;f?}{: (;p + 17’/> —dy (p "’}ff/) WﬂF) Vpy
= Up (dpfzpk? +dpf Ky — dypke — dp'zﬁ'%uf;) Up!
= Up [dp¢$ (2p -k — pk) — mdp¢¥k — Tndp/}é¢$ — dp/ (2p’ -k — kpl) ¢$

Uy

= Up [dp2p : k/éq: —dyp (217 A p?f;) k- mdp}’f;% -

— mdy kg — dy2p g+ dyk (20 65 — o) |op

= [dp2p ki +mdpfk —2p - exdpk — mdpd [ —

- 2 kdy ¢ — mdp/%;ZjF +dy2p ek + dp/m}é;z;‘qt Vpy

= [2 (p' - exdy —p-exdy) k+2(k-pdp—p - kdy) fo vy

= 2(p - exdy — p-exdy) Upkvy, (A.46)

T = —A(k-K)dpdyitipkvy, (A.A4T7)

Tl = =2(k- k) (cos? € — sin® &) dydyi vy (A.48)

Der erste Term in (4.23) proportional zu AJ kann demzufolge umgeformt werden zu

IA kv, = 2[ (0 - e—dy —p-e_dp) AT+ (p' - exdy —p-eydy) ALy +2 (k- ) dyd, Al
+ (k-K) (cos2 ¢ — sin? 5) dyd, (AS + .AQ_Q) }up%vp/
= 2[ (0 - e—dy —p-e_dp) A + () - exdy —p-erdy) ALy

— (k) dyd, 243+ (cos? —sin?¢) (A3 + A2,)] ]fap;évp,. (A.49)

Es muss abschlieBend gezeigt werden, dass die Definition der A3-Funktion (4.31) der
hier gefundenen Definition (A.49) entspricht. Aus (4.31) folgt
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2w [ ma . A
0 = —— — 0 /. i ! —ig
m2a(% 2 2 .. 9 i2¢ —i26 1 1
o ) () ] (L 1
+ 2mao (®) (p e_e4p. €re i¢) }eiH+(¢)d¢
_ 1 _ mao 1 <Trw'0 ’ _ mag > 1
= l{ — ok pp 6) Al + ok p/p €4 ok D A—l
() ot e ) (4 4]
8k 2 “9
1
B l{ (2elyp’ - e = 2dpp- e )‘A%+(2dp’p,’€+_2dpp'€+)«41_1

— 2(k p+kp) dydy [243 + (cos? € — sin¢) (A§+A2_2)]}

N‘M

{ (dyp' - e— —dpp-e_) AL + (dyp' - e — dpp - e4) AL,

— k- Kdydy 243+ (cos? € — sin®€) (A3 + A2,)] } (A.50)

was dem gesuchten Ausdruck aus (A.49) entspricht. Somit ist gezeigt, dass das Streu-

matrixelement (4.22) die Eichinvarianz erfiillt.
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