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Kurzdarstellung

Ein wichtiger Teil der Expansionsdynamik des Quark-Gluon-Plasmas, das bei relativis-
tischen Schwerionenstéfien am LHC entsteht, kann mit hydrodynamischen Modellen gut
beschrieben werden. Zunéchst wird deshalb die relativistische Hydrodynamik numerisch
am Beispiel eindimensionaler Probleme behandelt. Die Verléasslichkeit des Codes wird durch
Vergleich unabhéngiger numerischer Methoden und dem Vergleich mit einer analytischen
Losung demonstriert. Als Beispiel wurde ein Anfangswertproblem gewéhlt, dessen Losung
neu gefunden werden musste. Weiterhin wurde ein iteratives Schema zur Berechnung von
Losungen der Einsteingleichungen in einem asymptotischen Anti-de Sitter-Raum entwi-
ckelt, dessen Grundidee aus der Literatur entnommen wurde. Es konnte angewendet wer-
den, um ein in der Literatur angegebenes Setup, mit dem die AdS/CFT-Korrespondenz
fiir ein eindimensional stromendes Medium ausgenutzt wird, zu verallgemeinern. Aufler-
dem wird ein Weg aufgezeigt, wie dieses Setup verbessert werden kann, um realistische
Ergebnisse zu erzielen. Inspiriert von dem iterativen Schema zur Berechnung der Einstein-
Gleichungen wird eine Methode entwickelt, mit dem die hydrodynamischen Gleichungen
iterativ gelost werden konnen. Die Anwendbarkeit wird durch das Berechnen der Dynamik
von anfianglich Gauf-verteilter Materie demonstriert. Es wird ebenfalls gezeigt, dass es

moglich ist, mit dieser Methode den elliptischen Fluss zu untersuchen.

Abstract

An important part of the dynamics of the expanding quark gluon plasma, which is produced
in relativistic heavy ion collisions, can be well described using hydrodynamical models.
At first, relativistic hydrodynamics are treated numerically for one-dimensional problems.
The reliability of the code is demonstrated by comparison of the results from independent
numerical approaches. Additionally, the numerics are tested with an analytical solution,
which had to be calculated first. Later an iterative scheme for constructing solutions of
the Einstein equations in asymptotic anti de Sitter spaces is developed, for which the basic
ideas are taken from the literature. Its application to a setup introduced in the literature
yields a generalization of the result given there. Furthermore, a way is presented how to
improve the setup for achieving realistic results. Inspired by the scheme for solving the
Einstein equations a method is developed for solving the hydrodynamical equations in an
iterative manner. The applicability is demonstrated by adopting this method to Gaussian
shaped initial conditions. Likewise it can be shown, that it is possible to study the elliptic

flow whithin this approach.
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1 Einleitung

Das gegenwirtige Bild der theoretischen Physik besteht darin, dass alle beobachteten
Phénomene auf vier grundlegende Wechselwirkungen zuriickgefithrt werden. Dabei werden
drei dieser Wechselwirkungen (die “elektromagnetische”, die “schwache” und die “starke”
Wechselwirkung) durch Quantenfeldtheorien beschrieben. Zur Behandlung der vierten Kraft,
der Gravitation, verwendet man mit der Allgemeinen Relativitétstheorie (ART) Einsteins
eine vollig andere Art von Theorie, die sich bisher allen Versuchen, sie konsistent zu quan-
tisieren, entzogen hat. Einen der bisher aussichtsreichsten Wege dies zu erreichen, wird
in Stringtheorien gesehen. Dabei stellen eindimensionale Objekte, die Strings, deren Aus-
dehnung von der GroBenordnung der Plancklinge I, ~ 1,6 x 1073 m ist, die fundamental-
en Freiheitsgrade dar. Als Grenzfall ist in diesen Theorien die ART enthalten.

Im Jahr 1997 wies Maldacena in seinem viel zitierten Artikel [1] auf die Moglichkeit der
Aquivalenz zwischen konformen Feldtheorien und Stringtheorien hin. In der Folge wurden
sehr viele Arbeiten in diesem Bereich verfasst (siche z.B. [2-4]). Denn mit dieser Aquivalenz
ist es (in bestimmten Grenzfillen) moglich, konforme Quantenfeldtheorien (CFTs) 2
auf eine klassische Gravitationstheorie abzubilden. Die Symmetrien der CFT {ibersetzen
sich dabei in Symmetrien der Rdume, fiir die die korrespondierende Gravitationstheorie
formuliert ist. Das am besten untersuchte Beispiel fiir diese Korrespondenz ist die N' = 4
supersymmetrische Yang-Mills-Theorie 3, an der die Korrespondenz auch entdeckt wurde.
Auf den ersten Blick hat diese Theorie nicht viel mit den Eichtheorien des Standardmodells
gemeinsam und scheint deshalb zur addquaten Beschreibung der Natur ungeeignet zu sein.
Interessanterweise lassen sich jedoch Schwerionenkollisionen bei sehr hohen Energien (in

gewissen Grenzen) durch konforme Theorien ndherungsweise gut beschreiben, sodass man

die Korrespondenz auf diese Probleme anwenden kann.

Aufgrund der Eigenschaft, dass sich eine starke CFT-Kopplung in eine schwache String-

1Vgl. Abschnitt 2.2.2.

2In dieser Arbeit werden die iiblichen englischen Abkiirzungen verwendet. Aus diesem Grund wird statt
der deutschen Endung zur Kennzeichnung des Plurals ein “s” angehéngt.

3Auch kurz: N'= 4 SYM-Theorie genannt. Das ist eine relativistische Quantenfeldtheorie mit der Eich-
gruppe SU(N), die zusétzlich supersymmetrisch ist. A' = 4 deutet dabei an, dass es vier nicht kommu-
tierende Operatoren gibt, die supersymmetrische Transformationen erzeugen (also solche Transforma-
tionen, die Fermionen in Bosonen verwandeln und umgekehrt).
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Kopplung iibersetzt, konnen nicht stérungstheoretisch behandelbare Probleme der CEF'T in
storungstheoretisch losbare Probleme der Stringtheorie umgewandelt werden. Im Grenzfall
sehr grofler CFT-Kopplung verschwinden die Quantenkorrekturen bei der korrespondieren-
den String-Theorie und man erhélt eine Aquivalenz zwischen einer stark gekoppelten Quan-
tentheorie und einer klassischen Feldtheorie. Doch nicht nur fiir die Losung von quanten-
feldtheoretischen Problemen bei starker Kopplung stellt die Korrespondenz neue Methoden
bereit. Ebenso hat sie ein neues Licht auf das Problem des Informationsgehaltes bzw. der
Entropie geworfen. Wenn Gravitationstheorien in D Dimensionen dquivalent zu Quanten-
feldtheorien auf dem (D — 1)-dimensionalen Rand der entsprechenden Raumzeit sind, so
bedeutet das, dass der Informationsgehalt und damit die Entropie nicht proportional zum
“Volumen” sondern proportional zur “Oberfliche” der Raumzeit sind. Das wird durch
die Berechnung der Entropie schwarzer Locher unterstiitzt, die nach Bekenstein [5] und
Hawking [6] proportional zur Fliache des Ereignishorizonts und nicht zum umschlossenen
Volumen ist. Die Uberlegungen zur Aquivalenz von Theorien unterschiedlicher Dimensio-

nen werden mit dem Schlagwort des “holographischen Prinzips” bezeichnet.

Eine ideale Moglichkeit, die Korrespondenz anzuwenden und ihre Relevanz fiir physi-
kalische Fragestellungen zu testen, ist gegenwiirtig am Large Hadron Collider (LHC) 4
gegeben. An diesem hat im Mérz 2011 das wissenschaftliche Programm begonnen. Dessen
wichtigstes Ziel ist die Suche nach dem Higgs-Boson, dessen Wechselwirkung mit den
tibrigen Teilchen des Standardmodells diesen ihre Masse verleiht[7]. AuBlerdem soll nach
physikalischen Phéanomenen gesucht werden, die nicht mit dem Standardmodell der Teilchen-
physik zu erkldren sind. Beispielsweise weicht das anomale magnetische Moment des Myons
ungewohnlich stark von dem durch das Standardmodell gegebenen Wert ab. Dies konnte
durch Wechselwirkungen mit supersymmetrischen Teilchen, deren Masse im Bereich einiger
TeV liegt, verursacht werden.[8] Diese Fragen, die die Suche nach “neuer” Physik betreffen,

werden mithilfe von Proton-Proton-Kollisionen untersucht.

Ein weiterer Forschungsschwerpunkt besteht darin, das am Relativistic Heavy Ion Collider
(RHIC) entdeckte Quark-Gluon-Plasma (QGP) ° zu vermessen. Dazu wurde der LHC zum
ersten Mal im November 2010 mit Bleikernen betrieben. Bei diesen Kollisionen entsteht ein
Bereich, in dem die Kernmaterie so stark verdichtet wird, dass die Zuordnung von Quarks

zu Nukleonen ihren Sinn verliert. Die Quarks werden nicht mehr durch die starke Wech-

4Ein Protonen-Ringbeschleuniger der Europiischen Organisation fiir Kernforschung (CERN). Die maxi-
mal erreichbare Schwerpunktsenergie betrigt etwa 14 TeV fiir Protonen-Kollisionen. Der LHC kann
auch mit Bleikernen betrieben werden. Bei diesen Experimenten sind Strahlenergien von bis zu
2,76 A TeV moglich. (A ist die Nukleonenanzahl der beschleunigten Kerne, also fiir Blei A = 208).
Siehe [11].

5Vgl. Abschnitt 2.3.1.



selwirkung zu farbneutralen  Objekten verbunden 7 , sondern kénnen sich als quasifreie

Teilchen innerhalb des Mediums bewegen.

Das Interesse an diesem Materiezustand, dem QGP, ist sehr grof3, da er sonst nur im Inneren
von Neutronensternen und in den frithesten Phasen des Universums auftritt bzw. auftrat.
Wenn es gelingt, mittels der Experimente am LHC die Zustandsgleichung des QGPs zu
bestimmen, so konnen damit wichtige Erkenntnisse iiber den Aufbau von Neutronenster-
nen gewonnen werden. Auch die Frage nach der Existenz von Quarksternen kann dann
geklart werden.[9] Doch nicht nur astrophysikalische Problemstellungen kénnen mit den
Experimenten adressiert werden. Auch fundamentale Fragen aus dem Bereich der Teilchen-
physik, die zum Beispiel die Natur des Confinements, die chirale Symmetriebrechung und

das Verhalten von Jets betreffen [10], werden dabei untersucht.

Bei den Experimenten, die am RHIC gemacht wurden, ist beobachtet worden, dass das
QGP kollektives Verhalten zeigt. Besondere Aufmerksamkeit wurde dabei dem elliptischen
Fluss zuteil, der die Forminderung des expandierenden Plasmas beschreibt ®. Dies hat
Einfluss auf die Impulsverteilung der detektierten Teilchenspezies. Diese lasst sich sehr gut
erklaren, wenn man annimmt, dass das QGP ein nahezu ideales Fluid ist. Da auch die
Zustandsgleichung des QGPs und Transportkoeffizienten, wie z.B. die Scherviskositét, die
Impulsverteilung beeinflussen, hat man mit dieser eine einfach zugéngliche Observable, mit
der man auf diese GroBlen zuriick schliefen kann. Fiir diese Zwecke ist das Verstédndnis der

Expansionsdynamik zentral.

Die hydrodynamische Beschreibung erfordert, dass das Medium sich nahe am lokalen ther-
mischen Gleichgewicht befindet. Die Genauigkeit, mit der hydrodynamische Rechnungen
bestimmte Observable vorhersagen, legt nahe, dass das QGP schon nach einer Zeit von
~ 1fm/c ein lokales thermisches Gleichgewicht erreicht. Das ist nur ein Bruchteil der Zeit,
die das Licht benotigt um eine Strecke zu durchlaufen, die der Ausdehnung des Systems
entspricht. Grofle Bereiche des Plasmas konnen also gar nicht kausal verbunden sein. Trotz-

dem ist die Temperaturverteilung kontinuierlich und ohne gréflere Fluktuationen.

Es war deshalb notig, Methoden zu entwickeln, die das schnelle Einstellen eines lokalen
thermischen Gleichgewichts erkldren konnen. In dem betrachteten Regime ist die Kop-
plungskonstante der starken Wechselwirkung so grof, dass das Verhalten nicht durch sto-
rungstheoretische Rechnungen der QCD behandelt werden kann. Eine Methode, die es er-
laubt zu verstehen wie hydrodynamisches Verhalten asymptotisch aus einer stark wechsel-
wirkenden Quantenfeldtheorie entsteht, basiert auf der AdS/CFT-Korrespondenz. Anstatt

6Mit “Farbe” ist die Ladung beziiglich der starken Wechselwirkung gemeint.
"Dieses Phiinomen nennt man “Confinement”.
8Vgl. Abschnitt 5.5.2
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der QCD betrachtet man eine stark wechselwirkende CFT. Diese iibersetzt man mit Hil-
fe der AdS/CFT-Korrespondenz in eine Gravitationstheorie. Indem gefordert wird, dass
die Losung der Gravitationstheorie keine Singularitdten aufweisen soll, schrinkt man die
Evolution des Energie-Impulstensors der CFT so ein, dass asymptotisch nur noch hydrody-
namische Moden auftreten’. Damit ist die Frage “Warum wird ein stark wechselwirkendes
konformes Medium so gut durch Hydrodynamik beschrieben?” &quivalent zu der Frage
“Was bedeutet es fiir die CF'T, dass in der dualen Gravitationstheorie keine Singularitédten
auftreten diirfen?”. Diese Frage kann unter Umstédnden viel einfacher zu beantworten sein,
insbesondere, da es eine exakte Formulierung der Korrespondenz gibt. Einige dieser Fragen

werden im Verlauf dieser Arbeit noch ausfiihrlicher diskutiert.
Diese Arbeit ist wie folgt aufgebaut:

Losungsideen, die prinzipiellen Schritte sowie die Interpretation der Ergebnisse, werden
zumeist im Hauptteil der Arbeit (Kapitel 2 -5) dargestellt. Zahlreiche und teilweise auf-
wendige Rechnungen werden aus Griinden des besseren Leseflusses in den Anhéngen durch-

gefiihrt.

Im zweiten Kapitel werden die fiir diese Arbeit wichtigsten Relationen aus der Allge-
meine Relativititstheorie (ART) eingefiihrt. Die Definitionen der benotigten Begriffe, sowie
einige Bemerkungen iiber deren mathematische Struktur sind in Anhang B zusammenge-
fasst. Aulerdem wird erlautert, wie Schwerionenkollisionen zum Verstiandnis fundamen-
taler Fragestellungen beitragen konnen. In diesem Zusammenhang wird auch auf die rel-
ativistische Hydrodynamik eingegangen, die als effektive Theorie einen Teil der Dynamik
beschreiben kann. Ebenso wird die Thermodynamik in ihrer lokalen Formulierung be-

sprochen, insbesondere im Hinblick auf die Beschreibung eines idealen Fluids.

Im dritten Kapitel werden analytische und numerische Methoden vorgestellt, mit denen
man eindimensionale hydrodynamische Probleme losen kann. Eine analytische Losung
befindet sich in Anhang F. Die Verldsslichkeit des numerischen Codes wird durch Ver-
gleich mit Ergebnissen aus der Literatur und mit dem analytischen Ergebnis aus Anhang

F demonstriert.

Im vierten Kapitel wird eine Methode vorgestellt, die in d&hnlicher Form in den Arbeit-
en von Janik [12] verwendet wurde. Die zentralen Gleichungen und Aussagen werden in
Anhang G hergeleitet. Mit der Methode wird eine Entwicklung der Losung der Einstein-
Gleichungen fiir einen asymptotischen Anti-de Sitter-Raum (aAdS) berechnet, die (so weit
moglich) mit der Literatur verglichen wird. Die Methode wird angewendet um eine Verall-

gemeinerung des in [13] gegebenen Gravitationsfeldes zu bestimmen, das zu einem eindi-

9Vgl. Abschnitt 4.3.



mensional stromenden, konformen Medium dual ist. Dieses hat zwar den Vorteil, dass es
sich exakt berechnen lasst, allerdings ist es keine gute Nédherung fiir die ersten Expansions-
phasen nach einer Schwerionenkollision, da eine ungeeignete Zustandsgleichung verwendet
wird. Darum wird ein Weg aufgezeigt, wie man das Modell modifizieren kann, um realis-

tische Zustandsgleichungen verwenden zu konnen.

Im fiinften Kapitel wird die Methode, die im vierten Kapitel fiir die Losung der Einstein-
Gleichungen verwendet wurde, auf die hydrodynamischen Gleichungen angewandt. Zu-
néchst wird gezeigt, wie die Gleichungen fiir lokale Energie-Impuls-Erhaltung im Falle sehr
allgemeiner Systeme gelost werden konnen. Das geschieht indem iterativ aus niedrigeren
Entwicklungskoeffizienten der Taylor-Entwicklung der Losungsfunktionen die hoheren Ko-
effizienten bestimmt werden. Diese Methode wird auf ideale Fluide angewandt. Dabei wird
zunachst fiir Félle in denen analytische Losungen bekannt sind die iterative Losung be-
stimmt und mit dem analytischen Resultat verglichen. Danach wird die Methode den
numerischen Ergebnissen aus Kapitel drei gegeniiber gestellt. Nachdem die Verlésslichkeit
der Methode demonstriert wurde, wird diese auf realistischere Anfangsbedingungen ange-
wendet. Zum Schluss wird gezeigt, dass man den elliptischen Fluss als wichtige Observable

bei Schwerionenkollisionen untersuchen kann.

In Kapitel 6 werden die Ergebnisse zusammengefasst und erldutert, welche weiteren Schritte

zu unternehmen sind, um die Methode anwendungsreif zu machen.
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2 Grundlagen

2.1 Allgemeine Relativitatstheorie

In der vorliegenden Arbeit wird haufig von Begriffen der Allgemeinen Relativitédtstheorie
(ART) Gebrauch gemacht. Die nétigen Begriffe dazu werden im Anhang B eingefiihrt. Da
diese im Laufe der Arbeit immer wieder verwendet werden, sind im Folgenden nur die

Einstein’schen Feldgleichungen und die Definition des Energie-Impuls-Tensors angegeben.

2.1.1 Einstein’sche Feldgleichungen

Die Einstein’schen Feldgleichungen haben die folgende Gestalt:

R
Ry, — ngu + Agy, = kT, (2.1.1)

Hierbei bezeichnet A die kosmologische Konstante und 7, den Energie-Impuls-Tensor

der Materie. Die Gravitationskonstante x gibt die Stérke der Kopplung zwischen Materie

und Raumkriimmung an. Im vierdimensionalen Fall kann x = Scjr]g’él mit der Newton’schen
Gravitationskonstante Gy und der Vakuum-Lichtgeschwindigkeit ¢ in Verbindung gebracht
werden. Schlieflich stellen Ry, und R den Ricci-Tensor bzw. den Ricci-Skalar der Raumzeit
dar. g), beschreibt die Metrik des Raumes. Die Feldgleichungen werden ergénzt durch
die kontrahierten Bianchi-Identitéaten, die durch die Konstruktion des Kriimmungstensors
automatisch erfiillt sind. Sie beinhalten, dass die Spur der kovarianten Ableitung der linken
Seite in (2.1.1) verschwindet. Fiir die Metrik liefert das keine Einschrénkung, jedoch fiir
den Energie-Impuls-Tensor:

9" Ty = 0. (2.1.2)

Das ist die Forderung nach lokaler Energie-Impuls-Erhaltung, die ein Nebenprodukt der
ART ist. Die beiden Gleichungssysteme (2.1.1) und (2.1.2) beschreiben das Wechselspiel
zwischen Materie und Geometrie der Raumzeit. Sie bilden ein System aus 14 partiellen

Differentialgleichungen fiir die zehn unabhéngigen Komponenten des metrischen Tensors
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und die zehn Komponenten des Energie-Impuls-Tensors.

2.1.2 Energie-lmpuls-Tensor

Um spéter den Zusammenhang von Metrik und Energie-Impuls-Tensor zu verstehen, wird
hier die Ableitung der Einstein-Gleichungen aus einem Extremalprinzip skizziert. Eine
ausfiihrliche Darstellung findet sich in [14]. Die extremale Grofle, das Einstein-Hilbert-
Funktional W, lautet:

1
W:/§R+A+/€£M\/|g|d4x. (2.1.3)

Dabei ist £, die Lagrangefunktion der Materie und g die Determinante der Metrik. Die
Konstante A kann hinzugefiigt werden, da die Lagrangedichte nicht eindeutig festgelegt ist
und die aus ihr abgeleiteten Bewegungsgleichungen sich bei dieser Addition nicht &ndern.

Nun berechnet man §W/g,,| und fordert, dass diese Variation verschwindet:

1 1
W lgu| = / (5\/ lg| <§R + A+ K“CM) + §5R + KL/ |g|) d'z = 0. (2.1.4)

Durch Auswerten der Variationen d4/|g| und R und Anwenden des Satzes von Stokes

kann man dies umformen in:

1 1 26 6(\/|g|Lr) "
oW = — —guwR—R,, +A ogh” d*x = 0. 2.1.
W 2/ (29“ R—R,, +A+ Tl o g/ gld*z =0 (2.1.5)

Diese Bedingung lédsst sich nur dann fiir alle Variationen der Metrik erfiillen, wenn der
Klammerausdruck verschwindet, wenn also (2.1.1) gilt. Dabei ist der Energie-Impuls-

Tensor T}, folgendermaflen definiert:

Def.: Energie-Impuls-Tensor T,

2 6(\/IglLwm)
T, = . 2.1.6
T Vel e 210

Somit hat man die Einstein-Gleichungen aus einem Extremalprinzip abgeleitet. In der
Definition (2.1.6) kann man erahnen, warum Metrik und Energie-Impuls-Tensor in der
AdS/CFT-Korrespondenz so eng zusammenhéngen: Im Wesentlichen ist T}, das zu g,

kanonisch konjugierte Feld im Sinne des kanonischen Impulses von g,,.
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2.2 Die AdS/CFT-Korrespondenz

2.2.1 Der Anti-de Sitter-Raum
Definition

Ein Anti-de Sitter-Raum (AdS) kann am besten veranschaulicht werden, indem man ihn
in einen flachen Raum hoherer Dimension isometrisch einbettet. Sei n die Dimension einer
nicht kompakten, mindestens dreimal stetig differenzierbaren Mannigfaltigkeit, so kann

3n+11 1) . : .
% isometrisch einge-

diese allgemein in einen flachen Raum der Dimension N =
bettet werden [15] 1. Aufgrund seiner hohen Symmetrie ist es bei einem AdS der Dimension
D jedoch bereits moglich, diesen in einen Raum der Dimension N = D + 1 mit der Metrik
diag(—1,1,...,1,—1) einzubetten. Dann kann der AdS durch folgende Punktmenge ver-

anschaulicht werden:
My = {z e RP™h: —af + a3 + -+ 2}, — 2 = —B°}. (2.2.1)

Bei obiger Definition als Punktmenge ist es wichtig zu betonen, dass der Raum, in den
man einbettet, die Signatur 2 (D — 1,2) hat. Bei Einbettung in einen Raum mit anderer
Signatur, &ndern sich die Vorzeichen vor den entsprechenden Termen. Interessant bei obiger
Definition ist, dass der Rand des AdS ein Minkowski-Raum ist.

In der Literatur ist hiufig von einem Euklidischen AdS die Rede 3. Darunter versteht man
die Mannigfaltigkeit, die sich ergibt, wenn man in (2.2.1) eine Wick-Rotation bzgl. der

ro-Koordinate durchfiihrt. Es handelt sich also um die Punktmenge
Mg :={z e R’ iaf+ai+ - +a},_, — 2}, = B}, (2.2.2)

eingebettet in einen (D+1)-dimensionalen flachen Raum mit der Metrik diag(1,...,1, —1).
Das Subskript ¥ am Mengensymbol deutet an, dass der Rand dieser Mannigfaltigkeit
isomorph zu einem Euklidischen Raum ist. Eine Einbettung in einen Euklidischen Raum
der Dimension N = D + 1 gelingt jedoch nicht. Das kann daran verdeutlicht werden, dass

zwar eine Wick-Rotation # der zp-Koordinate durchfithrt werden kann, allerdings ergibt

IFiir kompakte oder beliebig oft differenzierbare Mannigfaltigkeiten gelten stirkere Aussagen.

2Unter Signatur eines (Pseudo-)Riemannschen Raumes wird das Tripel (p, m,n) verstanden, wobei p die
Anzahl der positiven Eigenwerte und m die Anzahl der negativen Eigenwerte des metrischen Tensors
angibt. n ist die Anzahl der Eigenwerte, die verschwinden. Falls n = 0 (wie in allen physikalisch
relevanten Féllen), wird nur das Paar (p,m) angegeben. [16]

3In der englischen Literatur spricht man von “Euclidean version of AdS” oder “Euclideanized AdS”.

4Darunter versteht man das analytische Fortsetzen einer Koordinate in die komplexe Ebene und an-
schlieffendes Auswerten auf der imagindren Achse.
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sich auf diese Weise eine Mengendefinition, die nur die leere Menge umfasst:

My = {x e RP™ ot ah | a2tk = —BQ}. (2.2.3)

(.

v~

>0

Ganz #dhnlich kann man den AdS auch in flache Rdume anderer Signaturen einbetten.
Diese haben allerdings fiir die AdS/CFT-Korrespondenz keine Bedeutung. Schlielich sei
hier noch eine Anmerkung zur Bezeichnung angebracht. In der mathematischen Literatur
unterscheidet man die verschiedenen Definitionen (2.2.1) und (2.2.2). Dort spricht man
von einem “AdS der Signatur (D,0)” (im Fall (2.2.2)) bzw. “AdS der Signatur (D —1,1)”
(im Fall (2.2.1)). Da diese jedoch durch Wick-Rotationen ineinander transformiert werden
kénnen, wird im Folgenden immer nur vom “AdS der Dimension D” gesprochen. Gemeint
ist dann die jeweils passende Definition. Bei Betrachtungen der formalen Struktur (z.B.
Symmetrien) wird meist mit der Euklidischen Version gearbeitet, bei den physikalischen

Berechnungen hingegen mit der Version, die einen Minkowski-Rand aufweist.

Eigenschaften

Wie man durch Nachrechnen (vgl. z.B. [17]) iiberpriifen kann, ist die Skalarkriimmung des

AdS unabhéngig von Raum und Zeitkoordinaten:

D(D - 1)

R=-—"

. (2.2.4)

Der AdS ist also ein Raum konstanter Kriimmung. Wenn man den Kriimmungstensor
berechnet, gelangt man zu dem Ergebnis

1
Ruupa = @(gpugua - g;u/gap)' (225)

Der AdS ist demzufolge sogar ein maximal symmetrischer Raum. Als solcher besitzt er die
maximale Anzahl von Killing-Vektoren. In D Dimensionen sind es w. Wie man durch
Kontrahieren von (2.2.5) und Einsetzen in die Einstein-Gleichungen iiberpriifen kann, ist
der AdS eine Losung der Einstein-Gleichungen fiir einen verschwindenden Energie-Impuls-

Tensor ° und fiir eine negative % kosmologische Konstante:

R
R,ul/ - Eguy + Aguy =0. (226)

°Diese werden auch Vakuum-Feldgleichungen genannt, da sie die Raumkriimmung in Abwesenheit von
Materie beschreiben.
6Das Vorzeichen ist konventionsabhingig. In den hier verwendeten Konventionen ist es negativ.
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Héufig wird diese Eigenschaft auch genutzt um den Begriff AdS zu definieren. In diesem

Fall definiert man:

Def.: AdS, Definition mittels Einstein-Gleichungen

Der AdS ist eine maximal symmetrische Raumzeit, die die Vakuum-Einstein-

Gleichungen (2.2.6) mit negativer kosmologischer Konstante 16st.

Diese Definition hat den Vorteil, dass sie nur Gréflen benutzt, die innerhalb der Raumzeit
messbar sind. Andererseits ist sie weniger anschaulich als die Definition iiber eine Einbet-
tung in einen hoherdimensionalen flachen Raum. Wenn man die Spur von (2.2.6) bildet,
bekommt man mit

R — §D +AD =0 (2.2.7)
eine Relation zwischen A und R. Betrachtet man den AdS in Einheiten, in denen B = 1

ist, so kann man mit (2.2.7) die Einstein-Gleichungen (2.2.6) schreiben als:
Ry + (D = 1)g,, = 0. (2.2.8)

Zur Beschreibung des AdS kann eine Vielzahl von Koordinatensystemen verwendet werden.
Da die Definition des AdS der einer D-dimensionalen Kugelschale sehr dhnlich ist, bieten
sich Winkelkoordinaten an (vgl. Anhang C). Das infinitesimale Abstandsquadrat hat dann
die Form

ds® = dep + sinh(¢g)*dQ?, (2.2.9)

wobei df2 das iibliche Raumwinkelelement in D Dimensionen beschreibt. Diese Koordinaten
lassen sich in eine noch einfachere Form transformieren (vgl. Anhang C) :
1 _
ds® = ;(0[22 + (dot)? + - + (da® 1)2>. (2.2.10)
Diese Form eignet sich wegen ihrer besonders einfachen Struktur am besten zur Bestim-

mung der Raumzeitsymmetrien.

Symmetrien

Eng mit den Killing-Vektoren zusammen héngen die Symmetrien des Raumes. Da die
Killing-Vektoren £ die Richtungen angeben, in die man sich bewegen muss, damit die
Metrik unveréndert bleibt, kann man mit ihnen die infinitesimalen Symmetrietransfor-
mationen und deren Vertauschungsrelationen bestimmen. Sei 7; die infinitesimale Trans-

formation, die einer Bewegung in Richtung des Killing-Vektorfeldes &; entspricht. Dann
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gilt:
Ti(x%) = 2%+ (&)“dA. (2.2.11)

Fiir diese Transformationen kann man die Vertauschungsrelationen berechnen. Dies soll
anhand der Killing-Vektorfelder des dreidimensionalen AdS aus Anhang C demonstriert
werden. Gezeigt wird es an [T3, Ty], also dem Kommutator der Transformationen, die von

den Killing-Vektoren &3 und &4 aus Anhang C erzeugt werden:

2 z
[Tg, T4}<$a) = T3 o T4 J}l - T4 o T3 {[‘1 (2212)
x? x?
z Z 4+ zdA
= Ty |2t +22d\ | =Ty | 2t + ztd) (2.2.13)
x? — xld)\ 2?2 + 2%d)\
z + zdA Z 4+ zd\
= | 2! + 2%d\ + (2 + 22dN)dN | — | 2! + 2td\ + (22 + 22dN)d ) [(2.2.14)
2?2 — 2td\ + (2% — 2'dN\)d\ 2?2 + 22d)\ — (2 + 2'd)N)d)

z 4 zd\ — (z + zd\)

= | 2t + 22d\ + (2! + 22d\)d\ — (2! + 2td) + (22 + 22dN\)d)) | (2.2.15)
22 — ztd\ + (2% — 2t dN\)d\ — (22 + 22d\ — (2 + 2'dN\)d))

0

— ol (2.2.16)
0

Dabei bezeichnet o die Verkettung der Transformationen. Wenn man auf diese Weise alle
Vertauschungsrelationen zwischen infinitesimalen Symmetrieoperationen bestimmt hat, ist
die Symmetriegruppe des Raumes bestimmt. Meist bietet es sich an, noch eine Basistrans-
formation der Killing-Vektoren durchzufithren, um die Vertauschungsrelationen in eine
Art Normalform zu transformieren. Dies soll hier aber nicht geschehen. Im Falle eines

D-dimensionalen AdS gehort zu der Lie-Algebra eine einfach zu beschreibende Gruppe:

SO(D,1) 7.

"Das ist die Gruppe der speziellen orthogonalen Matrizen in einem Raum, dessen Metrik die Signatur
(D, 1) hat. Das bedeutet, dass die Gruppe von Matrizen O, welche die Relationen O" 7, 0", = fpa
und det(O) = +1 erfiillen, gebildet wird. 7,z ist dabei die auf D+1 Dimensionen erweiterte Minkowski-
Metrik diag(—1,1,...1).
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2.2.2 Konforme Feldtheorien

Die AdS/CFT-Korrespondenz stellt einen Zusammenhang zwischen Stringtheorien und

konformen (Quanten-)Feldtheorien her. Dafiir wird folgender Begriff eingefiihrt:

Def.: konforme Feldtheorie (CFT)

Eine Feldtheorie heiffit konform, wenn deren Felder symmetrisch unter kon-
formen Transformationen sind. Konforme Transformationen sind alle winkel-
erhaltenden Transformationen, d.h. diejenigen Transformationen, die fiir alle

Vektoren x*,y” die Gréfle gITVII\\y\\ invariant lassen.

Diese Transformationen ® unterteilen sich in vier Klassen [17]:
e Translationen: z* — x* + a”,

e Rotationen: z# — whz”, wobei w” die Komponenten einer Lorentzmatrix (ein Ele-

ment von SO(3,1)) sind, also insbesondere konstant in der ganzen Raumzeit,

e Skalierungen: z# — Az* und

xh bt g2

« : : RIS}
e sog. “spezielle konforme Transformationen”: ¥ — 5 T

Eine wichtige Konsequenz der Konformitét ist, dass der Energie-Impuls-Tensor spurfrei
sein muss. Um das zu sehen, betrachtet man die Variation der Wirkung unter Transfor-

mationen, die g,, bis auf einen skalaren Vorfaktor invariant lassen:

Guw > (L4 f(2")) G- (2.2.17)
Damit gilt:
0w = 0 f (%) G- (2.2.18)

Unter einer Symmetrietransformation darf sich die Wirkung nicht d&ndern, also gilt:

05 = 5/d%¢@£ (2.2.19)
_ / S(lall) 5 » (2.2.20)

0w

- /ddx\/ﬂ%\;_(;}/‘zc F(@*) g (2.2.21)

219 / t'z Tl 5T ,0a"). (2.2:22)

8Gemeint ist hier: Transformationen in einem Minkowski-Raum, da dies der einzige verwendete Fall in
dieser Arbeit ist.
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Damit dies fiir alle 0 f(z®) gelten kann, muss der Integrand identisch verschwinden. Es

muss also gelten:

TH g, = 0. (2.2.23)

Der Energie-Impuls-Tensor muss also spurfrei sein. Der Schritt von (2.2.20) zu (2.2.21)
ist ein Teilschritt der Ableitung der Einstein-Gleichungen aus dem Variationsprinzip (vgl.
Abschnitt 2.1.2) und ist in [14] ausfiihrlich beschrieben.

2.2.3 Die Korrespondenz

Allgemeines

Die AdS/CFT-Korrespondenz ist eine Vermutung, die besagt, dass alle konformen Feldthe-
orien (in einer d-dimensionalen Raumzeit) eine dquivalente Stringtheorie besitzen. Diese
Stringtheorie ist dann auf einem Produktraum (im Sinne des kartesischen Mengenpro-
dukts) aus einem Anti-de Sitter-Raum der Dimension D = (d + 1) und einer kompakten
Mannigfaltigkeit der Dimension (10— D) definiert.” Fiir eine ausfiihrliche Einfiihrung in die
Stringtheorie sei auf [18] verwiesen. Nun kann man sich fragen, was die konforme Symme-
trie mit dem AdS zu tun hat. Einen deutlichen Hinweis darauf erhdlt man, wenn man sich
anschaut, welche Symmetriegruppe sich hinter den Worten “konforme Symmetrie” ver-
birgt: Man stellt fest, dass die konformen Transformationen, die auf einem Euklidischen
Raum der Dimension d méglich sind, die Gruppe SO(d + 1, 1) bilden. Das ist genau die
gleiche Symmetriegruppe, wie die oben genannte Isometriegruppe des Euklidischen AdS
der Dimension D = d + 1. Der Zusammenhang der Symmetriegruppen wird im Anhang C

dargestellt.

9Mit dieser Aussage ist folgendes gemeint: In der Stringtheorie nimmt man an, dass alle Teilchen durch
Anregungen von eindimensionalen Objekten, den Strings, beschrieben werden kénnen. Diese Strings
bewegen sich dabei in einer zehndimensionalen Raumzeit. Diese Raumzeit kann man derart zerlegen,
dass die ersten D Koordinaten eine Untermannigfaltigkeit beschreiben, die nicht von der Wahl der
restlichen Koordinaten abhéngt (und umgekehrt). Diese Untermannigfaltigkeit, die durch die ersten D
Koordinaten beschrieben wird, ist ein AdS. Die zweite Mannigfaltigkeit hat beliebige Form, soll aber
kompakt sein. In obigem Satz bedeutete “in einem Raum R definiert”, dass das Wirkungsfunktional
aus Feldern konstruiert wird, die von den Koordinaten des Raumes R abhéngen.
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Formulierung

Die AdS/CFT-Korrespondenz lisst sich wie folgt formulieren [19]:

<eXp i / d?zgyO >: / Doexp{ —i / dPzL (¢) . (2.2.24)

DAdS P(z€DAAS) = AdS

Dabei bezeichnet auf der linken Seite 0AdS den Rand des AdS (also den Definitions-
bereich der CFT-Operatoren und -Felder), O ein Operatorfeld der CFT und ¢, dessen
externe Quelle. Im Exponenten auf der rechten Seite steht die Wirkung des Feldes ¢. [ D¢
bezeichnet das Pfadintegral, das iiber aller Felder ¢ ausgefiihrt wird, die mit den Randbe-
dingungen ¢, vertraglich sind. Das Objekt auf der linken Seite lasst sich wie folgt aus dem
erzeugenden Funktional Z (¢, O) der CFT berechnen:

<exp i / Az O >:ZZ((%’)), (2.2.25)

0AdS

wobel

Z () ::/D(’)exp i / Az (L + ¢ O) (2.2.26)

dAdS
ist. [ DO bezeichnet dabei das Pfadintegral iiber alle moglichen Realisierungen von O.
Die Green’schen Funktionen der CFT lassen sich durch Variation nach den Quellen ¢

bestimmen. Beispielsweise gilt fiir einen Zweipunkt-Korrelator [20]:

0AdS $0=0

Aus den Green’schen Funktionen lassen sich die Observablen der CFT berechnen (Wirkungs-
querschnitte, Massen, etc.). Auf der linken Seite von (2.2.24) ist also alle Information, die

sich aus der CF'T extrahieren lasst, codiert.

Um den Ausdruck auf der rechten Seite von (2.2.24) zu berechnen, muss man das Pfadin-
tegral iiber alle Felder ¢, die die Randbedingung ¢(z € 0AdS) = ¢ erfiillen, ausfiihren.
Héufig ist das jedoch nicht moglich. Den grofiten Beitrag erhédlt man durch die Felder, die

eine stationédre Phase aufweisen, wo also gilt:

5/de£ (¢) = 0. (2.2.28)

AdS
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Dies sind die Felder, die die Euler-Lagrange-Gleichungen zur Lagrangedichte £ (¢) erfiillen.
Vernachléssigt man Felder, bei denen die Phase [ d”zL (¢) variiert, was in vielen interes-

santen Fillen gerechtfertigt ist, so kann man (2.2.24) einfacher schreiben:

<eXp i/ddaz%o >:exp —i/de£(¢)‘¢(xeaAds):¢ ) (2.2.29)

0AdS AdS

Damit muss man nur noch die Losung der AdS-Euler-Lagrange-Gleichungen, bei der das
Feld ¢ auf dem Rand die Werte ¢y annimmt, bestimmen. Diese Losung ist selbst ein
Funktional der Randbedingungen, d.h. ¢[¢]. Damit ist auch der Ausdruck auf der rechten
Seite von (2.2.29) ein Funktional von ¢y, hat also die gleiche mathematische Struktur, wie
der Ausdruck auf der linken Seite. Aus dem Pfadintegral der Wirkung lassen sich ebenfalls
sdmtliche Observablen einer Theorie berechnen. Damit bestimmt der Ausdruck auf der
rechten Seite von (2.2.24) die Dynamik der AdS-Theorie vollsténdig.

Zusammenfassend l&dsst sich sagen, dass sowohl die linke als auch die rechte Seite von
(2.2.24) jeweils die volle Information iiber die jeweilige Theorie (CFT bzw. Stringtheorie)
enthalten. Auch sind beide Ausdriicke als Funktionale des Rand-Feldes ¢q formuliert. Hinzu
kommt, dass beide Theorien invariant unter der selben Symmetriegruppe (SO(D, 1)) sind.
Die formale Struktur der beiden Theorien ist also gleich. Das geniigt zwar im Allgemeinen

nicht um sie miteinander zu identifizieren, ist aber fiir die Zwecke dieser Arbeit ausreichend.

Als einen Konsistenz-Test kann man die numerischen Freiheitsgrade der beiden aquiva-
lenten Theorien abzihlen. ' Aus der Wirkung der AdS-Theorie gewinnt man die Euler-
Lagrange-Gleichungen (ELG). Dies sind partielle Differentialgleichungen (PDEs) zweiter
Ordnung. Deren allgemeine Losung hat meist die Struktur (pathologische Félle seien hier
ausgeschlossen), dass sie aus zwei beliebigen Funktionen von (D — 1) Variablen besteht,
die zweimal stetig differenzierbar sind. Wenn man auf einer (D — 1)-dimensionalen Unter-
mannigfaltigkeit (die hinreichend gutartig ist) zwei Randbedingungen vorgibt, bekommt
man damit eine eindeutige Losung. Die Forderung ¢(x € JAdS) = ¢q liefert bereits eine
Randbedingung. Damit hat die AdS-Theorie fiir jeden Punkt auf dem Rand nur einen Frei-
heitsgrad. Das entspricht gerade der Anzahl der Freiheitsgrade der CFT. Zwar gibt es fiir
die Feld-Operatoren der CFT eine Zeitentwicklungsgleichung (die Heisenberg-Gleichung,
also eine PDE erster Ordnung, fiir deren eindeutige Losung man lediglich die Operatoren
auf einer (D — 2)-dimensionalen Mannigfaltigkeit benttigt). Allerdings gibt es nicht nur

einen sinnvollen Feldoperator O, sondern es kénnen auch Operatorprodukte O(z)O(y) . ..

10Mit “Anzahl der numerischen Freiheitsgrade” ist hier gemeint, wie viele reelle Zahlen man einem Com-
puter iibergeben miisste, damit dieser die zueinander dualen Felder der beiden Theorien in deren
gesamten Definitionsbereichen berechnen kann.
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betrachtet werden (oder dquivalent: Vielteilchenanregungen). Damit hat eine CFT weit-
ere Freiheitsgrade: An jedem Raumpunkt (zu einer festen Zeit t) miissen, damit die CFT
vollstdndig und eindeutig bestimmt ist, Randbedingungen fiir sémtliche Operatorprodukte
vorgegeben werden. ' Das bedeutet, dass auf jedem Punkt der (D—2)-dimensionalen Man-
nigfaltigkeit, unendlich viele Randbedingungen vorgegeben werden miissen. Dies lésst sich
auf ein System mit einem Freiheitsgrad auf jedem Punkt einer (D — 1)-dimensionalen Man-
nigfaltigkeit abbilden. Etwas préziser ist ein Argument, dass die AdS-Theorie und die CF'T
auf einem endlichen D-dimensionalen Gitter betrachtet und die numerischen Freiheitsgrade
zahlt. Anschlielend geht man zum Grenzwert eines verschwindendes Gitterabstandes iiber.
Bei dieser Betrachtung stellt man ebenfalls die Gleichheit der Anzahl der Freiheitsgrade
fest. Eine weitere Abzdhlmethode ist in [21] dargestellt. Dabei werden die operatorwertigen
Freiheitsgrade der CFT mit dem Informationsgehalt der Stringtheorie verglichen, welcher

mit der Bekenstein-Hawking-Entropie identifiziert wird.

N&aherungen

Mit Hilfe der AdS/CFT Korrespondenz kann man versuchen, Observablen auszurechnen,
die sich storungstheoretisch nicht behandeln lassen. In (2.2.24) bedeutet das, dass sich
die linke Seite der Gleichung nicht in eine konvergente Potenzreihe umschreiben lésst.
Ungiinstigerweise steht auf der rechten Seite ein Ausdruck, der ebenfalls nicht gut zu hand-
haben ist. Man versucht daher die Korrespondenz nicht in der allgemeinen Form, sondern
nur in bestimmten Grenzféllen auszuwerten. Der hiufigste Grenzfall ist, wenn man statt
drei Farbladungen (wie in der QCD) unendlich viele Farbfreiheitsgrade zulésst, also wenn
man die Korrespondenz fiir eine CFT mit der Eichgruppe SU(N), N — oo untersucht.
Dabei wird der Parameter (die 't Hooft-Kopplungskonstante) A = g2 N konstant gehal-
ten. Dieser Grenzfall wird in der Literatur haufig 't Hooft-Grenzfall genannt. In der CFT
tragen dann nur noch planare Diagramme bei [4], also Feynmangraphen, die man auf eine
Ebene zeichnen kann, ohne dass sich die Linien schneiden. Auf der Stringseite der Kor-
respondenz entspricht dies dem semiklassischen Grenzfall, da die Kopplungskonstante der
Stringtheorie g5 = g2 7 beliebig klein wird. Damit verschwinden die Quantenkorrekturen
und eine klassische String-Theorie bleibt iibrig. Noch weiter kommt man, wenn man an-

nimmt, dass die 't Hooft-Kopplungskonstante A > 1 ist. Dies entspricht dem Fall, dass die

1Das kann man sich am Beispiel des harmonischen Oszillators plausibel machen. Die Kenntnis des
Aufsteige-Operators (der einem Feldoperator der CFT entspricht) geniigt noch nicht zur Vorhersage
von physikalischen Eigenschaften. Dafiir ist die Angabe des genauen Zustands (z.B. in Form von Beset-
zungszahlen aller Energieniveaus) nétig. Im Vielteilchenbild bedeutet das die Kenntnis aller Teilchen-
zahlen, die sich in den Zustidnden (a™)"|0) befinden.
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String-Spannung ? ebenfalls sehr grof ist [4]. Da diese ~ ;2 ist (I, ist die String-Léinge)
[18], entspricht das dem Ubergang zu punktformigen Objekten ohne innerer Dynamik.
Diese degenerierten Strings bewegen sich dann auf Geodéiten des Hintergrundfeldes. In
diesem Limes hat man also eine Aquivalenz zwischen einer Eichtheorie mit einer grofen

Anzahl an “Farben” und einer klassischen (Super-)Gravitationstheorie.

Beispiel

Um die Wirkungsweise der Korrespondenz zu demonstrieren, soll hier eine Zweipunkt-
Korrelationsfunktion fiir ein skalares Operatorfeld der CFT berechnet werden. Die genaue
Rechnung ist im Anhang D zu finden. Zunéchst bestimmt man die Lorentz-Struktur des
Quellenfeldes. Da der Quellenterm in (2.2.26) ein Lorentz-Skalar ist und O ein Skalar-
feld sein soll, muss auch ¢y und damit ebenso das zu O duale Feld ¢ ein Skalarfeld
sein. Fiir ein Skalarfeld ist die AdS-Wirkung bekannt. Damit kann man die Lagrange-
Gleichungen aufstellen und die allgemeine Losung in Abhéngigkeit von den Randbedin-
gungen bestimmen. Eine Methode wére z.B. die Anwendung des Green’schen Satzes. Eine
etwas besser angepasste Variante ist die im Anhang D verwendete. Bei dieser findet man die
Losungsfunktion ¢ durch Faltung der Randbedingungen ¢ mit einer Green’schen Funktion
K(x) des Ableitungsoperators der Bewegungsgleichung, bei der die d-férmige Inhomogen-
itdt auf dem Rand liegt. Diese Green’sche Funktion findet man dadurch, dass man zunéchst
eine Losung der Bewegungsgleichung bestimmt, bei der die J-férmige Inhomogenitét sich
am Punkt unendlich befindet. Danach wird das Ergebnis durch Symmetrietransformatio-
nen des AdS auf den Fall einer beliebigen Position der Inhomogenitét iibertragen. Wenn

man dies gemacht hat, ist durch

Blbo]() = / oK (x — y)go(2) (2.2.30)

0AdS

ein Funktional definiert, dass den Randbedingungen ¢, die gesamte Losung ¢ zuordnet.
Dieses Resultat setzt man in die AdS-Wirkung ein und kann mittels (2.2.29) und (2.2.27)
die Zweipunkt-Korrelationsfunktion des CFT-Operatorfeldes O berechnen. Sie ergibt sich
Zu: )
204(r(i0))" (p_1)
P (x —y)P=

(010(x)O(y)[0) = (2.2.31)

wobel die I'-Funktion durch -
[(z) = / e 2" . (2.2.32)
0

1217 : . . . . . . . . s dFE
Die Stringspannung T beschreibt den Energiegehalt eines infinitesimal langen Stringstiickes T ~ a-
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definiert ist.

2.2.4 Asymptotischer Anti-de Sitter-Raum

Im Kontext der Anwendung der AdS/CFT-Korrespondenz auf Schwerionenstoe am LHC
ist man an Systemen interessiert, in denen man thermodynamische Gréflen definieren kann.
Wenn die fundamentalen Felder des Mediums, das man beschreiben will, konforme Symme-
trie haben, kann man die AdS/CFT-Korrespondenz anwenden. In einem thermodynam-
ischen System sind sehr viele Freiheitsgrade angeregt. Da die AdS/CFT-Korrespondenz
eine exakte Aquivalenz sein soll, muss sich jede Anregung der CFT in eine Anregung der
String-Freiheitsgrade tibersetzen. Statt makroskopisch viele Anregungen vor einem (statis-
chen) AdS-Hintergrund zu berechnen, ist es geschickter, eine effektive Theorie zu betra-
chten, bei der die Anregungen in die Metrik absorbiert werden. Jedoch ist dabei nicht
jede effektive Metrik moglich. Die Eigenschaft, dass die Isometrie-Gruppe der effektiven
D-dimensionalen Raumzeit auf dem Rand wie die konforme Gruppe wirkt, bleibt bestehen.
13 Wenn man ein System betrachtet, das sich durch Angabe seines Energie-Impuls-Tensors
bereits vollstédndig beschreiben lésst, so entspricht diesem ein String-System, dessen Anre-
gungen sich vollstéandig in die Metrik absorbieren lassen. Man bekommt effektiv ein System,
dass in einem deformierten AdS “lebt”, in dem aber keine Strings angeregt sind. Damit
erfiillt die Hintergrundmetrik die Vakuum-FEinstein-Gleichungen (2.2.6). Dies motiviert fol-
gende Definition:

Def.: asymptotischer Anti-de Sitter-Raum

Unter einem asymtotischen Anti-de Sitter-Raum (aAdS) versteht man eine
Raumzeit, die die Vakuum-Einstein-Gleichungen (2.2.6) mit negativer kosmolo-
gischer Konstante erfiillt und auf ihrem Rand lokal isometrisch zu einem Anti-
de Sitter-Raum ist. Insbesondere gilt fiir den Kriimmungstensor

1
Ruupa = @(gpug;w - guugap) + O(Z - ZO),

wobei z eine Koordinate darstellt, die iiberall auf dem Rand den Wert z; hat.
(Ein solches Koordinatensystem lisst sich immer finden). Damit haben alle

Kriimmungsgroflen auf dem Rand das gleiche Aussehen, das die entsprechenden

Grofen fir einen AdS haben.

13Sonst kénnte man durch Anwenden eines Elements der Isometriegruppe die String-Konfiguration in
eine ununterscheidbare Konfiguration transformieren; in der CFT wiirde diese Transformation aber
das Medium verdndern. Das wiirde die Aquivalenz der beiden Theorien verletzen.
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2.3 Relativistische Schwerionenstol3e

2.3.1 Das Quark-Gluon-Plasma

Im Large Hadron Collider (LHC) am CERN kénnen neben Proton-Proton-Kollisionen auch
Kollisionen von schweren Atomkernen untersucht werden. Bei diesen Experimenten hat
jedes Nukleon eine Energie von einigen TeV (In der Experimentserie im November 2010:
E = 1.384TeV'). Bei der Kollision verlieren die Kerne einen grofien Teil ihrer kinetischen
Energie. In dem Kollisionsbereich ist demnach eine extrem hohe Energie von einigen hun-
dert TeV konzentriert. Dies geniigt zur Erzeugung von sehr vielen Sekundérteilchen, sodass
man einen Bereich von einigen Femtometern Ausdehnung bekommt, in dessen Inneren man
thermodynamische Gréfien sinnvoll definieren kann. Die Quarkdichte ist sehr viel hoher als
die in den Nukleonen. Sie ist so hoch, dass der Abstand zum néchsten Nachbarn kleiner ist,
als der mittlere Abstand der Valenzquarks in den Nukleonen. Darum verliert die Zuord-
nung von Quarks zu Nukleonen ihren Sinn. Man erhélt vielmehr ein System aus vielen
Quarks und Gluonen, die miteinander wechselwirken. Dieser Zustand stark wechselwirk-
ender Materie wird Quark-Gluon-Plasma (QGP) genannt.

Ziel vieler Experimente (und den theoretischen Arbeiten dazu) ist es, diesen Zustand zu
verstehen. Das bedeutet einerseits, dass man das zugehoérige Phasendiagramm bestim-
men und alle darin befindlichen Phasen identifizieren will. Andererseits ist man auch an
den Zustandsgleichungen (oder dquivalent: der Gibbs’schen Fundamentalrelation) fiir jede
dieser Phasen interessiert. Damit kénnte man alle thermodynamischen Gréflen des Sys-
tems berechnen. Um die Zustandsgleichungen zu bestimmen, kann man die Hydrodynamik
verwenden. Aufgrund ihrer Eigenschaft als allgemeine Entwicklung nach Gradienten der
makroskopischen Freiheitsgrade, kann man diese fiir einen gewissen Zeitbereich als Ap-
proximation an die tatséchliche Dynamik betrachten und mit ihrer Hilfe die Dynamik
des QGP berechnen. Diese Dynamik ist sensitiv auf die Zustandsgleichung des Plasmas.
Wenn es gelingt zu berechnen, wie ein fiir die hydrodynamische Rechnung geeigneter An-
fangszustand aussieht, und wenn man versteht, wie der Ausfrier-Vorgang vonstatten geht,
so kann man aus der Kenntnis der Detektorsignale und des Aufbaus der stoffenden Kerne

bestimmen, mit welcher Zustandsgleichung das Mediums beschrieben werden muss.

2.3.2 Relativistische Hydrodynamik

In diesem Abschnitt sollen die fiir diese Arbeit wichtigen hydrodynamischen Relationen

eingefiithrt und begriindet werden. Fiir eine ausfiihrliche Einfithrung sei beispielsweise auf
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[22,23] verwiesen. Wenn man ein System betrachtet, das vollsténdig durch eine skalare
Grofle und ein Vierervektorfeld bestimmt ist, so muss man den Energie-Impuls-Tensor
dieses Systems aus diesen Groflen (und der Metrik) konstruieren konnen. Die skalare Grofie
konnte beispielsweise die Temperatur oder die Energiedichte eines Systems und das Vek-
torfeld sein Geschwindigkeitsfeld sein. Zur Konstruktion des Energie-Impuls-Tensors hat

man also folgende Bausteine zur Verfiigung:

¢ ... die Energiedichte,

u, ... das Geschwindigkeitsfeld,
V, ... die kovariante Ableitung,
9w .. die Metrik.

Aus diesen Groflen muss man versuchen, symmetrische Tensoren zweiter Stufe zu kon-
struieren. Ublicherweise sortiert man die Terme nach dem Grad der Ableitung, den sie

enthalten. Als Terme ohne Ableitung sind moglich:
Guvs Uy Uy (2.3.1)
Der Energie-Impuls-Tensor hat also in nullter Ordnung in den Gradienten folgende Form:
Ty = 190 + G2uUy; (2.3.2)

hierbei sind a; und as skalare Funktionen. Die Landau-Bedingung e = 7T}, uu” [24] erlaubt

die Definition des Begriffs “Energiedichte” e:
e:=T,u'v = ayu® 4 ag(u?)? = —ay + as. (2.3.3)
Der Energie-Impuls-Tensor (2.3.2) bekommt dann folgende Form:

Ty = euytty, + p(guw + uutty), (2.3.4)

wobei der Parameter a; mit dem Druck p identifiziert wurde (vgl. dazu [24] §133). Energie-
dichte und Druck sind jedoch keine unabhéngigen Groen, da ihr Zusammenhang p = p(e)
aus der zu Grunde liegenden mikroskopischen Theorie (im Falle von relativistischen Schwer-
ionenkollisionen also aus der QCD) abgeleitet werden kann. Der Zusammenhang p = p(e)
wird Zustandsgleichung genannt. Eine Begriindung, die dies rechtfertigt, wird in Abschnitt
2.3.3 gegeben.

Als néchstes kann man sich iiberlegen, wie die Terme aussehen, die genau einen (bzw.

zwei) Gradienten enthalten. Die Zahl moglicher Terme wéchst schnell (ebenso wie ihre



22 2 Grundlagen

Komplexitét), und es ist wenig erhellend diese Schritte hier vorzufiihren. Stattdessen seien
hier noch die Terme erster Ordnung in den Gradienten angegeben und zum Nachvollziehen

der Konstruktion auf [25] verwiesen:
2
T, = euyuy, + pA,, + ag Aﬁvau,, +AVau, — gAWVauo‘ +asV,ut. (2.3.5)

Dabei ist A} = A" = 0,/ + u®u, der Projektor in den Orthogonalraum der Viererge-
schwindigkeit. Die beiden skalaren Felder a3 und a4, die in dieser Ordnung neu hinzukom-
men, konnen mit der Scherviskositdt n bzw. Volumenviskositit ¢ identifiziert werden. Auch
diese Groflen sind nicht unabhéngig von der Energiedichte, sondern kénnen aus der zu

Grunde liegenden mikroskopischen Theorie berechnet werden.

Mit Hilfe der AdS/CFT-Korrespondenz kann man zeigen, dass fiir ein stark gekoppeltes
konformes Medium das Verhéltnis n/s den Wert ﬁ annimmt [26], wobei s die Entropiedichte
darstellt. Auch fiir das QGP gilt ein dhnlich kleiner Wert. Es ist damit von allen bisher
untersuchten Substanzen das Medium, das einem idealen Fluid am néchsten kommt [27].

Zum Vergleich: n/s von Wasser bei Raumtemperatur ist etwa um den Faktor 50 grofier.

Bei der hydrodynamischen Herangehensweise wird der allgemeine Energie-Impuls-Tensor
eines Mediums bestimmt, welches nur durch Energiedichte und Geschwindigkeitsfeld charak-
terisiert ist. Darum miissen in diesem Grenzfall alle mikroskopischen Theorien auf einen
solchen Energie-Impuls-Tensor fithren. Also kann man die Hydrodynamik als effektive
makroskopische Beschreibung ** der langreichweitigen Moden aller mikroskopischer Theo-
rien verwenden. Da fiir Berechnungen die Entwicklung bei einer bestimmten Ableitungsord-
nung abgebrochen werden muss, besitzt die Hydrodynamik nur in dem Limes Giiltigkeit,
in dem die vernachlassigten Terme klein sind. Die Dynamik des Systems wird dann durch

die Energie-Impuls-Erhaltung bestimmt:
v, = 0. (2.3.6)

Das sind vier Gleichungen zur Bestimmung der vier Unbekannten € und u®. Der lateinische
Index hierbei deutet an, dass nur die rdumlichen Komponenten der Vierergeschwindigkeit
unabhéngig sind und die Zeitkomponente durch die Normierung festgelegt wird. Es ist

jedoch iiblicher, diese Gleichungen in projizierter Form aufzuschreiben:

0 = Vv, 7", (2.3.7)
0 = ANV, TH. (2.3.8)

15Damit die makroskopische Beschreibung sinnvoll ist, muss sich das System nahe am lokalen Gleichge-
wicht befinden.
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(2.3.7) ist dann die relativistische Form der Kontinuitdtsgleichung, die dem ersten Haupt-
satz der Thermodynamik entspricht, und (2.3.8) sind die relativistischen Euler-Navier-

Stokes-Gleichungen.

2.3.3 Relativistische Thermodynamik

Bei der Formulierung der klassischen Thermodynamik betrachtet man Systeme mit end-
lichem Volumen. Eine Konsequenz davon ist, dass in den thermodynamischen Relationen
nicht-lokale Groflen (wie beispielsweise Volumen, innere Energie, Entropie,...) auftreten.
Das fithrt aber bei relativistischen Geschwindigkeiten und grofien Raumkriimmungen zu
Problemen. Beispielsweise muss man sich iiber die Behandlung der Systembegrenzung
Gedanken machen, da diese durchaus auch raumartig getrennte Punkte umfassen kann
sowie in verschiedenen Bezugssystemen unterschiedlich aussieht. Auch die Ersetzung von
nicht kovarianten Ausdriicken durch eine relativistische Verallgemeinerung fithrt zu Prob-

lemen. Ebenso kénnen Teile des betrachteten Volumens hinter Horizonten verborgen sein.

Um solche Probleme besser handhaben zu kénnen, wird die Thermodynamik aus lokalen
Groflen aufgebaut. Dazu kann man mit der Gibbs’schen Fundamentalform der Thermody-

namik starten:

dE =TdS — pdV + pudN, (2.3.9)

wobei F die innere Energie, T' die Temperatur, S die Entropie, p den Druck, V' das Vol-
umen, x4 das chemische Potential und N die Teilchenzahl bezeichnen. Beide Seiten der
Gleichung dividiert man durch dV und gelangt somit von extensiven nicht-lokalen Grofien

zu intensiven lokalen Grofien:

dr s av dN

Das fithrt mit den entsprechenden Dichten e = % (Energiedichte), s = % (Entropiedichte),
n = 48 (Anzahldichte) auf

e+p="Ts+ un. (2.3.11)

In den Rechnungen, die in dieser Arbeit vorgestellt werden, wurde meist die Relation ohne
den p-Term verwendet. Man muss also noch herausfinden, welche Art von Materie man

auf diese Weise beschreibt. Aus der nichtrelativistischen Thermodynamik ist bekannt:

oF

1 gibt also an, wie viel Energie es kostet, die Teilchenzahl des Systems zu &ndern. Insbeson-
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dere wird ¢ = 0 (und dieser Term verschwindet aus der Gibbs’schen Fundamentalform),
wenn keine Energie notig ist. Das wiederum kann nur bedeuten, dass die Teilchenzahl nicht
erhalten bleibt. Die Relation

e+p="Ts (2.3.13)

ist also fiir Teilchen, deren Anzahl nicht erhalten ist, giiltig. Beispiele dafiir sind Photo-
nen und Bose-Einstein-Kondensate. In der lokalen Formulierung bedeutet das, dass die
Grofle n* = nu" keine Kontinuitdtsgleichung erfiillt. u* ist dabei die lokale Viererge-
schwindigkeit des Mediums. Analog zur (Ladungs-) Stromdichte der Maxwell-Theorie (fiir
die gilt j* = put) interpretiert man diese Grofle als Teilchenstromdichte. Ein wenig ver-
allgemeinern kann man die Aussage, indem man sich Systeme mit erhaltenen Ladungen
(elektrische Ladung, Baryonenzahl, Strangeness. .. ) betrachtet. Die Gibbs’sche Fundamen-
talform (2.3.9) erhélt dann fiir jede dieser Ladungen einen Term der Form p;dN;, wobei N;
die betreffende Ladung und p; deren chemisches Potential ist. In der Dichteformulierung
(2.3.11) kommen dann Terme der Form p;n; hinzu (n; := dN;/dV’). Da diese in (2.3.13)
nicht auftreten, kann man (2.3.13) als Gibbs’sche Fundamentalform eines Mediums ohne

(lokal) erhaltene Ladungen ansehen.

Da die Terme pu;n; ebenfalls verschwinden, falls die n; Null sind, kann (2.3.13) auch als
Fundamentalform fiir ein System interpretiert werden, bei dem es zwar erhaltene Ladungen
N; gibt, diese aber identisch verschwinden. Das wiren dann Systeme, bei denen es genauso-
viele Teilchen wie Antiteilchen gibt. In guter Naherung gilt das fiir das QGP, das sich bei
den Schwerionenkollisionen am LHC bildet. Das liegt daran, dass in den seltensten Féllen
die stoBenden Protonen und Neutronen all ihre Energie verlieren, sondern sich auch nach
der Kollision noch fast mit Lichtgeschwindigkeit vom Kollisionsort entfernen. Das Plas-
ma wird im Wesentlichen von den Sekundirteilchen gebildet, die durch Paar-Erzeugung
produziert werden. Damit befindet sich im Plasma die gleiche Anzahl von Quarks und

Antiquarks.

Nun kann man sich die Frage stellen, in welcher Form die Zustandsgleichungen angegeben
werden. Als Zustandsgleichungen wird ein Satz von Relationen zwischen Zustandsgrofien
bezeichnet, aus dessen Kenntnis man ein thermodynamisches Potential bestimmen kann.
In der nichtrelativistischen Thermodynamik nennt man fiir ein System ohne erhaltene

Teilchenzahl (bzw. allgemeiner: ohne erhaltene Ladungen) die Relationen

(%) - (2) 2a1g

Zustandsgleichungen des Systems. Die erste Gleichung iibertrégt sich direkt auf die Dich-
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T = (%) (2.3.15)

(dazu muss man in (2.3.14) lediglich V' infinitesimal wihlen, aber wihrend der Ableitung

ten:

konstant halten). Bei der Gleichung fiir den Druck ist es nicht so klar, wie sie zu iibertragen
ist. Hier miisste man sorgfiltig die Kettenregel anwenden und bei den Umformungen ver-
suchen das Volumen richtig zu behandeln. Ein viel einfacherer Weg besteht darin, das
totale Differential der Gleichung (2.3.13) zu berechnen:

de + dp = T'ds + sdT. (2.3.16)
Wegen (2.3.15) ist
de = Tds (2.3.17)
und damit bleibt iibrig:
dp = sdT. (2.3.18)
Also gilt auch folgende Relation:
dp sdT
- ==— 2.3.19
de T ds ( )

Wenn man also den Zusammenhang p(e€) kennt, ist es moglich, das thermodynamische Po-
tential zu berechnen. Dazu nutzt man (2.3.17) und (2.3.19) um s und 7" in Abhéngigkeit
von € zu bestimmen. Das kann nach dem gewiinschten Potential (z.B. h = € + p (En-
thalpiedichte), s, €, ...) umgestellt werden. Also geniigt zur Beschreibung des thermody-
namischen Systems die Angabe der Abhéngigkeit p = p(e). Insofern ist nicht nur gerecht-
fertigt, dass man diesen Zusammenhang Zustandsgleichung nennt, sondern fiir ein System,

das durch (2.3.13) charakterisiert wird, ist es sogar die Zustandsgleichung.
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3 Eindimensionale Hydrodynamik

3.1 Methode der Charakteristiken

Die Methode der Charakteristiken ist eine Losungsmethode fiir partielle Differentialglei-
chungen (PDEs) erster Ordnung. Sie kann zur Losung von PDEs der Form

a(t,x, oo f + b(t,x, )0 f + c(t,x, f) =0 (3.1.1)
eingesetzt werden. Dazu betrachtet man die Losung als Hyperfliche im R?:
(t,x,2)" = (t,=, f(t,2))". (3.1.2)
Die Tangentialvektoren an diese Hyperflache sind
vy = (1,0,0, )7, vy := (0,1,0,f)". (3.1.3)
Der Normalenvektor ist damit durch das Kreuzprodukt gegeben:
vg = vaxvy = (Ouf, Ouf, —1). (3.1.4)

Sei C eine Kurve, deren Tangentialvektor orthogonal zu vs ist. Da der Orthogonalraum
an eine Hyperfliche eindimensional ist, muss der Tangentialvektor damit parallel zu der

Hyperfliche sein. Ein Vektor, der immer orthogonal zu vs ist, ist

vy = (a(t,z, f),b(t, z, f), —c(t,z, f))T. (3.1.5)

Das Skalarprodukt zwischen v3 und vy verschwindet wegen (3.1.1) immer. Damit liegt eine
Kurve, deren Tangentialvektorfeld an jedem Punkte der Kurve parallel zu v, ist immer

in der Losungsmannigfaltigkeit, sofern mindestens ein Punkt dort liegt. Man sucht also
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Kurven, fiir die gilt:
J te(r) a(te(r), z.(r), zc)
e ze(r) | = | 0(te(r), ze(r), z0) | - (3.1.6)
z(r) —c(te(r), ze(r), zc)
Der Skalierungsparameter, um den sich die beiden Vektoren unterscheiden kénnen, kann
dabei in den Kurvenparameter r absorbiert werden. Kurven, die (3.1.6) erfiillen, werden
Charakteristiken genannt. Die ersten beiden Gleichungen in (3.1.6) bestimmen den Verlauf
der Charakteristik in der (¢,z)-Ebene und die dritte Gleichung legt fest, wie sich f(¢,x)
entlang der Charakteristiken dndert. Das Losen eines Anfangswertproblems fiir eine PDE
wird damit auf das Losen eines Anfangswertproblems fiir ein System gewohnlicher Differen-
tialgleichungen reduziert. Dies ist numerisch wesentlich stabiler und ldsst manchmal auch
eine analytische Losung zu. Wenn das Charakteristikenbiindel die gesamte (z,t)-Ebene
iiberdeckt, hat man damit f in der gesamten Ebene bestimmt. Das Verfahren ldsst sich
problemlos auf PDEs von drei oder mehr Variablen erweitern. In Anhang F wird mit der

Methode der Charakteristiken das Riemannproblem in Milne-Koordinaten gelost.

3.2 Numerische Losungsmethoden

3.2.1 Methode der Charakteristiken

Der grofle Vorteil der Methode der Charakteristiken ist, dass man mit ihr eine PDE fiir
eine Funktion von n Variablen in ein System von n gewthnlichen Differentialgleichungen
iiberfiithrt. Diese lassen sich numerisch sehr viel besser berechnen. Es wird jedoch sprung-
haft komplizierter, wenn man statt einer PDE ein System bereits aus zwei gekoppelten
PDEs l6sen will. Um das zu verstehen, werden die rdumlich eindimensionalen hydrody-

namischen Gleichungen in geeigneten Koordinaten (6,7) betrachtet:

0 = (0p+00,)¢ + (00 + Oy)y, (3.2.1)
0 = c2(00p + 9y)¢ + (0p + 00, )y. (3.2.2)

¢ und y sind dabei Umschreibungen der hydrodynamischen Freiheitsgrade e (Energiedichte)
und v (Geschwindigkeit). ¢s = \/% ist die durch die Zustandsgleichung p = p(€) gegebene

Schallgeschwindigkeit und wurde in diesem Fall als konstant angenommen. In (3.2.1) und
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(3.2.2) bedeuten:

oot (7).
n:z%l Artanh( )
y: :tanh( ) < ut = (cosh(y), sinh(y), 0,0), (3.2.3)
¢::1+c2 hl (eo) )

v:=tanh(y — 7).

€o und ty sind dabei positive, ansonsten frei wihlbare, reelle Konstanten. Die Gleichungen
(3.2.1) und (3.2.2) konnen in eine Form gebracht werden, die besonders gut fiir die Methode
der Charakteristiken geeignet ist (die einzelnen Rechenschritte befinden sich in Anhang E):

0 = Opay tanh(y — n %+ y5)0,a+. (3.2.4)
Dabei ist ys := Artanh(cs) die Schallrapiditdt und a4 sind definiert durch:
1
ay = §(cs¢ +y). (3.2.5)

Mit der Methode der Charakteristiken erhélt man aus den zwei PDEs ein System aus sechs

gewohnlichen Differentialgleichungen:

d

o0 =L (3.2.6)
o = tanh(ay —a- —nEy,), (3.2.7)
d

0 = 0 (3.2.8)

Ein Computer-Programm, das die Methode der Charakteristiken anwendet, wiirde folgen-

dem Algorithmus folgen:
1. Seien a4 zu einer Zeit 0; fiir alle n; auf einem Gitter bekannt.

2. Berechne in jedem Gitterpunkt die Richtung der beiden Charakteristiken, die dort

starten.

3. Gehe einen kleinen Schritt auf der Charakteristik entlang, und zwar so weit, dass
sich 6% (r) um A# dndert.

4. Entlang der +-Charakteristik @ndert sich a, nicht, entlang der —-Charakteristik
bleibt a_ konstant (3.2.8).

5. Interpoliere um die Werte fiir ay auf den n-Werten, die zum Gitter gehoren, zu

bestimmen. Wenn das geschehen ist, hat man a. zur Zeit 6,1 = 0; + Af bestimmt.
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Weiter mit 2.

Allerdings verliert man durch das Interpolieren viel von der Genauigkeit und Rechen-

geschwindigkeit der Integrationsroutinen fiir gewthnliche Differentialgleichungen.

3.2.2 Verwendung von Odeint

Eine andere Methode umgeht dieses Problem, indem sie die partiellen Differentialglei-
chungen durch ein System von gewohnlichen Differentialgleichungen annéhert. Wenn der
Gitterabstand A, hinreichend klein ist, kann man approximieren:

~ ar(n+4A,) —as(n — A,)

Opax(n) =~ oA . (3.2.9)
1

Die beiden PDEs (3.2.4) werden interpretiert als System von gewohnlichen Differentialglei-
chungen fiir die 2N Funktionen a (), wobei a’.(0) := a(n;,0) ist. n; symbolisiert dabei
die n-Werte, auf denen die Losung berechnet werden soll, und N ist ihre Anzahl. (3.2.4)

nimmt dann folgende Form an:

i+1 1

ay _ait_
)

i (3.2.10)

Dpa’, = — ta]nh(ai+ —a — ity
Fiir die Randpunkte kann man statt der Zentraldifferenz in (3.2.9) eine einseitige Differenz
wéhlen. Dieses System kann dann von einer Losungsroutine fiir Systeme gewchnliche Dif-
ferentialgleichungen (im Programmpaket ‘scipy’ der Sprache python heifit diese “odeint”)

gelost werden.

3.2.3 Verwendung einer partiellen Losung

Einen anderen Ansatz fiir die numerische Losung bekommt man, indem man die PDEs
(3.2.4) teilweise 16st. Es gelingt ndmlich eine Losung zu finden, wenn das Argument des
Tangens Hyperbolicus nicht von # abhéngt, wenn man also PDEs folgender Form betrach-
tet:

Opay = —tanh(A(n) —n % ys)0,a+. (3.2.11)

Die Losung ist dann

T o (9 - /n: tanh(A(;;x_ — ys)) . (3.2.12)
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Dabei sind F. beliebige, einmal stetig differenzierbare Funktionen. Die Lésungsmethode

besteht darin, dass man folgendes Schema iterativ anwendet:

1.

2.

Sei a4 zur Zeit 6; fiir alle n-Werte des Gitters bekannt.

Setze: A(n) := a4 (0;,n) —a_(6;,1n).

Passe Fy(z) so an, dass Fy (— 7:)()) = a4 (6;,m). Das erreicht man mit
Fy = ax(0;,h1(n)), wobei h~! die inverse Funktion zu

h(n) = — fnz vaﬁ ist.

Berechne mit (3.2.12) a4 einen kleinen Zeitschritt spéater (bei ;7).
Weiter mit 1.

Die beiden letzten Methoden wurden implementiert und mit ihnen wurde das Verhalten

eines
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Abbildung 3.2.1: Vergleich des numerischen Ergebnisses mit der analytischen Losung

des Riemann-Problems in Milne- Koordinaten (vgl: Anhang F).
In (a) ist die Energiedichte € zu verschiedenen Zeiten dargestellt.
Die Linien geben das analytische Ergebnis an, die Kreise sind eine
Auswahl der numerischen Punkte. In (b) ist die Fluid- Rapiditét y
dargestellt. Auch hier stehen Linien fiir das analytische Ergebnis,
und die Kreise fiir eine Auswahl der numerischen Punkte

Ergebnis verglichen mit dem analytischen Resultat fiir das Riemann-Problem in Milne-

Koordinaten (vgl. Anhang F). ! Die ©-férmige Energiedichteverteilung wurde dabei durch

1

!Darunter wird in dieser Arbeit folgendes Anfangswertproblem verstanden: Das zu lésende PDE-System
sind die beiden Gleichungen (3.2.1) und (3.2.2). Die Anfangsbedingungen sind bei § = 0 vorgegeben.

Sie

lauten: €(n,0 = 0) = ¢©O(n) und y(n) = 0.
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mit B = 0,01 und C' = 1 x 1075 angenihert. Um unkontrollierte numerische Artefakte zu
vermeiden muss die Kantenbreite ~ B einige Gitterabstande An = 0, 0012 des numerischen
Gitters grof3 sein. Der Parameter C' ist notig, da die numerisch bestimmten Gréflen Sum-
manden, die proportional zu In(e) sind, enthalten. Wenn also € bei den Anfangsbedingungen
so klein wird, dass es numerisch Null ergibt, kann der natiirliche Logarithmus nicht mehr
berechnet werden. In dem Vektor, der die Werte von a+ enthélt, stehen dann zufillige
Zahlen, sodass die Anfangsbedingungen weder reproduzierbar noch physikalisch sinnvoll
sind. Um das zu vermeiden, wird mittels C' kiinstlich dafiir gesorgt, dass dieser Fall nicht

eintreten kann.

Die numerischen und analytischen Ergebnisse fiir die Energiedichte stimmen sehr gut
iiberein. Der Code kommt also auch mit sehr grolen Gradienten recht gut zurecht. Dass es
in Abb. 3.2.1 (b) signifikante Unterschiede zwischen berechneter und numerisch bestimmter
Rapiditat gibt, liegt an der geringen Energiedichte in dem betreffenden Bereich. Die Rapid-
itdt bei n > ng;, (wobei ng;,, = 6 die Stelle angibt, an der die analytisch berechnete Rapiditt
divergiert; vgl. Anhang F) hat keine physikalische Bedeutung, da sich an dieser Stelle keine
Materie befindet. Die Abweichungen bei kleineren n sind tatsédchlich numerische Fehler,
die in der kleinen Energiedichte an diesen Stellen begriindet sind. Dort sind die Gradien-
ten der analytischen Energiedichte-Verteilung vergleichbar mit den Gradienten, die durch
numerische Fehler (Diskretisierung, nicht exakte Arithmetik von Gleitkommazahlen,...)
verursacht werden. Da diese Fehlerquellen nur bei geringen Energiedichten auftreten sind
die Fehler zwar vorhanden, betreffen aber einen so geringen Anteil des Mediums, dass sie

vernachléssigbar sind.

In Abb. 3.2.2 sind weitere Tests der Numerik dargestellt. Die Anfangsbedingungen fiir die
in Abb. 3.2.2 dargestellten Simulationen sind die folgenden:

2 5
Cepd - (X _
€ = exp { 52 ( 5 ) } , y=mn. (3.2.14)

Dabei wurde mit ¢ = 3,8 der in [28] angegebene Wert eingesetzt und ein Polynom
héherer Ordnung im Exponenten an die dort gegebene Energiedichte gefittet. Der Term
fiinfter Ordnung mit B = 6,41 ist der dominante Korrekturterm und wurde darum als
einziger beriicksichtigt. In Abb. 3.2.2 (a) ist die Energiedichte, die durch die Bjorken-
Losung (s. Kapitel 5 (5.2.1)) epe~3? dividiert wurde. Damit wird der durch das anfingliche
Flussmuster verursachte Abfall der Energiedichte herausgerechnet. Ubrig bleibt der Ef-
fekt, der durch die longitudinale Form der Energiedichteverteilung verursacht wird. In
Abb. 3.2.2 (b) wurde die Fluidrapiditat dividiert durch 7 dargestellt. Auch hier dient dies

dazu, den Effekt des anfanglichen Flussmusters herauszurechnen und lediglich den Effekt
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Abbildung 3.2.2: Numerisches Ergebnis mit den Anfangsbedingungen aus [28] in (a)

ist die mit 6067%9 skalierte Energiedichte € gezeigt. In (b) ist die

Fluidrapiditét dividiert durch 7 = 3 In

t+x

t—x

dargestellt. Die Linien

sind das Ergebnis mittels der Methode aus Abschnitt 3.2.3. Zum
Vergleich ist das FErgebnis der Lésungsmethode mithilfe von odeint
aus Abschnitt 3.2.2 angegeben (Kreise). Die Odeint-Methode ist bei
Zeiten 6 > 3 nicht mehr stabil und verursacht Fluktuationen an den

Randern.

der endlichen Ausdehnung zu sehen. (Die unendlich ausgedehnte Anfangsbedingung die zu

der Bjorken-Losung fiihrt, hat fiir alle Zeiten die Rapiditdtsverteilung y = 7.) Durch Ver-
gleich mit [28] (Abb. (2) und (3)) kann man sehen, dass das prinzipielle Verhalten korrekt

reproduziert wird.
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4 Holographische Rekonstruktion

4.1 Erlauterung der Methode

Unter “holographischer Rekonstruktion” versteht man Methoden, mit denen man aus
GroBen der Feldtheorie, die auf dem d-dimensionalen Rand eines D = d + 1-dimensionalen
Raumes definiert sind, die Metrik dieses Raumes berechnen kann. Eine Prozedur, die
dies fiir Rdume, die asymptotische AdS sind,(aAdS) leistet, ist folgende: Fiir einen aAdS
kann man das infinitesimale Abstandsquadrat in Feffermann-Graham-Koordinaten [29]

aufschreiben als .
ds® = BQ;(gw,dx“dx” + dz?). (4.1.1)

Der Parameter B kann durch Reskalieren der Koordinaten 24 + 2 /B auf 1 transformiert

werden. Die Submetrik g, kann dann um z = 0 in eine Taylor-Reihe entwickelt werden:
g = q) +Q(1)z+Q(2)22+... - Zq(k)zk' (4.1.2)
k=0

Hierbei wurden aus Griinden der Ubersichtlichkeit die Indizes (u,v) weggelassen g ist
dabei die k-te Ableitung von ¢ nach z. Beim Einsetzen von (4.1.2) in die Einstein-Glei-
chungen stellt man fest, dass die ungeraden Koeffizienten mit k£ < d verschwinden. Bei
gerader Randdimension d = 2m verschwinden iiberraschenderweise auch die ungeraden

Koeffizienten mit k& > d, sodass man (4.1.2) schreiben kann als

9= g™, (4.1.3)
m=0
wobei g(m) 1= qam) und 7 = 2?. (4.1.1) bekommt dann die Form:
1 dr?
ds* = ~(gdotdz” + —). 4.1.4
= ~(gudstda? + ) (114)
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Fir die Metrik

0 L 0 L

2 4r2?

Lo 0 1 240
(Gap) = (’“g“ ) = <’”g+g(”r+g(2)r " > (4.1.5)

miissen die Einstein-Gleichungen (2.1.1) gelten. Da in (4.1.5) nur die Submetrik g, unbe-
stimmt ist, ist es zweckmiflig die Einstein-Gleichungen in Differentialgleichungen fiir g,

umzuschreiben.

In den Konstruktionsvorschriften fiir den Ricci-Tensor bzw. den Ricci-Skalar (vgl. Anhang B)

treten Summationen iiber alle D Indizes auf, beispielsweise:

1
T'go = §GAE(GBE,C +Gepp — Gpep)- (4.1.6)

Hierbei nehmen grofle lateinische Indizes die Werte 0...d, (d = D — 1) an. Diese Summa-
tionen iiber alle D Koordinaten kann man zerlegen in die Summationen iiber die ersten
d Koordinaten (griechische Indizes) und den Beitrag der noch fehlenden Koordinate (mit
dem festen Index d):

1 1
e = iGAS(GBe,C + Geep — Gpeoe) + §GAd(GBd,C + Geap — Gpeoa)- (4.1.7)

Wenn die Indizes A, B, C' alle den Wert d haben, kann man sdmtliche Terme auswerten:

1 1
rd, = 5 G (Gea + Gaea — Gaae) + i‘Gdd,( Gada +Gadd — Gaga) (4.1.8)
(129 1)
1
= ——. 4.1.9
! (4.19)

Ganz analog kann man auch fiir alle anderen Indextripel Ausdriicke finden, die sich aus
g, dessen r-Ableitungen und r selbst zusammensetzen. Wenn es gelingt alle Christoffel-
Symbole ['4 so auszudriicken, kann man aus diesen den Ricci-Tensor und Ricci-Skalar kon-
struieren und damit die Einstein-Gleichungen explizieren. Dies ist in Anhang G ausfiihrlich

dargestellt. Es bietet sich an, die Einstein-Gleichungen in drei Blécke zu zerlegen:

(i) Die Gleichungen, bei denen beide Indizes Werte von 0 bis (d — 1) haben (“(u,v)-
Gleichungen”; vgl. (4.1.10)),

(ii) die Gleichungen, bei denen genau ein Index d ist und der andere einen Wert von 0
bis (d — 1) hat (“(d, u)-Gleichungen”; vgl. (4.1.11)),

(iii) und die Gleichung, bei der beide Indizes d sind (“(d, d)-Gleichung”; vgl. (4.1.12)).
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Die Einstein-Gleichungen nehmen dann die Form

0 = Ricg)+r(-2¢"—gTr((g7")g)+2¢'(g7")g) + (D —3)g'
+gTr((g™Hg), (4.1.10)

0 = V1Ir(¢g'g)—Vig'g), (4.1.11)

0 = Tr((g™)g") ~ 3Tr(g ) (979 (4.1.12)

an. Die Herleitung ist im Anhang G dokumentiert. Hierbei sind alle Produkte als Matrix-
Produkte zu verstehen. g ist wieder die Submetrik in (4.1.5), V die kovariante Ableitung,
die man aus der Submetrik g gewinnt und Ric(g) der Ricci-Tensor, den man aus g kon-
struiert. Im néchsten Schritt macht man fiir ¢ den Reihenansatz (4.1.3). Damit sind auch
die Reihen fiir ¢’ und ¢” (den ersten bzw. zweiten Ableitungen von g nach der Koordinate
r) gegeben. Diese Reihenansitze werden in die Gleichungen (4.1.10) bis (4.1.12) einge-
setzt. Die Produkte der Reihen werden nach Potenzen von r sortiert. Damit die Einstein-
Gleichungen gelten, miissen die Gleichungen (4.1.10) - (4.1.12) in allen Ordnungen der
Koordinate r gelten. Somit bekommt man folgenden Sdtze von Gleichungen (s. Anhang

G):

O = (p+1>(D -3-2p)(p+1)
p
+8 Z 7’4“7 g(m o al/ Z 7pu:a<g(m)>
m=0
p pP—q
+ZZZ =)0 o (9m)) (67 Ywer (98
q=0 m=0 k=0
p pP—q

o Z Z Z (p=a=m) P)/zm:d(g(m))(g(qik))H)\’Yup:/\(g(kﬁ (4113)

=0 m=0 k=0
p b

+ (Z 9p-nTr | D (b=m+1)g )9<bm+1>]>
b=0 m=0

- (Z (P - b)g(pfb)TT

b

b
Z (b—m+ 1)9(m)9(bm+1)] ) (1 —dg)
m=0



38 4 Holographische Rekonstruktion

aus den (p,v)-Gleichungen und

p

= > (€ D+ 27 [0 g1
=0
1 p—lI l
-3 > p—l-m+1)(1—h+1)Tr[g" g l_mﬂ)g(h)g(l_hﬂ)}) (4.1.14)
m=0 h=0

aus der (d,d)-Gleichung. In 4.1.13 bedeuten 7,,..5(g(m)) die Objekte, die man erhélt, wenn
man in der Konstruktionsvorschrift fiir die Christoffelsymbole erster Art statt der Metrik
des Raumes, die m-te Ableitung der Submetrik g (ausgewertet auf dem Rand) einsetzt. Mit
der p-ten Gleichung von (4.1.13) kann man g(,41) aus g mit & < p berechnen. Wenn also
g(0) gegeben ist (das ist die Metrik des Randes), kann man (mit der (p = 0)-Gleichung) g
berechnen. Als néchstes kann g(2) aus g und gy mithilfe der (p = 1)-Gleichung berech-
net werden, usw. Die (d, d)-Gleichung (4.1.14) stellt Bedingungen an die Spuren der neu
berechneten Koeffizienten dar, die auch noch beriicksichtigt werden miissen (vgl. Anhang
G). Interessanterweise liefern die (u, d)-Gleichungen keine weiteren Einschrénkungen. Die
tiefer liegende Ursache dafiir ist, dass die Einstein-Gleichungen Tensorgleichungen sind.
Sie sind damit unabhéngig vom Bezugssystem. Also kann man eine Losung noch einer

beliebigen Koordinatentransformation unterwerfen, und erhélt eine weitere Losung. Mit

D(D+1) D(D+1)
2 2

der Metrik bestimmt, sondern man hat noch D frei wéahlbare Komponenten, die durch

den Gleichungen werden also gar nicht alle verschiedenen Komponenten
die Wahl der Koordinaten festgelegt werden. Die Einstein-Gleichungen bestimmen also
lediglich % metrische Koeffizienten. Fiir die Feffermann-Graham-Koordinaten hatte
man bereits diese Freiheit verwendet, um die (A, d)-Komponenten der Metrik festzulegen
(vgl. (4.1.5)). Also sind von den Einstein-Gleichungen nur @ Gleichungen unabhéngig.

Diese befinden sich in den beiden Gleichungssétzen (4.1.10) und (4.1.11).

4.2 Bedingungen an den Energie-Impuls-Tensor der CFT

Analysiert man die Gleichungen (4.1.13), so fillt auf, dass im Fall p = % ein Prob-
lem auftritt: Der Koeffizient, mit dem die (p + 1)-te Ableitung von g multipliziert wird,
verschwindet. Damit kann man das Gleichungssystem nicht mehr nach dieser Ableitung
umstellen. Die %—te Ableitung von g,,, wird also nicht durch niedrigere Ableitungen fest-

gelegt. Allerdings kann man immer noch die Gleichungen (4.1.11) und (4.1.12) auswerten
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und bekommt als Bedingungen fiir die Spur und Divergenz von g(p—1)/2):

25t Pl
(D+1 /2—[— m)(l —h+1)
Trlggo-vm] = Z Z T3
=0 m=0 h=0
[ o ((D+1)/2-1— m)g(h)g(l—h+1)] (4.2.1)
< )1 +2)
Ty [o(D-1)/2-1)
z; D+1 D+3) rlo g0+2)]
v.g(o)g((D—l)/Q) = [9 9(D-1)/2))- (4.2.2)

Mit einigem technischen Aufwand kann man zeigen, dass der Energie-Impuls-Tensor der
CFT sich aus den niedrigsten Ableitungen der Submetrik g, berechnen lésst. Die dafiir ver-
wendete Methode wird “holographische Renormierung” genannt und wird in [19] eingefiihrt
und in [30] zur Berechnung des Energie-Impuls-Tensors benutzt. Fiir einen Rand mit d < 7
Dimensionen, sind die Ausdriicke in [30] angegeben. Fiir den besonders wichtigen Fall eines

vierdimensionalen Randes findet man dort:

1 1
Tw = Incy [9(2”‘” ~ g9 <(TT 9990))" = Trlg® g9 )gm])
1 1

Die beiden Gleichungen (4.2.1) und (4.2.2) kénnen damit als Bedingungen an den Energie-

Impuls-Tensor der CF'T verstanden werden.

4.3 Die Losungsmethode von Janik

Von besonderer Bedeutung sind Losungen, bei denen der Rand ein Minkowski-Raum ist.
Mit dieser Forderung verschwindet der erste Entwicklungskoeffizient der Submetrik (vgl.
Anhang G). Aulerdem wird der Zusammenhang zwischen dem Energie-Impuls-Tensor der
CFT und der aAdS-Metrik (4.2.3) sehr viel einfacher:

1

T, = . 431
W= e IO (4.3.1)
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Die Bedingungen (4.2.1) und (4.2.2) ergeben die Forderung nach Spur- und Divergenzfrei-

heit des Energie-Impuls-Tensors:

T = 0, (4.3.2)
v,.T" = 0. (4.3.3)

An dieser Stelle tritt die zu Grunde liegende Dualitéit zu Tage. Daraus, dass die Einstein-
Gleichungen gelten, folgt, dass die Spur des Energie-Impuls-Tensors der Feldtheorie, die
auf dem Rand “lebt”, verschwinden muss. Das gilt im Allgemeinen nicht, wohl aber fiir

konforme Theorien.

Um die Einstein-Gleichungen zu vereinfachen, ist es giinstig nicht nach allgemeinen Los-
ungen zu suchen, sondern nur nach solchen, die zusétzliche Bedingungen erfiillen. Das ist
aquivalent dazu, Symmetrien fiir die Losung zu fordern. Die Vorgabe von Raumzeitsymme-
trien wiederum legt fiir ein Fluid, das auf sich auf dem Rand befindet, das Flussmuster fest
[31]. Wenn man Symmetrien fordert, die auf dem Rand den besonders einfachen Bjorken-
Fluss [32] erzeugen, kann man das Aussehen des Energie-Impuls-Tensors in mitbewegten

Koordinaten fast vollstdndig bestimmen (vgl. Anhang G):

() 0 0 0
0 —7Pde(r)—7? 0 0
T 0 Ze(T) — T%€(T) o (4.3.4)
0 0 (1) + 57 4-€(7) 0
0 0 0 (1) + 27Le(r)
Als Losung bekommt man dann folgende Entwicklung:
iy .
goo = — 1+ e(T)r* + %:6(7)7’3
ér) ém) M)’ re(n)é(r)  ér) | En) () 4
* (1287-2 "o T T 16 T 6 287 3t 3 )"
+ .. (4.3.5)

2 o _d R Y s d’ 3
gi1=T —T T%G(T) +e(r) ) re — 7 4ﬁ6(7) + TﬁE(T) r

\ (57e<r>é<¢>+<e<7>>2+é<f> i) | T D) i)

6 3 6472 1287 16 6473

T 7#6(7)> M (4.3.6)
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1 d 3¢ 5 + 24
9222933:1—1— (6( ) 7._6( ))7,2+ dar ( )‘f‘ Tz 26( ) T dTSE(T)TB

2 dr 241
S
+ gé;) + 7%;66(7)> L (4.3.7)
Die iibrigen Komponenten verschwinden identisch. Hierbei bedeuten é = %e, € = dd;e

etc. Fiir grofle Zeiten 7 muss die Energiedichte im mitbewegten Bezugssystem gegen Null
gehen. Man kann sie damit in eine Potenzreihe von 1/7° entwickeln. Aus der Positivitét
der Energiedichte im mitbewegten Koordinatensystem folgt 0 < s < 4. Wenn man die
Entwicklungsglieder in (4.3.5)-(4.3.7) analysiert, stellt man fest, dass folgende Terme im

Limes 7 — oo dominant sind:

€Ty o  S(s —2)e7] 4 s*eTy” | —sepTy” 537'028 4
= -1 .. (4.3.8
o0 T 127542 6 T o 3 ) T (439
€OT 5 55(s+1)(2 = s)eo7d 4
g1 = T =131 —s5)—2r r
T$ 127st2
2 —58607'0 n 637’35 n 7526[2)7'028 ' (4.3.9)
T re 4. 3.
6728 3728 16728 ’
2 — 5)egTs €oTs 282 — §3 .
oo = 933=1+< 27_)5007"2+7_2+02 7 s
2s 2,.2s 2.2, 2s
+( 3% + 328 + 672 )r +.... (4.3.10)

Uberraschenderweise tauchen 7 und r nicht unabhéngig auf, sondern nur in der Kombina-
tion
r

&= (4.3.11)
Das gilt zumindest, wenn man fordert, dass 0 < s < 2 ist. Eine Losung der Einstein-
Gleichung, die von r und 7 abhéngt, wird in diesem Limes nur von dem Verhéltnis &
abhéngen und damit asymptotisch mit einer Losung iibereinstimmen, bei der man ein
solchen Verhalten von vornherein fordert. Wenn man fiir g,,, den Ansatz macht, dass diese
(statt von 7 und r getrennt abzuhingen) nur von £ abhingen, kann man die Einstein-

Gleichungen exakt losen [12]:

goo = exp{ A(§) — 2m(€)}, (4.3.12)
g1 = —72exp{A(&) + (25 — 2)m(€)}, (4.3.13)
go22 = (33 = — exp{A({) + (2 — s)m(f)}, (4314)
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wobei,
A() = %(111(1 £ AE)E) +in(1 - A()E)), (4.3.15)
me) = Al(s) (In(1 + A(5)€) ~ (1 - A(s)€?), (4.3.16)

/352 —8s+ 8

Um herauszufinden welcher Wert fiir s in der Natur realisiert wird, fordert man, dass die

Metrik keine Singularitdten aufweisen soll. Als Ergebnis bekommt man

4
== 4.3.18
=3, (1315)
was genau das Ergebnis fiir ideale Hydrodynamik ist. Analysiert man die nachfolgende
Ordnung in (4.3.8)-(4.3.10) und fiigt dem Ansatz fiir g,,, entsprechende Korrekturterme
hinzu, kann man die néchste Ordnung in der Entwicklung der Energiedichte berechnen.
Aus diesen lésst sich das Verhéltnis von Scherviskositét n zu Entropiedichte s bestimmen.

Es ergibt sich als:
= —. (4.3.19)

4.4 Kriimmungsskalare

Wichtige Vorhersagen fiir die Hydrodynamik bekommt man bei dem in Abschnitt 4.3
geschilderten Zugang durch Auswerten der Forderung nach Singularitétsfreiheit der Metrik.
Es ist jedoch nicht unmittelbar klar, wie man eine solche Forderung zu formulieren hat. Im
Allgemeinen wird eine Grofle, die in einem Koordinatensystem divergiert, in einem anderen
nicht notwendigerweise auch divergieren. In der Sprache der ART sucht man also nach
Skalaren, mit denen man zwischen divergenten und reguléren Metriken unterscheiden kann.
Da die Kriimmung der Raumzeit im Kriimmungstensor codiert ist, sucht man also nach
Skalaren, die sich aus dem Kriimmungstensor konstruieren lassen. Zur Verfiigung hat man
dafiir nur den Kriimmungstensor R, ., die Metrik g,,, den vollsténdig antisymmetrischen
Tensor € und die kovariante Ableitung V,. Zur Konstruktion von Skalaren, mit denen
Singularititen entdeckt werden sollen, ist die kovariante Ableitung jedoch nicht geeignet.
Ursache dafiir ist, dass eine divergente Funktion zwar auch divergente Ableitungen hat,
jedoch muss nicht jede Funktion mit divergenten Ableitungen selbst divergieren. Wenn
ein Skalar, der mit Ableitungen konstruiert wurde, an einem Raumzeitpunkt divergiert, so

weifl man immer noch nicht, ob die Kriitmmung dies ebenfalls tut. Um das zu kldren, miisste
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man sich andere Skalare an diesem Raumzeitpunkt anschauen. Damit ist ein solcher Skalar
aber wertlos fiir die Suche nach Divergenzen. Durch systematisches Analysieren (s. Anhang
H) kann man fiir Metriken, die die Gleichungen (2.2.6) erfiillen, die Skalare finden, die
iiberhaupt divergieren kénnen. Das sind (bis 2. Ordnung im Kriimmungstensor) lediglich

zwel Stiick:

§R1 = RaﬁvéRyypgga#gﬁyg’ypg&T - R“VpgRﬂypo-u (441)
§R2 — Raﬁ'y(SR#ypgga#gﬁpg’YVg&U — R/JPVG'R‘U‘VpO” (442)

Der Skalar ; wird auch als Kretschmann-Invariante bezeichnet. Alle {ibrigen Skalare sind
bis auf einen endlichen Faktor (meist +1) mit diesen identisch. Da fiir dieses Resultat
die Giiltigkeit von (2.2.6) benutzt wurde, gilt die Aussage nur fiir Metriken, die Vakuum-

Einstein-Gleichungen mit einer kosmologischen Konstante erfiillen.

4.5 Verallgemeinerte Kajantie-Losung

Mit der in Abschnitt 4.3 beschriebenen Methode lésst sich fiir eine zweidimensionale CFT
eine recht allgemeine duale Losung finden. Diese kann man als Modell frither Expansions-
phasen nach einer relativistischen Schwerionenkollision verwenden [13], wenn die Kerne in
transversaler Richtung als unendlich grofi angenommen werden kénnen. Besonders inter-
essant ist natiirlich der Fall, dass die CFT in einem zweidimensionalen Minkowski-Raum
“lebt”. Diesen kann man mit Milne-Koordinaten beschreiben, die relativ zum kartesischen

Koordinatensystem definiert sind durch:

T = V2 —22, (4.5.1)
1. t+=x

= -1 . 4.5.2

7 5 (4.5.2)

Die Metrik hat dann die Gestalt

1 0
90 = (0 72> : (4.5.3)

Die Metrik des aAdS, der diesen 2d-Minkowski-Raum als Rand hat, wird in eine Taylor-
Reihe entwickelt:

1 o .
(Gu) = + 19y (Tn) + 27‘9(1)12(7', )+ . (4.5.4)
T (Tn) F oo TR TGy, (Tn)
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gy muss allerdings noch so eingeschrénkt werden, dass es die Einstein-Gleichungen in
niedrigster Ordnung erfiillt. Gleichung (4.1.10) liefert

Trig©ga)] = 0. (4.5.5)

Das erfordert, dass sich g),, schreiben lésst als 7'29(1)11. Mit dieser Ersetzung ergibt
(4.1.11) folgende zwei PDEs:

0 0

0 = 7259(1)11(77 n) + 27 gay,, (1,1) — a_ng(l)lg(T7 n), (4.5.6)
0 0

0 = _ng(l)m(ﬂ n) + T@_ng(l)u(T? M) = 91)15(71)- (4.5.7)

Die allgemeine Losung dieses Systems ist:

Fi(n+1In(r)) — Fy(n — In(7)) + C}

T

I (1) = (4.5.8)
Fi(n+In(7)) + F3(n — In(7))

g, (1,n) = = ) (4.5.9)

Dabei sind F; und F; beliebige reellwertige zweimal differenzierbare Funktionen einer Vari-
ablen und (' eine reelle Konstante. Nachdem die Bedingungen an g erfiillt sind, kann

man mit den Randbedingungen

1 0
go) = (0 72>’ (4.5.10)

P (77+1H(T))+2F2(77—1H(T)) Fi(n4 In(1)) = Fo(n=In(1))+C1
92 = | Fotine)-Fa-i()+ar (R + ln(r))T_|_ Fy(n— 1n(r))) (4.5.11)

durch Anwenden des iterativen Schemas aus Abschnitt 4.3 und Anhang G die hcheren
Ordnungen berechnen. Uberraschenderweise bricht die Taylor-Reihe in r bereits nach der

2. Ordnung ab und man erhélt als exaktes Ergebnis

rFy(ny) +rFy(n-)

g1 = —1+ -
n 4r?Fy(ng ) Fa(n-) — 2r2Fi(ng)Ch + 2r2Fy(n-)Cy — r*Ch
4714 ’
r(F —Fnh)+C
G2 = g1 = (F1(n+) 2(n-) 1)7 (4.5.12)

-
Go1 = TPHrFi(ng) +rFy(n.)

n 4r2Fy (g ) Fa(n-) — 2r° Fi(ny )Gy + 2r° Fy(n_)Cy — r°CY

472 :
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Dabei ist ne = n & In(7). Dass dies ein exaktes Ergebnis ist, kann man durch Berechnen
der Einstein-Gleichungen fiir die aAdS-Metrik G 45 (4.1.5) iiberpriifen. Fiir die Losung
(4.5.12) lésst sich der duale Energie-Impuls-Tensor der CFT bestimmen [30]:

1 )

T = M(gmw — 90w Trl9Vgm)). (4.5.13)

Wie oben schon erwéhnt, folgt aus (4.1.10), dass die Spur von g1y verschwinden muss. Es

gilt also:
1
(Tw) = src Jw (4.5.14)
1 Fr(ng)+F2(n-) Fy(ny)—Fa(n-)+C1
= T T ) 4.5.15
TGy \BledobltiG xp)yppy)

Wenn das konforme Medium hydrodynamisch beschreibbar ist, kann man daraus dessen
Energiedichte und Vierergeschwindigkeit berechnen. Dazu muss man nur (4.5.15) und
(2.3.4) gleichsetzen und nach € bzw. u° auflésen. Ein einfacherer Weg ist es allerdings,
die Eigenwerte von T} zu berechnen, was bei einer 2x2-Matrix problemlos moglich ist. Die
Eigenwerte sind p, —e. Wegen der Spurbedingung fiir g(s) (aus dem Blickwinkel der Grav-
itation) bzw. wegen der Konformitdt und damit Spurfreiheit des Energie-Impuls-Tensors
(aus dem Blickwinkel der CFT) muss gelten: p = €. Aus der Eigenwertgleichung bekommt

man damit

1
p=€= ;\/—012 +4F (ny)2Fa(n-)? — 2F1(n4)?2Ch + 2F5(n-)2Ch. (4.5.16)

Um die Geschwindigkeit des Fluids zu berechnen, kann man den Eigenvektor zu € bestim-
men. Besser ist es diesmal jedoch, die konstitutiven Gleichungen fiir das Fluid (2.3.4) zu

nehmen und z.B. die Gleichung mit p = v = 0 nach ug umzustellen. Dann erhélt man:

[Ty 1
=/ = + =. 4.5.17
Uo 5e + 5 ( )

Die 0-Komponente der Vierergeschwindigkeit kann man in Milne-Koordinaten mit der

Fluidrapiditédt y in Beziehung setzen:
up = cosh(y —n). (4.5.18)

Damit sind die dynamischen Gréflen bestimmt. Da der Ausdruck fiir die Fluidrapiditéit

recht kompliziert ist, sei hier darauf verzichtet ihn anzugeben.
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4.6 Verbesserter 2D-Ansatz

Ein grofler Nachteil des eben geschilderten Modells fiir frithe Expansionsphasen nach einer
relativistischen Schwerionenkollision ist, dass aufgrund der Spurbedingung (4.5.5) das Fluid

die Zustandsgleichung p = € haben muss. Die Schallgeschwindigkeit c, ist damit:

—p(e) = 1. (4.6.1)

Diese Beschrankung lédsst sich beheben, indem man auf dem Rand eine Raumkriimmung

erlaubt. Die nullte Ordnung der (uv)- Einstein-Gleichungen (4.1.13) lautet namlich:

Ow = 0,90 Ya(g0) — 0ug(°)pavmua(g(o>)

+0 0" Yo (90) 9" v,m(g< )

—g(o)pg%m( )90 Y (900)

+90 17 [9%90)] (4.6.2)
bzw. iibersichtlicher:

0 = Ric(gw)) + 90T [9V90)] - (4.6.3)
Spurbilden liefert:

Tr (g ©g 9] = —%RS(g(o)). (4.6.4)

Hierbei bedeuten 7,,.,(X), Ric(X), RS(X) Christoffelsymbole erster Art, Ricci-Tensor
und Ricci-Skalar, die man aus dem Tensor X gewinnt, indem man in den entsprechen-
den Konstruktionsvorschriften die Metrik durch X ersetzt. Durch Spurbilden in (4.5.13)
bekommt man:

1 0
Iy =—e+p= _WT rl9®g)) =

RS . 4.6.5
Toncn 9 00) (4.6.5)
Da die vierdimensionale Theorie, die fiir frithe Expansionsphasen mit diesem Modell ap-
proximiert wird, konform sein soll, gilt p = %e. Man erhélt also zwischen dem Ricci-Skalar
des Randes R und der Energiedichte € des Mediums die Relation

3

= — . 4.6.
€ 327rGNR (4.6.6)

Man kann sich fragen, ob es widerspriichlich ist, dass die zweidimensionale Naherung in
einem gekriimmten Raum “lebt”, wahrend die vierdimensionale Theorie in einem flachen

Raum formuliert wurde. Dass dies kein Widerspruch ist, sieht man z.B. an einem dreidimen-
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sionalen Euklidischen Raum, der mit Kugelkoordinaten beschrieben wird. Wenn man aus
irgendeinem Grund feststellt, dass es in erster Ndherung geniigt, nur den Bereich r = ry zu
betrachten, dann findet diese Betrachtung in einem zweidimensionalen gekriimmten Raum

statt (unabhéngig davon, dass der vollstdndige Raum flach ist).

Doch nun zuriick zum urspriinglichen Problem. Dazu berechnet man die kovariante Diver-

genz des zweidimensionalen-Energie-Impuls-Tensors

(4.5.13) 1 o

VATr TR e Ve g, = Vil TrgVga)) (46)
1 o

= 5Vl 0] = VT V) (468)

(4.1.11):bei r=0 0. (469)

Die Metrik hat in zwei Dimensionen drei verschiedene Komponenten: g(o)qq: 9(0)0;5 9(0)11-
Da sie ein Tensor ist, hat man noch die Freiheit eine (nahezu) beliebige Koordinatentrans-
formation durchzufiihren. Damit konnen zwei Komponenten auf einen beliebigen Wert
transformiert werden. Betrachten wir also das Problem in solchen Koordinaten, in denen
die Metrik die Form g(o) = diag(—1, f (21, 22)) annimmt. Der Ricci-Skalar ist dann folgende

Funktion von f:

2
2
2f(x1,x2)§m§f(x1,x2) - (821 f(xl’@)) (4.6.6) 32mgNn
= ————«¢.

fi=- 2, 72))? 3

(4.6.10)

(4.6.9) und (4.6.10) bilden damit ein System aus drei Gleichungen fiir die drei unbekannten
Funktionen f, e, ug. Es gestaltet sich schwierig, einen geschlossenen Ausdruck fiir die drei
Losungsfunktionen zu finden. Allerdings ist dieses zweidimensionale Modell ohnehin nur
fiir eine kurze Zeit nach der Kollision giiltig. Damit ist eine iterative Losung, bei der die

fithrenden Ordnungen der Losungsfunktionen bestimmt werden, sinnvoll.
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5 Iterative Losung der

Hydrodynamischen Gleichungen

5.1 Erlauterung des Vorgehens

Analog zum Fall der Einsteingleichungen kann man ein iteratives Schema aufstellen, mit
dem die hydrodynamischen Gleichungen bis zu einer endlichen Ordnung berechnet wer-
den konnen. Zunéchst soll aber ein allgemeineres Schema zur Losung der Energie-Impuls-
Erhaltungsgleichungen erklirt werden. Gelost werden soll also das PDE-System (2.3.6).
Das sind lediglich vier Gleichungen zur Bestimmung von zehn unbekannten Funktionen

d(dQ_ U unbekannten

! (in d Dimensionen sind dies d Gleichungen zur Bestimmung von
Funktionen). Damit das System bei Vorgabe von Anfangs- oder Randbedingungen ein-

deutig losbar ist, werden weitere sechs (bzw. —(dfl);d’m)

Relationen benotigt. Zum Beispiel
konnte man fordern, dass das Medium ein ideales Fluid ist, also einen Energie-Impuls-
Tensor der Form (2.3.4) hat. Das wiirde fiinf Relationen liefern. Wenn man noch eine
Zustandsgleichung der Form p = p(e) vorgibt, hat man die sechs gewiinschten Gleichung-
en. Unabhéingig davon, welche sechs zusétzlichen Relationen man wahlt, kann man diese

nutzen, um Funktionen f*” zu definieren, die folgendes leisten:
™" = (7)), (5.1.1)

d.h. alle Komponenten des Energie-Impuls-Tensors kénnen aus den vier (bzw. d) Kompo-
nenten 7°° bestimmt werden. Garantiert wird dies (zumindest lokal) durch den Satz von

der impliziten Funktion, sofern die zusitzlichen Relationen hinreichend gutartig ? sind.

IDie Funktionen sind die zehn Komponenten des Energie-Impulstensors, die nicht durch Index-
Vertauschen ineinander iibergehen kénnen, also z.B.: TH”(z®) mit p > v

*Seien F* diese Relationen, dann miissen diese stetig differenzierbar sein und die Matrix M} := L

muss invertierbar sein. j := j(ab) ordnet dem Indexpaar (a,b) dabei einen einzelnen Index zu. Also
beispielsweise: (1,1) — 0, (1,2) — 1, ... (siehe [33]).
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(2.3.6) bekommt dann folgende Gestalt:

0 = 9,T" +Th T +T,T", (5.1.2)
v fe'/ ov [e3 v [e3
QT = ~ 570 (TP0 —Th f7(T0) = TV f12(T°0). (5.1.3)

Wegen der Symmetrie des Energie-Impulstensors T+ = T"* sind das tatsdchlich vier (d)

Gleichungen fiir lediglich vier (d) unbekannte Funktionen. Nun entwickelt man 7% in eine
Taylor-Reihe:

(e - 1 (e
70 =% ET(,;;(g;o)’f. (5.1.4)
k=0

Damit ist auch die Taylor-Entwicklung der Ableitungen von 7% gegeben:
QT = Z o 00 (@ (5.1.5)

9.7 = Z (aTOfO)( 0)k. (5.1.6)

k=0

(5.1.4) - (5.1.6) kann man in (5.1.3) einsetzen. Dann sortiert man alle Summanden nach

Potenzen von z° Da (5.1.3) gelten soll, macht man einen Koeffizientenvergleich und

0

bekommt fiir jede Ordnung von z° eine Gleichung zwischen den Koeffizienten von 70,

In k-ter Ordnung gilt (Details der Herleitung findet man im Anhang I):

. 8k e afel/ p0 : k I a0
Tity = Z( ) < 50F anpo>| RS (q>r<k—q>uof<q>(T )
q=0 V=0 q:O
k
v a0
> (! )rk s 5T (5.1
q=0
k
= - iy 0Ty + Tl o PO (1) + T s S (T°0) ) (5.1.8)
- oTr0 (k—q)po’ () QuB CoAg
q=0
Hierbei bedeutet X, := %X |x0:0. Dieses Gleichungssystem 16st man iterativ, be-

ginnend mit der nullten Ordnung, die man aus den Anfangsbedingungen gewinnt. Durch
die Wahl eines bestimmten Koordinatensystems sind die Christoffelsymbole und damit
auch ihre Ableitungen F . , bekannt. Durch das Festlegen des physikalischen Systems
(beispielsweise indem man fordert, dass das Medium ein ideales Fluid mit der Zustands-
gleichung € = %p sein soll) ist f* und damit auch dessen Ableitungen f(“n: ) bekannt. Auf
der rechten Seite von (5.1.8) stehen neben diesen bekannten Termen nur Ableitungen ma-
ximal k-ter Ordnung von 7°Y. Mit (5.1.8) lisst sich also die (k + 1)-te Ableitung von
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Abbildung 5.1.1: Uberdeckung des fiir die hydrodynamischen Rechnungen relevan-
ten Abschnittes der Minkowski-Raumzeit mit den verwendeten Ko-
ordinaten. In (a) sind die Kurven mit konstantem 6 gezeigt. Die
Farbe entspricht der Farbgebung der Energiedichte- und Rapiditéts-
Kurven in dieser Arbeit. In (b) sind die Kurven mit konstantem 7
dargestellt.

T aus niedrigeren Ableitungen berechnen. Im folgenden wird mit dem Begriff “iteratives
Losungsschema” diese Methode zur (beliebig genauen) Losung der hydrodynamischen Glei-
chungen bezeichnet. In Anhang I werden sowohl diese allgemeinen Gleichungen hergeleitet,

als auch fiir den Fall eines idealen Fluids angegeben.

5.1.1 Beschreibung der Koordinaten

Die iterative Berechnung der Losung wird im Koordinatensystem (0, n, p, ¢) durchgefiihrt.
Die Koordinaten 6 und 7 sind die gleichen wie im Abschnitt 3.2. Damit lassen sich die iter-
ativen Resultate einfach mit den Ergebnissen der numerischen Berechnungen vergleichen.
In transversaler Richtung wurden zumeist Polarkoordinaten verwendet. Einzige Ausnahme
in dieser Arbeit ist der Fall der triaxialen Expansion im Abschnitt 5.5.2, wo zur Beschrei-
bung der transversalen Dynamik die kartesischen Koordinaten x, und x3 verwendet wer-
den. Da die folgenden Rechnungen Modelle fiir relativistische Schwerionenkollisionen sind,
wird ein Koordinatensystem gewihlt, dass dem Rechnung triagt. Die Strahlrichtung wird
mit “longitudinal” bezeichnet. Die Ausrichtung der transversalen Koordinatenachsen ist
beliebig, wenn rotationssymmetrische Systeme betrachtet werden, was meist der Fall ist.
Die einzige Ausnahme bildet der Fall der triaxialen Expansion im Abschnitt 5.5.2, in dem
die transversalen Achsen in Richtung der beiden Hauptachsen der anfanglichen Materie-
verteilung zeigen. Relativ zu dem so orientierten kartesischen Koordinatensystem ist das

verwendete Koordinatensystem definiert.
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In Abb. 5.1.1 sind die Koordinaten dargestellt, die die longitudinale Position und die Zeit
codieren. Auf den Kurven mit konstantem 6 (in (a)) ist die Zeit, die in einem longitudinal
mitbewegten Koordinatensystem gemessen wird konstant. Die Farbgebung und der Linien-
typ in diesem Plot stimmen mit den Farben und Linientypen der iibrigen Diagramme in
diesem Kapitel iiberein. Im Falle relativistischer Schwerionenkollisionen, findet die Kolli-
sion zur Zeit t am Ort = 0 (gemessen im Laborsystem) statt. Die Kurve 6 = 0 stellt die
Kurve dar, bei der das System lokal thermalisiert ist. Das entspricht fiir einen mitbewegten
Beobachter einer Eigenzeit von etwa 7 ~ 1fm/c. In (b) sind die Kurven mit konstantem 7
dargestellt. Da in die Berechnung von 1 nur das Verhéltnis x /¢ eingeht, sind dies Geraden,
die einer gleichférmigen Bewegung ausgehend vom Ursprung entsprechen. In einer wech-
selwirkungsfreien Theorie wéren dies die Trajektorien von Teilchen, die am Kollisionsort
starten und nach einer gewissen Zeit (im Laborsystem) ¢ am Ort x sind. Wechselwirkungen
deformieren die Trajektorien, allerdings kann man die Kurven mit konstantem 7 immer
noch als Orientierung verwenden, um die Geschwindigkeit in longitudinaler Richtung ab-

schatzen zu konnen.

Da unter dem Begriff “Rapiditat” haufig verschiedene Grofien verstanden werden, soll hier

die in dieser Arbeit verwendeten Begriffe definiert werden

Def.: Rapiditit, Rapiditéit in bestimmte Richtung y

Unter Rapiditdt wird hier verstanden:
y = Artanh(|v])

wobei U die in kartesischen Koordinaten gemessene Dreiergeschwindigkeit ist.
Zur Verdeutlichung wird diese Grofle auch absolute Rapiditét y.,s = y genannt.
Im Unterschied dazu wird unter longitudinaler Rapiditit won, bzw. transver-

saler Rapiditéat yians
Ylong = Artanh(vlong), Ytrans = Artanh(vtrans)

verstanden.

5.2 Bjorken-Anfangsbedingungen

Wie Bjorken 1984 hergeleitet hat [32], gilt fiir Systeme, die in transversaler Richtung trans-

lationsinvariant und in longitudinaler Richtung boostinvariant sind, dass sich Energiedichte
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und Fluidrapiditat wie folgt verhalten:
€ = eoe 3, y=n. (5.2.1)

Mit diesem analytischen Ergebnis kann man die iterativen Resultate vergleichen und

findet tatsiichlich Ubereinstimmung: In Abb. 5.2.1 sicht man, bis zu welcher Ordnung

04
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Abbildung 5.2.1: Vergleich des exakten Ergebnisses (5.2.1) mit dem iterativen, dass
bis zu verschiedenen Ordnungen berechnet wurde. Die Kreise stellen
die exakte Losung dar und die Linien zeigen die iterativ gewonnene
Losung bis zu verschiedenen Ordnungen. Aus Griinden der ein-
facheren Darstellbarkeit sind in (b) nur die Ergebnisse gerader En-
twicklungsordnungen angegeben

man die Losung Taylor-entwickeln muss, um bis zur Zeit 7 =~ 10007, oder dquivalent
0 = ln% = 7, eine verlassliche Losung zu erhalten. Bei 7 = 1000 7y ist die Energiedich-
te auf 10~%¢, gefallen. Das bedeutet bei einer fiir den LHC typischen Start-Energiedichte
von €y = 1000 GeVfm 3, dass diese so weit gesunken ist, dass Pionen ausfrieren und damit
das Fluid in nicht mehr stark wechselwirkende Hadronen zerféllt. Den Darstellungen in
Abb. 5.2.1 kann man entnehmen, dass fiir eine gute Approximation an die exakte Losung
im gewiinschten Zeitbereich etwa 30 Ordnungen benétigt werden. Die ersten Ordnungen

der Losungen sind in der Tabelle I.1 im Anhang I angegeben.

5.3 Gradienten in longitudinaler Richtung

Zunéchst sollen Anfangsbedingungen, bei denen nur Gradienten in longitudinaler Richtung
auftreten, betrachtet werden. Auch in diesem Fall kann man die iterativen Ergebnisse
iiberpriifen, da wie im Abschnitt 3.2 beschrieben, numerische Ergebnisse zur Verfiigung

stehen. Darum wurden auch in diesem Fall als Anfangsbedingungen ¢ = ¢gexp {—%},
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Yiong = N UNd Ygans = 0 mit 0 = 3,8 gewéhlt. Die ersten Ordnungen der Losung sind in
Tabelle 1.2 im Anhang I zu finden. Man findet Ubereinstimmung bei den Energiedichten
bis zu 8 = 2,8. In Abb. 5.3.1 sind die Kurven mit # = 2,8 nicht gezeigt, um die Abbil-
dung nicht zu iiberladen. Bei den longitudinalen Rapiditéaten tauchen erste Abweichungen

schon bei 0 ~ 2,0 auf. Abb. 5.3.1 soll als Beispiel dafiir geniigen, dass das iterative Schema
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Abbildung 5.3.1: Vergleich des numerischen Ergebnisses mit dem iterativen Re-
sultat fiir eine in longitudinaler Richtung gauBférmige Anfangs-
Energiedichte-Verteilung. Dargestellt sind in (a) die Energiedichte
e und in (b) die longitudinale Rapiditét yiong zu verschiedenem 6,
Durchgezogene Linien geben das iterative Ergebnis an, die Kreise
sind eine Auswahl der numerischen Datenpunkte

sinnvolle Ergebnisse liefert. Was natiirlich immer geht, ist, dass man das iterative Ergeb-
nis fiir die Energiedichte und Vierergeschwindigkeit bis zur n-ten Ordnung in die Bewe-
gungsgleichung fiir den Energie-Impuls-Tensor einsetzt. Man erhélt tatséchlich in den in
dieser Arbeit vorgestellten Fillen, dass die Gleichung bis zur n-ten Ordnung exakt erfiillt
sind und lediglich Korrekturen héherer Ordnung auftreten. Die Ubereinstimmung der nu-
merischen Daten mit dem iterativen Resultat verifiziert daher eher numerische Ergebnis

statt umgekehrt.

5.4 Gradienten in transversaler Richtung

Wenn die Anfangs-Energiedichteverteilung rotationssymmetrisch um die longitudinale Ach-
se und in longitudinaler Richtung konstant ist, so erhélt man fiir die Energiedichtevertei-
lung den Verlauf, der in Abb. 5.4.1 (a) dargestellt ist. Interessanterweise fillt die Ener-
giedichte hier viel schneller, als im Fall mit nur longitudinalen Gradienten. Ursache dafiir

ist der anféngliche Fluss yiong = 1, der die Dynamik in longitudinaler Richtung dominiert.
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Damit ist die Bewegung, die durch die longitudinalen Gradienten in Abschnitt 5.3 verur-
sacht wurde, lediglich eine kleine Storung der Bewegung in dieser Richtung. Somit ist
die relative Anderung beim Vergleich der Bjorken-Losung mit dem Resultat fiir longi-
tudinale Grandienten relativ klein. Da die anfingliche Geschwindigkeit in transversaler
Richtung aber Null ist, kann man die transversalen Gradienten nicht vernachldssigen.
Somit kommt durch die transversale Expansion ein nicht vernachléssigbarer Beitrag zur

Energiedichte-Anderung hinzu. Die fiir Abb. 5.4.1 gewihlten Anfangsbedingungen sind:
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Abbildung 5.4.1: In (a) ist das normierte Energiedichteprofil zu verschiedenen Zeit-
en bei transversal gaufiférmiger Anfangs-Energiedichte-Verteilung
gezeigt. In longitudinaler Richtung hingegen ist die Anfangsen-
ergiedichte konstant. Der anféngliche Fluss ist durch yiong = 7 und
Ytrans = 0 gegeben. Normiert wurde in (a) auf die Energiedichte
der Bjorken-Losung (5.2.1). In (b) ist die transversale Rapiditét
Ytrans €ntlang der transversalen Koordinatenachse zu verschiedenen
Zeiten dargestellt.

€ = €gexp {—%}, Yiong = N UNd Ygans = 0 mit £ = 7,5 fm. Der Wert fiir £ entspricht
in etwa dem Radius eines Bleikerns, da diese in den Schwerionenexperimenten am LHC

verwendet werden.

In Abb. 5.4.1 wird die longitudinale Rapiditdt yione nicht dargestellt. Das liegt darin be-
griindet, dass diese von der transversalen Form der Energiedichte nicht beeinflusst wird.
Damit ist sie identisch mit der longitudinalen Rapiditét der Bjorken-Losung (5.2.1). Eben-
falls nicht dargestellt ist die Energiedichteverteilung in longitudinaler Richtung, da € in

dieser Richtung konstant ist.

Dass die transversale Geschwindigkeit mit dem Abstand vom Zentrum nahezu linear zu-
nimmt, ist typisch fiir gauiformige Anfangsbedingungen. Das kann man folgendermafien
verstehen: Die Dynamik wird durch die Druckgradienten angetrieben. Folglich ist die

beschleunigende Kraft proportional zur Ableitung der Energiedichte in der jeweiligen Rich-
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tung. Die Beschleunigung @ der Materie ist invers proportional zur triagen Masse, was sich
iibersetzt in inverse Proportionalitdat zur Energiedichte. Es gilt also:
1 0e
Ag(T) ~ ——. 5.4.1

(1)~ o (5:41)
Analog gilt dies fiir die anderen Raumrichtungen. Lésst sich die Geschwindigkeit ¢’ zu einem
Zeitpunkt ¢ schreiben als v = f(¢)7, dann gilt einen infinitesimalen Zeitschritt spéter:

g(t) Oe

10¢
€ Ox

ist auch die Beschleunigung proportional zur Ortskoordinate. Fiir die z-Komponente der
Geschwindigkeit gilt damit zum Zeitpunkt ¢ + dt:

Fiir eine GauB-Verteilung gilt: = —x/0?, wobei o die Standardabweichung ist. Damit

v, = f(t)xr — ?xdt =z (f(t) - %dt) . (5.4.3)
Die Geschwindigkeit bleibt proportional zur Ortskoordinate. Es liegt nahe zu vermuten,
dass bei Beriicksichtigung der relativistischen Effekte die Geschwindigkeit durch die Rapid-
itit ersetzt werden muss. Diese Uberlegung war natiirlich sehr heuristisch und auferdem
nichtrelativistisch. Fiir eine sichere Aussage miissten die hydrodynamischen Gleichungen
analysiert werden um zu zeigen, dass die Beschleunigung proportional zum Druckgradien-
ten ist. Auflerdem miisste man die Aussage, dass die Beschleunigung invers proportional
zur Energiedichte ist, iiberpriifen und die Uberlegung relativistisch formulieren. Da dies
alles sehr aufwendig ist und nicht wirklich weiterhilft, soll diese Plausibilitdtsbetrachtung

geniigen. In Tabelle 1.3 sind die fithrenden Ordnungen der Losung angegeben.

5.5 Gradienten in longitudinaler und transversaler

Richtung

5.5.1 Zylindersymmetrischer Fall

Nun soll ein Modell fiir zentrale Sto8e betrachtet werden. Die Energiedichteverteilung ist
dabei symmetrisch unter Rotationen um die longitudinale Achse. Sowohl in longitudinaler
Richtung als auch in transversaler Richtung wird eine gaufférmige Anfangs-Verteilung
% — %} angenommen (fiir Abb. 5.5.1 wurde ¢ = 3,8
und x = 7,5 gewihlt). Die ersten Ordnungen der Losung sind in Tabelle 1.4 notiert. Die

der Energiedichte € = ¢gexp {—
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anféngliche Rapiditdtsverteilung ist wieder yiong = 7, Ytrans = 0. In Abb. 5.5.1 wird die
Losung veranschaulicht. In Abb. 5.5.1 (a) wird die Energiedichte e entlang der longitudi-
nalen Koordinatenachse zu verschiedenen 6 mit Linien dargestellt. Die Kreise geben die
Energiedichte fiir den Fall unendlicher transversaler Breite (das entspricht dem Fall aus
Abschnitt 5.3) an. Damit ist es moglich den Einfluss der transversalen Form abzuschétzen.
In (c) ist die Energiedichte in transversaler Richtung aufgetragen. Linien geben wieder die
Energiedichte fiir den hier diskutierten Fall an. Kreise stehen fiir die Energiedichte bei
longitudinal unendlicher Ausdehnung (“c = o0”). Durch Vergleich von (a) und (c) stellt
man fest, dass die Kreise in (c¢) wesentlich dichter an den zugehorigen Linien liegen, als
in (a). Das bedeutet, dass das Einschalten longitudinaler Gradienten (darin unterscheiden
sich Kreise und Linien in (c)) einen wesentlich kleineren Einfluss auf die Energiedichte hat

als das Einschalten transversaler Gradienten (vgl. (a)).

In (a) und (c) kann man erkennen, dass die Energiedichte im zylindersymmetrischen Fall
schneller fillt, als in den Féllen rein transversaler bzw. rein longitudinaler Gradienten.
Dies ist darin begriindet, dass die Materie in einem Volumenelement in die zusétzlichen

Richtungen stréomen und sich somit in einem grofleren Volumen verteilen kann.

In Abb. 5.5.1 (b) und (d) sind die longitudinale bzw. die transversale Rapiditit dargestellt.
Wie in den Darstellungen der Energiedichte geben Linien das Ergebnis fiir den hier disku-
tierten zylindersymmetrischen Fall und Kreise das Ergebnis fiir die transversal unbegrenz-
te Materieverteilung aus Abschnitt 5.3 (in (b)) bwz. fiir die longitudinal unbegrenzte
Verteilung aus Abschnitt 5.4 (in (d)) an.

Durch Betrachten von (b) und (d) kann die heuristische Uberlegung zur Linearitit der
Rapiditasverteilung untermauert werden. In diesen Darstellungen zeigt sich, dass das zu-
siatzliche Auftreten eines Gradienten in orthogonaler Richtung keinen Einfluss auf die Ra-
piditatsprofile hat, dass also jede Dimension getrennt behandelt werden kann. Auflerdem
kann man erkennen, dass die Beschleunigung tatsdchlich einen Faktor enthélt, der invers
proportional zur Energiedichte ist. Dies lasst sich daraus ablesen, dass die Rapiditétsprofile
unverdndert sind, (also auch die Beschleunigungsprofile), obwohl die Energiedichte im
zylindersymmetrischen Fall wesentlich schneller abféllt, als z.B. im rein longitudinalen Fall
(vgl. (a)). Dadurch fallen die Gradienten, welche die Dynamik antreiben ebenfalls schneller
ab und es wird ein Faktor benétigt, der diesen Effekt fiir die Beschleunigungen korrigiert.

Die Beschleunigung ist somit invers proportional zur Energiedichte.
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Abbildung 5.5.1: Darstellung der Evolution der Materieverteilung bei zylindersym-

metrischen Anfangsbedingungen. In longitudinaler Richtung hat
das Medium zum Startzeitpunkt eine gauflféormige Energiedichte-
verteilung mit der Breite 0 = 3,8 (a). In transversaler Richtung
ist die anfingliche Verteilung (c) ebenfalls gaufiférmig mit Breite
k = 7,5fm. Die Linien stellen die Losung fiir den zylinderférmigen
Fall dar. Verglichen werden sie mit den Losungen aus den letz-
ten beiden Abschnitten, die durch Kreise symbolisiert werden. Die
longitudinale Energiedichte- und Rapiditéitsverteilung wird in (a)
bzw. (b) verglichen mit der aus Abschnitt 5.3, d.h. mit dem Fall
unendlicher Breite (“< = oo” in der Legende). Die transversale
Energiedichte- und Rapiditétsverteilung wird in (¢) bzw. (d) hinge-
gen mit der rein transversalen Expansion aus Abschnitt 5.4 ver-
glichen. Das entspricht dem Fall unendlicher longitudinaler Aus-
dehnung (“o = o0”).
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5.5.2 Triaxiale Expansion

Als letzter Fall werden dezentrale Stofle behandelt. Bei solchen ist die Ausdehnung des
Mediums zum Startzeitpunkt in allen drei Raumrichtungen im allgemeinen verschieden
und damit auch die Energiedichtegradienten. Ein steilerer Gradient fiihrt zu starkerer Be-
schleunigung in die Richtung, in die er zeigt. Damit iibersetzt sich eine anfinglich asym-

metrische Verteilung der Energiedichte in eine asymmetrische Verteilung der Impulse.

Die dadurch verursachte Formverédnderung wird mit dem Begriff der vo-Dynamik beschrie-
ben. Sei f(¢) die Impulsverteilung einer Teilchensorte in Abhéngigkeit vom azimutalen
Winkel. Dann kann man diese in eine Fourier-Reihe zerlegen. Die Koeffizienten nennt man
dabei vy:

f(¢) = vo + vicos(@) + vacos(2¢) + ... . (5.5.1)

Da die Zustandsgleichung beeinflusst, wie sich eine anféngliche Asymmetrie in die Koef-
fizienten vy, iibersetzt, kann man die Impulsverteilung nutzen um p(e) zu bestimmen (oder
zumindest einzuschranken). In Experimenten am RHIC [34] und LHC [35] wurden die Ko-
effizienten vy mit £ < 5 in Abhéngigkeit vom transversalen Impuls p; bestimmt. Durch
Vergleich mit Modellrechnungen (vgl. Heinz et al.[37] und Luzum et al.[38]) wurden aus den
experimentellen Daten realistische Zustandsgleichungen und Schranken fiir das Verhéltnis
T extrahiert. Der am einfachsten zugéngliche Koeffizient ist vy, der im Wesentlichen die El-
liptizitat der Impulsverteilung beschreibt. Daher wird seine Dynamik auch als elliptischer

Fluss bezeichnet.

In Abb. 5.5.2 wird ein Uberblick iiber die Energiedichte-Verteilung und die Rapiditéits-
verteilung gegeben. In den Abb. 5.5.2 (a), (c) und (e) ist die Energiedichte € entlang der
Koordinaten-Achsen 7, z; und z, dargestellt. In (b), (d) und (f) sind die longitudinale
bzw. die transversale Rapiditdt entlang der jeweiligen Koordinatenachsen dargestellt. Aus
Symmetriegriinden verschwinden dort die jeweils anderen Rapiditdten. In Abb. 5.5.3 (a)
und (c) werden die durch das Bjorken-Ergebnis (5.2.1) dividierten Energiedichten entlang
der longitudinalen und entlang der ersten transversalen Koordinatenachse dargestellt. In
dieser Diskussion der triaxialen Expansion bezieht sich “erste Koordinatenachse” auf die
Achse, die in Richtung der groflen Halbachse der Anfangs-Energiedichte (ausgewertet bei
n = 0) zeigt. Die “zweite Koordinatenachse” ist die Achse, die in Richtung der kleinen
Halbachse zeigt. Bei Vergleich der Energiedichten in (a) und (c¢) mit den entsprechenden
Darstellungen 5.5.1 (a) und (c) stellt man fest, dass sich qualitativ nichts geéndert hat.

Interessant ist jedoch, ob es gelingt die Dynamik der Asymmetrie zu verfolgen. Dazu kann
man Abb. 5.5.3 (b) und (d) betrachten. In diesen ist die Verteilung der transversalen
Rapiditéten Yeansi2 (Abb. 5.5.2 (d) und (f)) gewichtet mit der Energiedichte dargestellt.
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Abbildung 5.5.2:

Triaxiale Expansion. In (a), (c) und (e) ist die Energiedichte € ent-

lang der Koordinatenachsen dargestellt: In (a) entlang der n-Achse,
in (c) entlang der ersten und in (e) entlang der zweiten transver-
salen Achse. Als anfiangliche Breiten der Gau$3-Verteilungen wurden
fir die longitudinale Verteilung ¢ = 3,8, und fiir die transver-
salen Verteilungen o =7,5fm bzw. o = 3,75fm gewéhlt. In (b)
ist die longitudinale Rapiditét yjong = Artanh(v,) dargestellt. Das
Abknicken der Kurve fiir § = 2,0 bei n =~ 13 liegt daran, dass
die abgebrochene Taylor-Reihe fiir die Geschwindigkeit bei diesem
Wert nicht mehr hinreichend genau ist. In (d) und (f) sind die

transversalen Rapiditdten yiransi 2 = Artanh(vians1,2) dargestellt.
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Abbildung 5.5.3: In (a) ist die Energiedichte € entlang der Strahlachse aufgetra-

gen. In (c) sieht man die Energiedichte entlang einer transver-
salen Richtung. in (b) und (d) ist die transversale Rapiditét
Ytrans1,2 = Artanh(viansi,2) gewichtet mit der normierten Ener-
giedichte (s. Text) dargestellt. Um die Ausdehnung des Medi-
ums und das Verhiltnis der Geschwindigkeiten quantifizieren zu
kénnen, sind in (e) die Halbwertsbreiten im Verlauf der Evolution
dargestellt. In (f) ist ihr Verhéltnis R, und das Verhéltnis der mitt-
leren Geschwindigkeiten R, dargestellt.
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Die Wichtung wurde realisiert, indem die Rapiditat mit

E(.I'Z)

P 5.5.2
b [ dzie(x;) ' ( )

multipliziert wurde. Dabei ist €(z;) := €(n = 0, 2,2 = 0, 2;). p;(;) ist also die Energiedichte
entlang der ¢-ten transversalen Koordinatenachse, die so normiert wurde, dass das Integral
iiber die gesammte Achse eins ergibt. Es kann damit als Wahrscheinlichkeit interpretiert
werden, dass sich ein Testteilchen gerade am Ort x; befindet. Einen besonders hohen Wert
wird die so gewichtete Rapiditéatsverteilung nahe der Rédnder der Materie-Verteilung haben.
Das liegt daran, dass sich dort einerseits noch relativ viel Materie befindet und diese
auerdem wegen der Néhe zum Rand (wo die Gradienten am grofiten sind) relativ stark
beschleunigt wird. Die Lage des Maximums gibt also einen Anhaltspunkt wie breit die
Verteilung ist. Die Hohe des Maximums gibt hingegen einen Anhaltspunkt wie schnell die
Materie stromt. Da p; normiert ist, sind die beiden Diagramme (b) und (d) miteinander
vergleichbar. Man sieht, dass die Verteilung in (b) ihr Maximum bei grofieren Werten hat
und dass dieses weniger hoch ist. Die Materieverteilung ist also einerseits breiter und an-
dererseits stromt sie langsamer. Aus den Diagrammen (b) und (d) ldsst sich jedoch nicht
ohne weiteres ablesen, wie grof§ die mittlere Geschwindigkeit ist, und wie sich diese zur
Exzentrizitédt der Verteilung verhélt. Dafiir wurde in (f) das Verhéltnis der Halbwertsbre-
iten R, := zi% und das Verhéltnis der mittleren Geschwindigkeiten R, := g—; dargestellt.
Man sieht in der Tat, dass die Materie, in die Richtung der kleineren Ausdehnung schneller
stromt. Das Verhéltnis der Halbwertsbreiten nimmt im Laufe der Expansion ab, was auch
erwartet wurde. Die iterative Methode kann man also auch zum Studium des elliptis-
chen Flusses verwenden. Die fiihrenden Ordnungen in der Entwicklung der Energiedichte
und den rdumlichen Komponenten der Vierergeschwindigkeit nach 6 ist in Tabelle 1.5 in

Anhang I gegeben.

5.6 Grenzen der iterativen Methode

Ein offensichtliches Problem der iterativen Methode ist, dass man die Entwicklung bei
einer endlichen Ordnung abbrechen muss. Damit stellt sich sofort die Frage, ob man ein
Kriterium finden kann, mit dem es moglich ist einzuschétzen, bis zu welchem Wert der
Entwicklungskoordinate (hier 6) das exakte Resultat gut von dem iterativen Ergebnis ap-
proximiert wird. Die iiblichen Restgliedabschétzungen helfen nicht weiter, da man fiir diese
die exakte Losung bereits kennen muss. Eine Abschétzung, die hingegen gut funktioniert,

ist den Wert von 6 zu bestimmen, ab dem die héchste Ordnung der Taylor-Entwicklung
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dominant wird. Sei also a eine analytische Funktion. b := Ziv:o a,0" Sei deren in N-ter

Ordnung abgebrochene Taylorentwicklung. Um herauszufinden, bis zu welchem Wert von
6 die Funktion a gut von b approximiert wird, findet man den kleinsten Wert von 6 bei
dem gilt:

b(0) = 2an0™ (5.6.1)

An dieser Stelle ist die hochste Entwicklungsordnungen genau so grofl wie alle {ibrigen
Ordnungen zusammen. Bis zu diesem #-Wert kann man sich auf die abgebrochene En-
twicklung verlassen. Die Abschédtzung geht davon aus, dass die Anfangsbedingungen hin-
reichend gutartig sind. Allerdings lasst sich nicht einfach formulieren, was “gutartig” genau
bedeutet. Ein etwas préziseres Kriterium nimmt an, dass die erste nicht mehr bestimmte
Ableitung (bei einer Entwicklung bis zur n-ten Ordnung die (n+ 1)-te Ableitung) monoton
fallt. Damit kann man den Beitrag des Restgliedes in den Standard-Restgliedabschatzungen
nach oben abschétzen und eine Obergrenze der Ungenauigkeit bestimmen. Allerdings gibt

es keine Garantie, dass die Annahme (die (n + 1)-te Ableitung fillt monoton) zutrifft.

Dass die Taylor-Reihe nach einer endlichen Ordnung abgebrochen werden muss, ist kein
schwerwiegendes Problem, da die Hydrodynamik ohnehin nur fiir einen gewissen Zeitraum
(0 < 0 < 7) eine gute Naherung fiir die Dynamik darstellt. Im Beispiel der Bjorken-Losung
wurde gezeigt, dass in diesem Fall etwa 30 Entwicklungsordnungen geniigen. In den ex-
pliziten Rechnungen hat sich allerdings gezeigt, dass es fiir den iterativen Algorithmus eng-
ere Grenzen gibt. Grund dafiir ist, dass die Komplexitéit der Ausdriicke, die wiahrend eines
[terationsschrittes berechnet werden, sehr schnell wichst. Die Ursache liegt darin, dass der
n-te Entwicklungskoeffizient selbst aus ~ n Summanden besteht. 72" hat damit ~ n* Sum-
manden. Wiahrend jeder Iterationsstufe muss zudem f* berechnet werden. Dabei werden
komplizierte Ausdriicke berechnet, die Wurzeln und dreifache Produkte von 7°° enthal-
ten. Diese Terme enthalten vor dem Vereinfachen nach dieser etwas groben Abschéitzung
~ nb Terme. Fiir den 18. Iterationsschritt sind das immerhin ~ 34 x 10 Terme (fiir
jede der 10 verschiedenen Komponenten von f#¥). Fiir jeden dieser Terme werden einige
Bytes Speicher benétigt, sodass ein solches Zwischenergebnis 1-2 Gigabyte Arbeitsspeicher
belegt. Hinzu kommt noch zusétzlicher Speicherplatz, der fiir die effiziente Durchfithrung
der Vereinfachungsroutinen nétig ist. Durch eine optimierte Berechnung ist es vermutlich

moglich, erheblich mehr Iterationsschritte zu machen.

Eine weitere Einschrankung ist, dass die Anfangsbedingungen sehr oft differenzierbar sein
miissen. Damit kann man die Methode nicht auf Standard-Anfangsbedingungen wie z.B.
€ = (7 — 7o) anwenden. Jedoch ist es meist moglich, gute, beliebig oft differenzierbare

Approximationen fiir unstetige Funktionen zu finden.
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5 [Iterative Losung der Hydrodynamischen Gleichungen




6 Zusammenfassung und Ausblick

In dieser Arbeit wurden zunédchst numerische Losungen fiir eindimensionale Probleme der
relativistischen Hydrodynamik eines ideale Fluids behandelt. Deren Funktionsfahigkeit
wurde einerseits durch Vergleich mit der Literatur, andererseits auch durch Vergleich mit

einem analytischen Ergebnis iiberpriift.

Inspiriert durch die Arbeiten von de Haro et al. [30] und Janik [12] wurde eine Methode ent-
wickelt und begriindet, mit der die Einsteingleichungen iterativ gelost werden kénnen. Auf
den Fall eines (1+1)-dimensionalen Randes angewendet, ergab sich eine Verallgemeinerung
des “Gravity-Duals” aus [13]. Wegen der fiir die exakte Losbarkeit notwendigen (unrealis-
tischen) Zustandsgleichung hat dieses Ergebnis aber geringen Wert fiir das Studium von
relativistischen Schwerionenkollisionen. Eine realistische Zustandsgleichung erfordert dass
der (1+1)-dimensionale Rand des dreidimensionalen dualen aAdS gekriimmt ist. Jedoch
geht bei den Umformungen die exakte Losbarkeit verloren. Allerdings lielen sich die ers-
ten Terme der Entwicklung mit einem iterativen Schema bestimmen, das analog zu den
hier beschriebenen funktioniert. Das ist kein grofler Fortschritt, da mit dem iterativen
Schema fiir die (3+1)-dimensionale Hydrodynamik bereits eine Methode mit gréferem
Giiltigkeitsbereich zur Verfiigung steht. Allerdings ist zu vermuten, dass die Reduktion auf

zwei Dimensionen die nétige Rechenzeit stark verringert.

Im letzten Kapitel wurde das iterative Schema auf die Gleichungen der relativistischen
Hydrodynamik angewandt und Losungen dieses Systems aus PDEs in Form einer Taylor-
Reihe bestimmt. Getestet werden konnte die Methode mit den numerischen Ergebnis-
sen aus dem dritten Kapitel. Abgesehen davon ist es immer moglich die Losungen in die
PDEs einzusetzen und sich zu vergewissern, dass die Gleichungen bis zur Entwicklungsord-
nung der Losung exakt erfiillt sind. Mit dem iterativen Schema gelang es fiir gaufiférmige
Anfangsverteilungen der Energiedichte die physikalischen Freiheitsgrade (Energiedichte,
Geschwindigkeitsfeld) bis zur 18. Ordnung in der Zeitkoordinate zu entwickeln. Der limi-
tierende Faktor bei dieser Prozedur liegt im Speicherbedarf des Computer Algebra Systems
(in diesem Fall MAPLE) begriindet. Das ist insofern tiberraschend, als dass der Speicherbe-
darf fiir das Ergebnis selbst nicht besonders hoch ist.
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Alles in allem bleibt festzustellen, dass durch Optimierungen bzw. Anpassung des all-
gemeinen Schemas auf das zu lésende Problem noch sehr viel héhere Ordnungen der
Losungsfunktion bestimmt werden konnen. Wenn dies geschehen ist, ist es moglich die
hydrodynamische Entwicklung von realistischen Anfangsbedingungen bis zum Freeze-Out-
Zeitpunkt zu berechnen. Durch Anwenden des Cooper-Frye-Formalismus kénnen dann die
Impulsverteilungen der verschiedenen Teilchenspezies berechnet und mit den experimen-
tellen Daten verglichen werden. Der Vorteil gegeniiber iiblichen numerischen Codes ist,
dass das Ergebnis analytisch und damit korrekt bis zur jeweiligen Entwicklungsordnung
ist. Im Interesse der Berechenbarkeit muss dabei aber ein Kompromiss zwischen moglichst
einfachen Anfangsbedingungen (z.B. gauBformig), moglichst einfachen Zustandsgleichung-
en (z.B. der eines idealen Gases) und moglichst realistischen Bedingungen gefunden wer-
den. Eine weitere Erweiterung des Schemas wiirde die Beriicksichtigung der Viskositat und
anderer Transportkoeffizienten bedeuten. Da die Losung bis zur jeweiligen Entwicklungs-
ordnung exakt ist, kann die iterative Methode benutzt werden, um Referenzlosungen zu

berechnen, an denen numerische Codes getestet werden konnen.



A Konventionen und Abkiirzungen

A.1 Liste der verwendeten Konventionen

Einheitenkonventionen

h =1 Plancksches Wirkungsquantum
c =1 Lichtgeschwindigkeit im Vakuum
kg =1 Boltzmann-Konstante

B =1 A= —w AdS-Skalenparameter

< R=-D(D-1)

Vorzeichenkonventionen in der ART

Ry, =00, +T0 T3, — (v < pn) Riemannscher Kriimmungstensor

A = 510+ %R Kosmologische Konstante

N = diag(—1,1,1,1) Minkowski-Metrik

(p,m) Signatur: erster Eintrag: Anzahl der positiven

Eigenwerte von g zweiter Eintrag: Anzahl der neg-
ativen Eigenwerte von g

Daraus abgeleitete ” Konventionen”

uut = -1 Normierung der Vierergeschwindigkeit

Schreibweise

T, =90,T partielle Ableitung

T, =V,T kovariante Ableitung

g = det(g,) Determinante der Metrik - bei Verwendung in In-
tegralen

g = (gu) metrischer Tensor (Im Unterschied zu g, welches

die Komponenten des metrischen Tensors sind) -

bei Verwendung in algebraischen Ausdriicken
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Indexkonventionen
a,b,c,... (kleine lat. Indizes) rdumliche Koordinaten; fiir D-dimensionalen AdS:
1..(D—-2)
W, vy p, ... (kleine griech. Indizes) raumliche & zeitliche Koordinaten; fiir D-dimen-
sionalen AdS: 0...(D —2)
A, B,C,... (grofie lat. Indizes) alle Raumzeitkoordinaten; fiir D-dimensionalen

AdS: 0...(D — 1)

A.2 Liste der verwendeten Abkiirzungen

ART
AdS
aAdS
CFT
LHC
CERN
QGP
PDE
o.E.d.A.
ELG
RHIC

Allgemeine Relativitétstheorie

Anti-de Sitter-Raum

asymptotischer Anti-de Sitter-Raum

konforme Feldtheorie

Large Hadron Collider am CERN (Schweiz, Frankreich)
Conseil Européen pour la Recherche Nucléaire
Quark-Gluon-Plasma

partielle Differentialgleichung

ohne Einschrinkung der Allgemeinheit
Euler-Lagrange-Gleichungen

Relativistic Heavy Ion Collider am Brookhaven National Laboratory (USA)



B Einfuhrung der Begriffe der ART

B.1 Begriffe aus der Tensorrechnung

Um zu definieren, was ein Tensor ist, ist es zunéchst notig, den Begriff des Dualraums
einzufithren. Im Folgenden ist es sehr wichtig, ob Indizes oben oder unten stehen. Stehen
sie unten, interpretiert man das indizierte Objekt als Vektor, stehen sie oben, interpretiert

man es als lineares Funktional.

Def.: Dualraum V*

Der Dualraum V* zu einem Vektorraum V ist der Raum der linearen Funk-

tionale auf V'
V*i={f:V — R|f. linear}.

Der Dualraum ist selbst wieder ein Vektorraum gleicher Dimension. Das lésst sich leicht
zeigen, ist allerdings fiir die Zwecke dieser Arbeit wenig erhellend und wird daher nicht
bewiesen. Fiir V* kann man eine beliebige Basis festlegen. Insbesondere fiir das Rechnen
mit den Komponentendarstellungen der Tensoren ist es aber notig eine Basis zu wahlen,
die auf kanonische Weise mit der Vektorraumbasis zusammenhéngt. Diese Basis wird die

duale Basis genannt.
Def.: duale Basis (fY)

Sei (e;) eine Basis von V. Dann kann man sich mit der Bedingung
f(e:) = o} (B.1)

eine Basis (f7) des Dualraums V* definieren. Diese Basis heifit die zu (e;) duale

Basis.

Ein Tensor k-ter Stufe ist eine lineare Abbildung, die einer bestimmten Anzahl von Ele-
menten aus V und V* eine reelle Zahl zuordnet. Man unterscheidet dabei zwischen kovari-

anten und kontravarianten Tensoren bzw. Mischformen.
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Def.: n-fach kovarianter und m-fach kontravarianter Tensor TS, .
Ein n-fach kovarianter und m-fach kontravarianter Tensor auf dem Vektorraum
V' ist eine Abbildung, die m Elementen des Dualraums V* und n Elementen
des Vektorraums V' eine reelle Zahl zuordnet. Sie ist dabei in jedem Argument

linear.
T:=V"xV"™ 53R, mit: T(...aZ+by...)=al(...2...)+bT(...7...)

Seien 2! die Komponenten des i-ten (vektorartigen) Arguments von 7' und
die Komponenten des j-ten Arguments aus V* beziiglich der dualen Basis, dann

kann man schreiben:

= = = — . S$1...8 1 m _.T1 T
T(Zy, . Ty Yy Um) = T Y, o Yo 22
(Beachte: iiber s; ...r, wird summiert). Damit wird durch Tsl"'S"l,nl,,“g/;1 die

Komponentendarstellung des Tensors T definiert.

Nun ist es interessant zu erfahren, wie sich die Komponenten eines Tensors bei einem Ba-
siswechsel transformieren. Betrachtet man zunéchst den Ausdruck T'(Z1, ..., Tn, Y1y - - - Yin)-
Dieser wird auch nach einem Basiswechsel unverdndert sein, da es sich lediglich um eine
reelle Zahl handelt. Aus der linearen Algebra ist bekannt, dass man die Komponenten der
Vektoren in der neuen Basis bestimmen kann, indem man den alten Koordinatenvektor
mit der Transformationsmatrix A; multipliziert[16]. Aus diesem Transformationsgesetz fiir
Vektoren aus V' lisst sich dasjenige fiir die dualen Vektoren aus V* ableiten. Aus (B.1)
folgt fiir die Komponenten (f7), des j-ten Vektors der dualen Basis (wenn (e;)! die I-te

Komponente des Vektorraumbasiselements (e;) ist):

(f)ele)* =d}. (B.2)

Hieran sieht man, dass die Koeffizientenmatrizen der beiden Basen zueinander invers sind.

In (B.2) kann man eine Eins einfiigen:
(fOu(ATA (e)™ = o], (B.3)

Da A% (e;)™ die Koeffizienten des i-ten Basisvektors in der transformierten Basis sind, muss
das Inverse dieser Matrix (also (f7);(A7!)}) die Koeffizientenmatrix der transformierten
dualen Basis sein. Die Koeffizienten der dualen Basis transformieren sich also mit der in-

versen Transformationsmatrix. Das Transformationsgesetz fiir die Koeffizienten eines Ten-
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sors findet man ganz analog, indem man in
$1...8 1 m .1 Tn
r mfrl...rnysl YT Lt =T E R

fiir jedes Argument A~! A einfiigt und jeweils eine dieser Matrizen zur Transformation der
Argumente benutzt. Der Rest bildet das Transformationsgesetz fiir einen solchen Tensor.
Es lautet:

Tsl...sm — Ttl...tmulmunAgll . A;L: (Ail)?ll . (A*l)sm. (B4)

T1...Tn tm

Héufig wird das Transformationsgesetz (B.4) fiir die Definition des Tensorbegriffes herange-
zogen, indem man definiert, dass ein Objekt, das sich entsprechend (B.4) transformiert,
ein Tensor ist. Haufig muss man aus bekannten Tensoren weitere Tensoren konstruieren. In
den meisten Féllen geschieht dies indem man eine oder mehrere der folgenden Operationen

anwendet:

Def.: Tensorprodukt o

Seien S ein n-fach kovarianter und m-fach kontravarianter Tensor und 7T ein r-
fach kovarianter und s-fach kontravarianter Tensor. Dann ist das Tensorprodukt
SoT ein (n+ r)-fach kovarianter und (m + s)-fach kontravarianter Tensor, der

folgendermaflen wirkt:

So T(ml, - ,ZL’TH_T,?JL - -7ym+s>

=8t 2y ym) T 2T Y Ymss)s

wobei - die Multiplikation in den reellen Zahlen symbolisiert. Es lasst sich

zeigen, dass dann fiir seine Komponentendarstellung gilt:

ar-Gn4r a1 QprGn+41°Antr
(S © T>b1"'bm+s - blb'm Tbm+1"'bm+s

Dass S o T ein Tensor ist folgt direkt aus der Tensoreigenschaft von S bzw. T, ebenso

dessen Komponentendarstellung.

Def.: Kontraktion

Sei T ein r-fach kovarianter und s-fach mit r,s > 1. Dann ist die Kontrak-
tion bzgl. des k-ten Vektor-artigen und [-ten Funktional-artigen Arguments der

Tensor (r — 1)-fach kovariante und (s — 1)-fach kontrahierte Tensor S, der fol-
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gendermaflen wirkt:

S(xl, .. .xr_l,yl, ces Ys—1)

o 1 k—1 k+1 r—1
= Spur(T(z, ..., 2", - 2™ T Y, Y, Yy - - Ys—1)

In Komponentendarstellung bedeutet das:

Sal...ak_lak_,_l...ar o al...0 1M Gg41...Qr
bl...bl,1b1+1...bs - bl...bl,ln bl+1...bs
L wi . . venti .
Dabei wird entsprechend der Einstein’schen Summenkonvention iiber alle n

summiert.

Eine Tensormultiplikation gefolgt von einer oder mehrerer Kontraktionen nennt man auch
Uberschiebung. Eine Uberschiebung mit dem metrischen Tensor und anschlieBender dop-
pelter Kontraktion nennt man auch Verjiingung eines Tensors. Uberschiebt man einen
Tensor mit dem metrischen Tensor erhélt man einen Tensor, dessen kontravariante Stufe
um eins verringert und dessen kovariante Stufe um eins vergréfert wurde. In der Kom-
ponentendarstellung sieht das so aus, als ob ein Index von oben nach unten verschoben
wurde. Darum bezeichnet man diese Operation als “Herunterziehen von Indizes”. Ana-
log nennt man das Uberschieben mit dem inversen metrischen Tensor und anschlieBendes

Kontrahieren “Hochziehen von Indizes”.

B.2 Grundbegriffe der ART

B.2.1 Tensoren

Das allgemeine Relativitéitsprinzip fordert die Kovarianz von grundlegenden Gleichung-
en, d.h. die Feldgleichungen sollen forminvariant (kovariant) unter beliebigen, invertier-
baren Koordinatentransformationen sein. Das ist eine Verallgemeinerung zur Forderung
der Speziellen Relativitéitstheorie, die nur forminvariant unter Poincaré-Transformationen
ist (oder dquivalent: forminvariant unter Transformationen, die zwischen Inertialsystemen
vermitteln). Dies impliziert, dass die auftretenden Groflen entweder Tensoren sind, oder

sich aus solchen konstruieren lassen.
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B.2.2 Metrik

Das der ART zu Grunde liegende Feld ist der metrische Tensor, oder kurz die Metrik.
Um zu verstehen, was fiir ein Objekt dies ist, kann man sich das Abstandsquadrat zweier
infinitesimal benachbarter Raumzeit-Punkte anschauen. Um den einen der Punkte wird das
Quadrat der Abstandsfunktion s?(y*) in eine Taylor-Reihe entwickelt (Zur Vereinfachung
der Notation wurde s?(x”, y*) =: s?(y*) gesetzt):

0s* 0?s?

2( .0 Y — o2 H
s(at +dat) =57 | + 52— dzt +
yu " 8y,“4 y#:x/’a ay#yll yu:mu

dz*dx” 4+ O((dz*)?).  (B.5)

Der Abstand eines Punktes von sich selbst ist Null. Damit verschwindet der Term nullter
Ordnung. Nun betrachtet man Absténde zwischen zwei Punkten, die sich nur in einer
Koordinate (hier der v-Komponente des Koordinatenvektors) und dort nur infinitesimal

unterscheiden. In fithrender Ordnung bleibt von obigem Ausdruck lediglich

dx”. (B.6)

y#:ml’«

2
s% (" + dx“5Z) = g;v

Wenn man die Abweichung dx” ver-k-facht, dann sollte auch der Abstand s sich ver-k-

fachen:

2
R+ drgpe = 2

= kdx" . B.
S| e (B.7)

yM:;pM
Das hat als einzige Losung £ = 1 und k = 0. Damit erfiillt es nicht die Anforderungen, die
man an eine Norm stellt. Die Forderung kann man nur erfiillen, indem man die quadratische

Ordnung mitnimmt. Wenn man das tut, bekommt man schlieflich:

) 0?s?
s*(a" + da"oy) = By |, dz*dzx"; (B.8)
hierbei definiert man noch:
0*s*(y")
wglah) = ————= B.9
9 0) = G | ()

gap sind die Komponenten des metrischen Tensors. Aufgrund der Vertauschbarkeit der par-
tiellen Ableitungen ist dieser symmetrisch unter Vertauschung der Indizes. Der metrische
Tensor ist also diejenige Bilinearform, die in fithrender Ordnung das Abstandsquadrat
approximiert. Man kann auch im Dualraum des Tangentialraums des Punktes x* einen
Abstand definieren. Damit bekommt man auf analoge Weise eine Matrix ¢*?, die die Koef-

fizienten (bzgl. der dualen Basis) der Bilinearform darstellen, die das Abstandsquadrat im
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Tangentialraum definiert. Man fordert, dass der Vektorraumabstand zwischen zwei Punk-
ten o und y der gleiche ist wie der Dualraumabstand zwischen f, und f,, wobei f, , definiert
ist durch: f, := (x, -). Dabei ist (-, -) das Skalarprodukt, dass durch die Metrik g,, in-
duziert wird: (a,b) := a"b”g,,. Aufgrund des Zusammenhangs von Vektorraumbasis und

dualer Basis, ist die Koeffizientenmatrix ¢®* des Dualraumabstandes gerade die Inverse

VoI gog-

B.2.3 Kovariante Ableitung

Wenn man partielle Ableitungen von Tensoren berechnet, stellt man fest, dass das Ergebnis
selbst kein Tensor mehr ist. Stattdessen benutzt man die kovariante Ableitung. Um diese

zu definieren, benotigt man die Christoffelsymbole:

Def.: Christoffelsymbole T, /T,

0 0 0
(a0 ston ) G

1
vl T 5

1 0 0 0

g (g =G — ——Guy | - B.11

29 (63&09 + e p> ( )

b
pr—

'y, bezeichnet man als Christoffelsymbole erster und I'}, als Christoffelsym-

bole zweiter Art.

Wie sich an der Definition direkt ablesen lésst, sind die Christoffelsymbole unter Ver-
tauschung der Indizes v und p symmetrisch. Die kovariante Ableitung eines vollstandig

kontravarianten Tensors m-ter Stufe ist dann folgendermafien definiert:

Def.: Kovariante Ableitung eines Tensors m-ter Stufe V,

) m
QAL yees Uy Q1,...,0m « By
v,.T =T + ; 1 ok T 5, (B.12)

Das (8 steht dabei an der k-ten Indexposition. Entsprechend der Einstein’schen

Summenkonvention soll auch iiber f summiert werden.

Man beachte: weder die partielle Ableitung noch die Christoffelsymbole haben Tensor-
charakter. Erst, wenn man die Kombination (B.12) bildet, erhélt man wieder einen Tensor.

Da im folgenden nur Tensoren maximal zweiter Stufe abgeleitet werden miissen, sind diese
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Ableitungen hier noch einmal angegeben:

0

o)
V.V o= @Vurgﬁvﬁ, (B.14)
14 a 14 v v
VI = ST Ty T 4 T, T (B.15)

Ableitungen von Tensoren, die auch kovariante Indizes besitzen, kann man auf diese Aus-

driicke zuriickfiihren. Ublicherweise schreibt man kiirzer:

0
1y y Qi o [ S 755
T w = 5T , (B.16)
Tovem = T m, (B.17)

Wie man durch Einsetzen der Definitionen (B.12) und (B.11) sieht, ergibt die kovariante
Ableitung, angewendet auf die Metrik bzw. die inverse Metrik, den Nulltensor (dritter
Stufe). Als Konsequenz daraus vertauschen die kovariante Ableitung und das Uberschieben

mit der Metrik bzw. der inversen Metrik.

B.2.4 Kriimmungstensor, Ricci-Tensor, Ricci-Skalar

Die Information iiber Raumzeitkriimmungen ist im Riemann’schen Kriimmungstensor der

Raumzeit codiert. Dieser ist definiert durch:

p

Def.: Riemann’scher Kriimmungstensor R ,

R//i,uu = aNFZA - 8VFZ)\ + FZTPZ{V - F£7F1u7 (B18)

bzw. vollstindig kovariant:

Rp)\,uu = a,u,Fu)\:p - aUF,u/\:p + gTHF,uT:pF)\V:H - gTHFVT:pF)\,u:/i- (B19)

An der kovarianten Form kann man die meisten Symmetrien dieses Tensors erkennen:
Der Kriimmungstensor ist antisymmetrisch unter Vertauschung der ersten beiden Indizes;
ebenso unter Vertauschung der letzten beiden Indizes. Hingegen ist er symmetrisch unter
Vertauschung des ersten Indexpaares mit dem zweiten Indexpaar. Aulerdem gilt noch eine
Jakobi-Identitdt beziiglich der letzten drei Indizes: Ry + Rypun + Rpury = 0.

In den Einstein’schen Feldgleichungen taucht der Kriimmungstensor in kontrahierter Form

als Ricci-Tensor bzw. Ricci-Skalar auf:
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Def.: Ricci-Tensor R,

Ry, = RKW =0,I", — ayl“ﬁA + 0. 15, — 17175, (B.20)

Def.: Ricci-Skalar R
R=g"Ry, =g"o,I", — oI, + g/\”FZTFKV - g)‘”F’;TF;p (B.21)

In einem gekriimmten Raum ist es nicht a priori klar, was Parallelitit bedeutet. Man muss
darum definieren, was man unter Parallelitét versteht [14]. Dabei wéhlt man einen Paral-
lelitédtsbegriff, der mit der kovarianten Ableitung vertréglich ist. Kurven, die parallel zu sich
selbst sind, nennt man Geodéten. Sie besitzen keine eigene Kriimmung. Die Kriimmung,
die sie aufweisen wird ihnen von dem Raum in dem sie definiert sind aufgeprégt [39)].
Aquivalent zu der Forderung der Selbstparallelitiit sind folgende zwei Bedingungen, die

mit den bereits definierten Begriffen auskommen:

Def.: Geodite

Eine Geodite ist eine Kurve, die folgende Differentialgleichung erfiillt:

d\2 TP 9N N

A2zt - ox® 0xP

Dabei ist A der Kurvenparameter. Dies ist dquivalent zu der Forderung, dass

eine Geodéte die kiirzeste Verbindung zwischen zwei Punkten ist.

Die Bedeutung der Geodéten fiir physikalische Fragestellungen liegt darin begriindet, dass

sich in einem gekriimmten Raum kréftefreie Testteilchen auf Geodéten bewegen[14].

B.2.5 Killing-Vektoren

Symmetrien einer Raumzeit werden iiblicherweise durch Killing-Vektorfelder, oder kurz
Killing-Vektoren £* angegeben. Diese zeigen in die Richtung, in der sich die Metrik nicht

andert. Es gilt also:
G (@ + dAEY) = g (2°). (B.22)

Diese Forderung kann man auswerten und erhélt ein System aus PDEs, das fiir die Killing-

Vektoren gelten muss [14]:

0=V =V,.& < 0= g0 + 9upll, + Guv,pS’- (B.23)
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Wenn man umgekehrt die Killing-Vektoren eines Raumes kennt, so kann man (B.23) nutzen

um die Metrik zu bestimmen.
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C Symmetrien des Anti-de
Sitter-Raums

Im Folgenden wird gezeigt, wie man die Symmetriegruppe des AdS bestimmen kann. Um
die Notation nicht unnotig kompliziert zu machen, wird nur der dreidimensionale AdS
betrachtet. Die Erweiterung auf eine héhere Dimension ist ohne Schwierigkeiten mdoglich.
Der AdS wird in diesem Anhang in seiner euklidischen Form behandelt. Die Punktmenge

(2.2.2) kann man auf folgende Art beschreiben:

Zo sinh(¢y) sin(¢y) sin(¢ps)

Tl s Sinh@o) sin(¢1) cos(¢2) (C.1)
To sinh(¢g) cos(¢y)

T3 cosh(¢y)

Hierbei sind ¢y, ¢2 € [0,27) und ¢y € R. Durch Einsetzen von (C.1) in (2.2.2) kann man

iiberpriifen, dass dies tatsédchlich eine Parametrisierung des AdS ist:

2 2 2 2 2

= b?sinh®(¢y) sin?(p1) sin?(¢o) + b? sinh? (¢ ) sin? (1) cos?(¢)

J

b2 sinh?(¢g) sin?(¢1)
+b? sinh?(¢yg) cos? (¢ ) — b* cosh? (),
—1 = sinh?(¢g) cos®(¢1) + sinh?(¢yg) sin?(¢;) — cosh?(¢y),
sinh‘;@)o)

= sinh®(¢g) — cosh?(¢y) = —1.

Mit dem Zusammenhang

. 81‘,4 axA
Jab = <?%’?%> (C.2)
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kann man die durch das Skalarprodukt (-, -) des Einbettungsraumes induzierte Metrik
des AdS bestimmen. Sie lautet:

sinh?(¢y) sin®(¢,) 0 0
g=1» 0 sinh?(¢g) 0] - (C.3)
0 0 1

Fiir diese Metrik kann man die Killing-Gleichungen (B.23) notieren und mit diesen die
Killing-Vektoren bestimmen. Geschickter ist es jedoch, in ein anderes Koordinatensystem
zu wechseln, in dem die Metrik eine noch einfachere Struktur hat. Das kann man in zwei
Schritten machen. Zunichst transformiert man das infinitesimale Abstandsquadrat ds?,
das der Metrik (C.3) entspricht,

ds? = sinh(¢o)2dQ* + d¢? (C.4)

(d? ist das infinitesimale Raumwinkelelement in drei Dimensionen) in folgende Form:

ds* = Z(T>2r2d§22 + z(r)2d22' (C.5)
Dies ist moglich, wenn gilt:
sinh(¢g) = :I:L, (C.6)
z(r)
dby — :I:%dz. (.7
Aus (C.6) folgt
¢o = +Arsinh (%) . (C.8)

Fiir das Differential gilt also:

I L (dr_
YT e

Mit der Kettenregel dz = 2/(r)dr kann eine Relation zwischen den Differentialen d¢y und

ey = + T)de) . (C.9)

dz hergestellt werden:

dgo = + _1 ( ! —Z(::>2>dz. (C.10)
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Wegen (C.7) gilt also:

1 1 1 r
RGN (z(r)z'm - z(r)z) ' (C11)

- +1 HGE (zzi?) ) T) | €12

Diese Differentialgleichung hat die allgemeine Losung

V1+Cr

z(r) =42 -

(C.13)
Dabei ist C' € Ry eine beliebige positive reelle Zahl. Mit (C.6) und (C.13) kann der
Zusammenhang von ¢ und z(r) bestimmt werden. Der Winkelteil 72dS in (C.5) kann nun
Kugelkoordinaten in kartesische Koordinaten transformiert werden. Dann bekommt man
als infinitesimales Abstandsquadrat fiir den AdS:

1

ds? = —2<(dx1)2 +(da?)? + dz2>. (C.14)

z
Diese Metrik eignet sich sehr gut zum Bestimmen der Raumzeitsymmetrien. Mit ihr kann
man die Killing-Gleichungen (B.23) aufstellen und die Killing-Vektoren berechnen. Das
allgemeine Vektorfeld, dass (B.23) 16st, wenn das infinitesimale Abstandsquadrat die Form
(C.14) hat, ist:

(2% — (21)? + (22)?)Cy + 222 (Cy — Crat) + 2C32t + Cj
(g,u) = (22 + (1’1)2 - (IQ)Q)Ol + 21’2(03 - ngl) - 204271 + 06 . (015)
22(—021'1 — 01332 + 03)

Damit sind

_9ply? 22— (21)2 + (22)?
=24 @) -2, &= 912 7
—22%% —2z1z
1 2

1
53 = xQ ; 54 = _xl ) 55 = 0 ) 56 = 1 (C16)
0
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Basisvektoren des Losungsraumes, also Killing-Vektoren. Fiir Randpunkte ergeben die in-
finitesimalen Bewegungen entlang der Killing-Vektorfelder gerade die infinitesimalen kon-
formen Transformationen. Um das zu erkennen berechnet man die infinitesimalen kon-

ormen Transformationen. Fiir die Gruppe der “speziellen” konformen Transformationen
fi T f t Fiir die G der llen” konf T fi t

at v g = Hg;:;% (vgl. Abschnitt 2.2.2) erhélt man:
Oz’
x/# ~ + xl/ db¥
0¥ | p_o
= g* + db” 9 ot + b,

b 1+ 2b,x# + bPbgr ey |y,

9 20 (1 + 2b,2" + WPbgra,) — (o9 + ba?) (22 2, + %xo‘xa)

— 4 dpr o b b
v (1+2b,2r + b222)? o

. 1 6Lz o (1 + 2b, 2t + VPbgaa,) — (ah + b'a?) (261, + 2b,0%T,)

= (1 + QbM.TJ'u + b2x2)2 br—o

_ g g e 35‘{(1 +20),)

= o +dv"(0ha%x, — 22" x,).

Hierbei ist db* = b* < 1. Betrachte nun solche Transformationen, bei denen dbyu in Rich-
tung der z!-Achse zeigt, fiir die also db* = 6}'d\ mit A\ < 1 gilt. Dann ist.

o = 2t VN0 w, — 22t ) + O((db*)?) (C.17)
= 2"+ d\(8z%Te — 22" 31) + O((db)?). (C.18)

Fiir einen Euklidischen Raum gilt: # = z,. Damit kann man (C.18) folgendermaflen

<xg> _ (m;) n ((3;1)2 —|—_(22)22 : 2(x1)2> A+ O(dN). (C.19)

Das ist in fithrender Ordnung identisch mit der durch den Killing-Vektor & erzeugten

schreiben:

Transformation, wenn man z = 0 setzt. Analog kann man jede der infinitesimalen konfor-
men Transformationen auf einem Euklidischen Raum mit den infinitesimalen Bewegungen
entlang der Killing-Vektoren in einem Euklidischen AdS identifizieren. Somit ist die Isome-

triegruppe des Euklidischen AdS isomorph zur Gruppe der Konformen Transformationen
auf dem Rand ! des AdS.

IDas ist im Falle des Euklidischen AdS der Dimension D ein Euklidischer Raum der Dimension d = D —1.



D Berechnung eines Propagators
mittels der AdS/CFT-Korrespondenz

In diesem Anhang soll der Propagator fiir ein skalares Feld einer stark gekoppelten CFT mit
Hilfe der AdS-CFT-Korrespondenz berechnet werden. Weitere Details zur Rechnung kann
man in [17] finden. Die starke Kopplung der CFT {ibersetzt sich in eine schwache Kopplung
auf der AdS-Seite der Korrespondenz. In diesem Limes tragen Quantenkorrekturen nicht
bei und das Pfadintegral auf der rechten Seite in (2.2.24) wird zu

/ Dpexp { — / dPzL (p)

AdS

> expl= D.1
P(z€dAdS)=go exp(—Ski[¢o)), (D.1)

wobei Sy, die klassische Wirkung darstellt. In diesem Anhang sei diese zur Vereinfachung
der Notation trotzdem mit S = Sy, bezeichnet. Der Quellenterm ¢y in (2.2.24) muss
beziiglich der Raumzeitsymmetrie den gleichen tensoriellen Charakter wie die Lagrange-
dichte haben (muss also ein Skalar sein). Wenn O ein Skalar ist, muss dies auch fiir ¢y
gelten. Da ¢y die Randwerte von ¢ représentiert, muss auch das AdS-Feld ¢ ein Skalar
sein. Fiir ein Skalarfeld ist die Wirkung:

S(¢p) = % / dPx\/|g|0" $049. (D.2)

PD

Dabei ist PP C RP der D-Dimensionale Parameterbereich mit dem der AdS beschrieben
wird. (Beachte: groBe lateinische Indizes laufen iiber alle AdS-Koordinaten: A = 0...d
mit d = (D — 1)). Die Wirkung ist trotz des Auftretens von (nicht tensoriellen) partiellen
Ableitungen ein Skalar. Der Grund dafiir liegt darin, dass der Faktor \/H den Fehler
korrigiert, den man macht, wenn man partielle Ableitungen statt kovarianter verwendet.

Die Bewegungsgleichung fiir ¢ ist damit:

0=0, (\/Ea%) . (D.3)
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Zum Losen von (D.3) sucht man eine Funktion K (z,2’), die fiir z # 0 folgende PDE erfiillt:
0 = 0a\/gO* K (z, 7). (D.4)

Auf dem Rand hingegen soll K wie eine §-Distribution wirken. Dann ist

o(z) = /ddx’K(x,x’)gbo(a:’) (D.5)

Qd

eine Losung von (D.4), die auf dem Rand ¢y wird. Q1 € RP~! ist dabei der Param-
eterbereich, der den Rand des AdS beschreibt. Am elegantesten findet man K, indem
man das Koordinatensystem (z,&;,...,&;) verwendet, in dem die Metrik die Form Gap =
~diag(1,...,1) annimmt (vgl. Anhang C, insbesondere (C.14)). K(x, ') schreibt man am
besten als: K (z, E, 5’ ). Sei 2’ der Punkt unendlich der Rand-Mannigfaltigkeit (symbolisiert
durch oo). Fiir diesen speziellen Fall, darf K (Z,E,E/ ) nicht von ¢ abhingen. Anschaulich
gesprochen liegt es daran, dass jeder Punkt gleich weit von 2/ = oo entfernt ist. Damit
darf sich K (z,g, oo) unter Translationen im Unterraum konstanter z nicht &ndern. Das
bedeutet, dass K nicht von 5 abhéngen darf. man sucht also eine Losung der gewohnlichen
Differentialgleichung

0=20.2"PO K, (2). (D.6)

In den verwendeten Koordinaten ist 0° = G404 = G0, = 229,. Dabei ist d = D — 1.
Also wird (D.6) zu
0=0.2""10,K,(2). (D.7)

Das lésst sich nun problemlos integrieren:

2P, K (2) = Cy, (D.8)
0.Koo(2) = C12P72, (D.9)
Koo<z> = %ZDl -+ 02. (DlO)

Da K. (0) eine Deltadistribution sein soll, die im Unendlichen ihren singuldren Punkt
hat, muss K. (0) bei allen endlichen 5 Null sein. Also gilt Cy = 0. Setze auflerdem
C :=C/(D —1). Damit hat man K. (0) bestimmt zu

Koo(z) = CzP71 (D.11)
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Nun wendet man Symmetrietransformationen des AdS auf das Ergebnis an. Wie man durch

Nachrechnen iiberpriifen kann, ist

z
z2+5’

ml

2 s

=, D.12
o (D.12)

eine Symmetrietransformation. K (z, &, 00) = Ko (z) wird unter dieser Transformation zu

D-1
- z
K(z,¢,0 :C( 4> . D.13
#E0=0( 505 (D.13)
Auf dieses Ergebnis kann man noch eine Translation um den Vektor 2/ anwenden. Das ist
erlaubt, da Translationen ebenfalls Symmetrietransformationen sind. Als Ergebnis erhalt

man den gewiinschten Propagator K:

D—1
- 5 z
2+ (-8
Mittels
D-1
/dD—lg(J (ﬁ) L1 (D.15)
J 24 (-9
kann man die Integrationskonstante C bestimmen. Substituiere dazu y* = % und

erhalte damit zdy* = d&*. Also:

D-1
_ _ z
1 = C/dD 1yZD ! <m> (D16)

Qd
1 D—-1
Qd
Oo 1
D-2
= CQ/O dlylly| DI (D.18)

In der letzten Zeile wurde das Integral d”~!y in Kugelkoordinaten umgeschrieben. €2 ist
der volle Raumwinkel (in einem (D — 1)-dimensionalen Raum). Nach dem Auswerten des

Integrals erhélt man:

(D.19)
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Dabei ist die I'-Funktion, definiert durch
I(z) = / e 2" L. (D.20)
0

2 kann man ebenfalls durch I" ausdriicken,

(D-1)/2
Q- T T (D.21)
I'(3(D—-1))
und erhalt schlielich fiir C:
2P721(1D)
C=——-%—. (D.22)
\/7_1-
¢ ist damit folgendes Funktional von ¢q:
D—1
= C/dD—l S — ) D.23
oo : ( o) v (D.23)
Qd
Die AdS-Wirkung (D.2) kann mit Hilfe partieller Integration umgeformt werden:
1 D A
Sl = 5 [ dPeya0s0)0"9) (D.24)
1 1
= 5 [ @souvaete) - 5 [ dwova(viore) (D.25)

Der zweite Term verschwindet wegen der Bewegungsgleichung (D.3). Auf den verbleibenden

Term wird der allgemeine Satz von Stokes angewendet:

St = 5 [ aPsouv3o0te) = ; [ aPay/Iglovo, (D.26)

PD Qd

Hierbei wurde verwendet, dass das Oberflachenelement in z-Richtung zeigt. Das kann man
daran erkennen, dass sich der Rand in diesen Koordinaten bei z = 0 befindet. Die infinites-
imalen Vektoren dy” = (0,d¢*) sind damit parallel zum Rand (denn sie verbinden zwei
infinitesimal benachbarte Randpunkte). Da das Oberflichenelement orthogonal auf dem
Rand steht, muss es parallel zu einem infinitesimalen Vektor dz4 = (dz, d¢*) sein, der zu

dy? orthogonal ist. Orthogonal bedeutet, dass

G apdz?dy® dz -0+ d€dC
0 = cos(f) = = —
\Gorda®dat\[GrudyFy /(a2 + dé2)(dc?)

(D.27)
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ist. Die Normierung ist nétig, da in der Metrik ein divergierender Faktor Z% auftritt, weswe-

gen die Forderung, dass das Skalarprodukt orthogonaler Vektoren verschwindet bei z = 0

keinen Sinn ergibt. Sauberer, aber umsténdlicher ist die Transformation in Koordinaten,
die auf dem Rand reguldr sind. Damit (D.27) Null werden kann, muss der Term dfdf fiir
alle df verschwinden. Es muss also dg = 0 gelten. Damit ist das Oberflichenelement par-
allel zu dem Vektor (dz) = (dz,0). Dies wurde in (D.26) verwendet. 9*¢ kann man unter
Beriicksichtigung der in diesen Koordinaten giiltigen Beziehung 0% = 220, durch Ableiten
von (D.23) berechnen:

Fo =

D-1
ZZ@ZC/dlel (ﬁ) $o(&) (D.28)

Qd

b-2 2 Y. .
220(D — 1)/d§/D_1 (ﬁ) : +££ §)2¢0( "y (D.29)

Qd

D N 1D—1 1 ’ 2 AV 7
Lo -1 [ i (—ZQHH §)> (=22 + (€= €))u(@). (D.30)

g &=
Q

Damit kann die Wirkung (D.26) als Funktional der Randbedingungen geschrieben werden
(Beachte: in diesen Koordinaten ist /|g| = 27):

S[ol

3 [ eV lgloo.o (D.31)

D—-1

1 _ 1 1D— z oy
5 [ s [ ae (W) 60(8)

2 FIn2

DO D—1 d nD—1 —* +£€ __)5 ) - D.32

<O >Q[ e e e (D.32)
D—1
02(D —1) D—1 /D—1 Z -
b=y Q[d s@[clf (—Z2+ - 5,)2) NG
nD—1 _’22 + (g_ 5_7/)2 7

X /df =N (g_ 5/)2)1)%(5 ). (D.33)

Qd

Nun kann man die AdS/CFT-Korrespondenz anwenden und die Zweipunkt-Korrelations-
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funktion fiir @ berechnen:

O ep(=sleo))| (D.34)

OWIOWN = = S o) b0=0

Da z und y Punkte auf dem Rand sind, muss man (D.33) bei z = 0 auswerten. Dabei wird
(D.33) zu

oo = SO [ate [ e o) gl (039)
Q4 Q4

Damit kann man (D.34) auswerten und erhalt (2.2.31).



E Umstellen der hydrodynamischen

Gleichungen

Ziel dieses Anhangs ist es zu zeigen, wie (3.2.1) und (3.2.2) in die charakteristische Form
(3.2.4) uberfithrt werden kénnen: Ausgehend von (3.2.1) und (3.2.2) bildet man durch
Linearkombination die neuen Gleichungen ¢, - (3.2.1) £ (3.2.2):

0= (0p + 00,)(cs¢ £ y) £ cs(00p + 0p)(csp L y). (E.1)
Nun substituiert man a4 := %(csgb + y) und sortiert nach den beiden Ableitungen:
0= (1 + Cs@)agai + (13 + cs)(?nai. (EQ)

Weiter dividiert man durch den Faktor vor der #-Ableitung und wendet das Additionsthe-

orem fiir tanh an (0 = tanh(y — 7n)):
0 = Opay + tanh(y — n £ y,)0,a+, (E.3)

wobei ys := Artanh(cs) ist. Damit hat man (3.2.1) und (3.2.2) in die charakteristische
Form (3.2.4) iiberfiihrt.
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E Umstellen der hydrodynamischen Gleichungen




F Losung des Riemann-Problems in

Milne-Koordinaten

In diesem Anhang soll gezeigt werden, wie man das Riemann-Problem in Milne-Koordinaten
mit Hilfe der Methode der Charakteristiken 16sen kann.

Problemstellung
Gesucht ist die Antwort auf die Frage, wie die Dynamik eines eindimensionalen idealen
Fluids aussieht, dass auf dem Hyperboloid 7 = 7y eine ©-férmige Energiedichte-Verteilung

hat und sich in Ruhe befindet. Die Anfangsbedingungen sind also die folgenden:

e(r=1)=aOm), yT="1)=10(-n). (F.1)

Dabei ist © die Heaviside-Funktion und ¢y und g, sind beliebige positive reelle Zahlen. 7
ist definiert durch 7 = v/t2 — 22. Die Kurven mit konstantem 7 stellen damit die Kurven
konstanter Eigenzeit fiir Teilchen dar, die sich gleichférmig vom Ursprung des Koordinaten-
systems entfernen. Diese Anfangsbedingungen sind damit wesentlich realistischer als die,
die im “konventionellen” Riemann-Problem verwendet werden. Bei diesem ist die Energie-
dichte und Geschwindigkeit auf einer Achse konstanter Laborzeit ¢ vorgegeben [40]. Statt
der Variable 7 wird im Folgenden 6 = ln(%) verwendet.

Losung

Die zweite Bedingung in (F.1) setzt die Geschwindigkeit bei positiven 7-Werten auf einen
beliebigen Wert. Das ist moglich und beeinflusst die Physik nicht, da sich dort keine Materie

befindet. Die Anfangsbedingungen fiir die Funktionen a4 sind also:

as(r=m) = ;5 W(O(-n)=uO0m) (F:2)
= 1 08w £ we() (F3)
) (1is621 (O):i:y0>. (F.4)
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Wiihlt man yo := —1£25 In(0), so erhilt man a; = 0, d.h.
=0
= (F.5)
a_=—0(n)oco.

Diese “Herleitung” ist natiirlich mathematisch heikel, da dabei Terme der Form 0- oo
auftreten, die nicht wohldefiniert sind. Was aber méglich ist, ist die Heaviside- Funktion
durch eine Funktion zu approximieren, die bei negativen Argumenten nicht Null, sondern
lediglich klein gegen 1 ist. Dann lassen sich alle Umformungen durchfithren und yy kann
ein Wert zugeordnet werden, sodass fiir alle n a, = 0 gilt. Statt diesem eher konstruktiven
Zugang, kann man auch einfach bei den Anfangsbedingungen (F.5) starten und feststellen,
dass diese Bedingungen an a. dquivalent zu den gewiinschten Anfangsbedingungen (F.1)
fiir € und y sind. Der Ausdruck fiir a_ in (F.5) soll bedeuten, dass a_ fiir negative n
verschwindet und fiir positive  unendlich wird. Die ©-Funktion ist somit lediglich eine
Kurzschreibweise fiir eine Fallunterscheidung. Mit a4 (n,7 = 79) = 0 lésst sich die +-
Gleichung in (3.2.4) l6sen und man erhélt a; = 0 ¥(n, 7). Es muss dann lediglich noch die

—-Gleichung gelost werden. Diese nimmt folgende Gestalt an:

0 = dpay + tanh(—a_ —n — y,)0,a. (F.6)
Zur Losung definiert man b := —a_ — ys und erhalt
0 = Ogb — tanh(b — n)0,b, (F.7)

was man mit der Methode der Charakteristiken 16sen kann. Das dquivalente System ge-

wohnlicher Differentialgleichungen (vgl. 3.2.1) ist das folgende:

a6,
o= L (F.8)
ome
o tanh(b — n.), (F.9)
ob(0c,ne)
—=e = o, (F.10)

Gleichung (F.10) besagt, dass sich b entlang einer Charakteristik nicht &ndert. Damit ist b
fiir (F.9) eine Konstante (= by(19) = b(6. = 0,1)). Wegen (F.8) kann der Kurvenparameter

r auch durch 6, ersetzt werden. Die verbleibende Gleichung (F.9) kann gelost werden, indem
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man umschreibt:

e sinh(bo(n0) — 1)

00, - cosh(bo(no) — ne)’ (F.11)
cosh(bu(i) — )5 = sinbo(m) — 1), (F.12)
Osinhlbolno) = 1) _ _ b bo(mo) = 1), (F.13)

00,

Das hat die Struktur f = —f mit der Losung f = Ce %, wobei f = sinh(bo(no) — 7).
Damit gilt:

Ne = bo(no) — Arsinh(f), (F.14)
Ne = bo(no) — Arsinh(Ce™%). (F.15)

Die Konstante C' kann durch die Forderung n.(6. = 0) = no fixiert werden; am besten

dadurch, dass man umstellt
sinh(bo(10) — 1) = Ce ™% (F.16)
und diese Gleichung bei 6. = 0 betrachtet. Man liest ab
C' = sinh(bo(10) — 10) (F.17)
und erhélt als Gleichung fiir die Charakteristikenschar:

Te = bo(170) — Arsinh(sinh(bo(no) . no)efﬁc). (F.18)

Der Scharparameter by(n9) € R indiziert dabei die einzelnen Kurven dieser Schar. Sei

0 < § < 1. Dann kann man folgende drei Bereiche der Kurve # = 0 getrennt untersuchen:
l.n< =90
2.n>9
3. —0<n<d

Fall 1

Auf Charakteristiken, die durch diesen Bereich der Kurve # = 0 verlaufen, hat b den Wert
—ys. Durch Analyse von (F.18) mit by(1y) < 0 stellt man fest, dass diese Charakteristiken
nur das Gebiet (0,7 < —y, — Arsinh(sinh(—y, + §)e~%)) iiberdecken. Damit gilt iiberall in
diesem Gebiet b = —y;.
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Fall 2

Auf Charakteristiken, die durch diesen Bereich der Kurve # = 0 verlaufen, hat b den Wert
00. Statt iiber die explizite Form der Losungsgleichung fiir die Charakteristiken zu gehen,
ist es giinstiger, einen Schritt zuriickzugehen und (F.9) zu betrachten. Da b = oo, erfiillen
die Charakteristiken die Gleichung

dn.
=1. F.19
0. (F.19)

Es sind also Geraden mit Anstieg eins. Da 79 > d sein soll, kénnen durch diese Charakte-
ristiken nur Punkte im Gebiet (0,1 > 0 + 6) erreicht werden. In diesen Punkten hat b den
Wert oco.

Fall 3
Um die Losungsfunktion in dem restlichen Gebiet definieren zu kénnen, wird zunéchst fiir
b statt eines sprunghaften Ubergangs von —y, nach oo betrachtet ein stetiger betrach-

tet. bo(no) sei also im Bereich [—6, 4] eine stetige Funktion, die auf das Intervall [—y;, 0o]

abbildet, also z.B.
1 1
b = = —+ — — Ys. F.20
o(mo) = f(no) w5 a5 Y (F.20)

Die zugehérige Charakteristik lédsst sich dann wie folgt berechnen:

Ne = f(no) — Arsinh (sinh (f(no) —mo) e’ec) ) (F.21)

Da —) <y <0 und § < 1, gilt an den meisten Stellen f(ny) > 1. Im Grenziibergang
d — 0 gilt dies sogar iiberall, auler an den Nullstellen von f(1o). Im Argument des sinh ldsst
sich dann 7y vernachléssigen und man kann by := f(n9) € [—ys, 0] als reellen Parameter

betrachten. Die Charakteristikenschar, die bei 7y = 0 startet, erfiillt damit:
1. = by — Arsinh(sinh(bg)e%). (F.22)

An den Nullstellen von f(ng) lasst sich 7o nicht vernachléssigen. Allerdings kann man die
Charakteristikengleichung aber sehr einfach hinschreiben, indem man in (F.21) f(ny) =0
und 79 = 0 ! setzt. Sei @ fest und 7 zwischen (—y, — Arsinh(sinh(—y,)e~?)) und 6. Dann
verlauft durch den Punkt (0, 7) eine der Charakteristiken (F.22):

1 = by — Arsinh(sinh(bg)e™?). (F.23)

Das geht, da |no| < § — 0 ist.
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Diesen Ausdruck stellt man um:

sinh(by — 1) = sinh(by)e™?, (F.24)

wendet das Additionstheorem sinh(by —n) = sinh(by) cosh(n) —sinh(n) cosh(bg) an und 16st

nach by auf:
sinh(n) )

— Artanh [ ———\
by = Artan (cosh(n)—e‘e

(F.25)

Diesen Wert nimmt b auf dieser Charakteristik bei # = 0 an. Da er sich entlang einer
Charakteristik nicht dndert (vgl. (F.10)), ist das auch der Wert, den b an der Stelle (6,7)

hat. Damit ist b im gesamten Parameterbereich bekannt:

—Ys fir n € I,
b(8,n) =< Artanh <%) fir n € Iy, (F.26)
00 fiir n € Is.
Hierbei sind:
L (00, —ys — Arsinh (sinh (—y,) e™")] (F.27)
I, (—ys — Arsinh (sinh (—y,) ™) , 6], (F.28)
I (0,00). (F.29)
Damit ergibt sich fiir die Energiedichte und das Geschwindigkeitsfeld:
( €0 fir n € 14,
e0,n) = €0 exp {—% (Artanh (%) + y5>} firne I, (F.30)
w fiir n € I3.
(0 fiir n € I,
o) = q TESEiees firg € b (F:31)
! fir n € Is.

(F.30) und (F.31) stellen somit die analytischen Losungen des Riemannproblems in Milne-

Koordinaten dar.
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G Losung der Einstein-Gleichungen in

Feffermann-Graham-Koordinaten

G.1 Herleitung der Gleichungen fiir die Submetrik

Ziel dieses Abschnittes ist es, die Differentialgleichungen aufzustellen, die die Submetrik
g, erfiillen muss, damit fiir die vollstdndige Metrik eines aADS die Einstein-Gleichungen
(2.2.8) gelten. In Feffermann-Graham Koordinaten gilt (vgl: (4.1.5)):

(Gap) = (%g,w ? ) : (G.1)

bzw. fiir die inverse Metrik

Ay [ T9" 0
(7 8). o

Daraus lassen sich einige, im Folgenden héufig verwendete, Ausdriicke ablesen:

GHv = rgv,

G = G _

Gl = 4r?

g“:p = Gapp = Gaap = gg‘“”p’ (G3)
pd,p 11.p p

Guvd = — 9w+ 9w

Guaa= Gaud = 0,

Gad,a = —55.

Aufler der Metrik kommt in den Einstein-Gleichungen noch der Ricci-Tensor vor. Dieser
lasst sich berechnen durch (B.20):

Rap = 0sT5 4 — 98154 + Tipl iy — Tplip. (G.4)
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Dabei wird iiber die Indizes E und F von 0 bis d summiert. Diese Summation zerlegt man

in eine Summation von 0 bis (d — 1) (griechische Indizes) und den iibrigen Summanden:

Rap = 0aT%,+ 00, — 0pT%, — OpT8, + 19,00 s + T9T 4 (G.5)
+T% 0% + Taal s — F%Bria - Fcll?ﬁrid — T30 % — Tl % (G.6)

Fiir die (uv)-Komponenten gilt damit:

_ @ d o d a 78 d mp
R“y — aaryﬂ + adryu - a,,rau - ayrd# + FQBFW, + Fdﬁruu (G?)
+T0, 0, + T, — 0,00 —Te, 00, —Tord, —rdrd,. (G.8)

Die Ausdriicke auf der rechten Seite lassen sich alle aus der Submetrik konstruieren. Das

geschieht, indem man zunéchst die Definition der Christoffelsymbole betrachtet:

1
T5e = éGAE(GBE,C +Gopp — Gpor) (G.9)
1 1
= §GAH(GBH,C +Gewp — Gpox) + §GAd(GBd,C + Geap — Gpea)- (G.10)

Nun betrachtet man der Reihe nach alle Christoffelsymbole (bzw. deren Ableitung), die in
(G.8) auftauchen und tiberfiihrt sie mit Hilfe der Gleichungen (G.3) in Ausdriicke, die sich

aus der Submetrik g, konstruieren lassen:

1 1
Fgﬂ = §GO‘H(GQR,6 + Gﬁﬁ’a — Gaﬁ,n) + §Gad(Gad,6 + Gﬁd,a — Gaﬁ,d) (Gll)
G3) 1 1 1 1
= —rg*" (= ak —YBr,a — “YaB,k G.12
579" (= Garg + ~Gora = ~Gasx) (G.12)
=1 Yas- (G.13)

Hierbei sind 754 die Christoffelsymbole, die aus der Submetrik (anstatt der vollen Metrik
G ap) gebildet werden. Einige der Christoffelsymbole verschwinden in Feffermann-Graham-

Koordinaten, z.B.:

1 1
Fgﬁ = §Gdﬁ(Gdnﬁ + Gﬁn,d — Gdﬂ,,{) + éGdd(Gddﬁ + Gﬁd,d — Gdﬁ,d) <G14)

=) (G.15)
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Die iibrigen Christoffelsymbole kann man durch die Radialkoordinate r und die Submetrik

ausdriicken:
a 1 ak 1 ad
Fad = §G (Gan,d + Gdn,a - Gad,n) + §G (Gad,d + Gdd,a - Gad,d) (G16)
@3 1 1 1 D—-1 1

= —rg®i(—— _ —_ _ 7 1

27“9 ( 7’2 Gak + 7ngom,d) o + 29 Gak,d (G 7)
D-1 1

- ~Tr[(g~YHd]. 18
5 T 5Trlle™)g] (G.18)

9,9, g" bedeuten hier, wie auch in der folgenden Herleitung, diejenigen Matrizen, deren

ist die zu g inverse Matrix. Diese Schreibweise

Komponenten g,.,, guv.d b2W. g,u.4.4 sind. g~
soll verdeutlichen, dass zu diesem Zeitpunkt noch eine freie Koordinatenwahl der ersten d
Koordinaten moglich ist (anders gesprochen: Die Gleichungen sind invariant unter Koor-
dinatentransformationen, die lediglich die ersten d Koordinaten mischen). Damit sind es
Tensorgleichungen in jedem Subraum des aAdS, in dem r =konst gehalten wird. Analog
bekommt man durch Anwenden von (G.10) und (G.3) die restlichen in (G.8) auftretenden

Ausdriicke:

I, = 20w — 2rGu.a, (G.19)
1
Tia = — (G.20)
= —i1+1(g—1)g’ (G.21)
pd 2r- 2 ’
OalD, = Oavips (G.22)
s, = —2rg’, (G.23)
a,rq, = 0 (G.24)

Diese Ausdriicke werden in (G.8) eingesetzt und zusammengefasst:
. D -1 _ _
Ry, = Ric(g) = 2rg" ———g+ (D =3)¢'+ (9 = rg)Trl(g")g] + 2rg (g7 ") (G.25)
Dies wird in die Einstein-Gleichungen
OZRAB+<D— 1)GAB- (GQG)

eingesetzt (vgl (2.2.8)). Die (ur)-Gleichungen nehmen dann die in (4.1.10) gegebene Form
an: Ganz analog geht man bei den (dd)- und (ud)-Gleichungen vor und erhélt schliefllich
(4.1.11) und (4.1.12). Das sind die gesuchten PDEs fiir die Submetrik g, .
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G.2 Aufstellen eines algebraischen Gleichungssystems zur

Losung der PDEs

Das Gleichungssystem (4.1.10) - (4.1.12) soll nun gelost werden. Eine Methode dafiir ist

die folgende:

1. Schreibe g und ¢! als Taylor-Reihe um r = 0 (also auf dem Rand) auf g = >~ gg)r*

gt =3 g"rt

2. Damit sind auch die Entwicklungen fiir ¢ und ¢” gegeben: ¢ = > (k + 1)gps1)r”

bzw. ¢" =3 (kK + 1)(k 4+ 2) g+ rk

3. Das setzt man in die PDEs (4.1.10)-(4.1.12) fiir die Submetrik ein.

4. Die so erhaltenen Gleichungen miissen in allen Ordnungen gelten. Man bekommt

damit ein System aus unendlich vielen algebraischen Gleichungen, die die Entwick-

lungskoeffizienten der Submetrik erfiillen miissen. Die héheren Entwicklungsterme

werden dabei von den niedrigeren bestimmt.

5. Ausgehend von den Randbedingungen konstruiert man die Losung bis zu einer be-

liebig hohen Ordnung.

Dass man das Gleichungssystem Schritt fiir Schritt 16sen kann, indem man bei einer niedri-

gen Ordnung anfingt und sich sukzessive zu hoheren Ordnungen hoch arbeitet, wie im

Punkt 4 behauptet wird, soll nun gezeigt werden. Zunéchst bietet es sich an, jeden Sum-

manden in (4.1.10)-(4.1.12) getrennt zu behandeln. Wihle beispielsweise

2rg' (g 1)y = 2r Z(/{: + 1) g™ Zg ! Z m 4+ 1)gm+1)r™
k=0 =0 m=0
00 00 l
= 2r ) (k+1)gm+) " Z r! Z g™ (m + 1) g(m+1)
k=0 =0  m=0
0o k l
= 2y Z D (k=14 Dggng" ™™ (m + Dgominy
k=0  1=0 m=0
o) p—1
- Z r’ Z 2(p (m+1)gg- )g(l_m)g(m-i-l)
p=1 =0 m=0
fe’e) p—1 1
- Z r? 2(p B l)(m + 1>g(p—l)g(l_m)g(m+1)<1 - 5?)-

(G.27)

(G.28)

(G.29)

(G.30)

(G.31)
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In den ersten beiden Schritten wurde die Cauchy’sche Produktreihe verwendet

(Z (Ik) (Z bl> = Z Z CLk_lbl = Z Ci. (G32)

k=0 1=0

Ck

Analog kann man auch die restlichen Terme umschreiben:

_2rgll

—rg'Tr((g™ "))

(D—-3)d'

Tr((g~)g"]

—%TT((gl)g’(gl)g’)

DY > (=D = Dm+ DgenTrlg" ™ gamr),

p=0
0 P l
S S gpen(m 4+ DTr(g" ™ g,
p=0 =0 m=0
00 P
D 0.y (07T a9y
p=0 m=0
00 P
_ Z Tpay <g(p—m))an,ya#%(g(m))
p=0 m=0
%) p p—l 1
Y 0T e (96m) (97 P Y (90)
p=0 =0 m=0 k=0
) p p—l 1
- er (g(p : m))aﬁryuﬁzn(g(m)xg(l k))BA'Yua:A(g(k))v
p=0 =0 m=0 k=0
o0 p
S0 S Trg ) (m 4 1) (m 4 2) g
p=0 m=0
1 o p p-l l
—527‘1’ d lp—l-m+1)(1—-h+1)
p=0 =0 m=0 h=0
xTr g(Qm)g(2p—2l—2m+2)g(2h)g(2l—2h+2)] .

Im Ausdruck fiir den Ricci-Tensor stehen Terme der Art v,,..(g(x))- Das sind die Christof-

felsymbole erster Art, die man statt aus der Metrik aus g« konstruiert. Wenn man die

gewonnenen Ausdriicke in (4.1.10) einsetzt und benutzt, dass die Gleichungen in jeder Ord-

nung von r gelten, bekommt man fiir jedes p das Gleichungssystem (4.1.13). Tut man das
auch fiir die Gleichung (4.1.12), so erhélt man als weitere Gleichung (4.1.14). In (4.1.13)
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und (4.1.14) sieht es so aus, als ob g und ¢ unabhingige Objekte sind. Das ist aber
nicht der Fall; vielmehr zeigt es sich, dass bei Kenntnis von ¢ bis zur Ordnung k auch ¢!

bis zu dieser Ordnung bestimmt ist. Es gilt:

L= g9 (G.33)
= D _gwr gV (G.34)
k=0 =0
o0 k
= 2" gu-ng" (G.35)
k=0 =0
00 k—1
= > (909" + 90)9™) - (G.36)
k=0 =0

(G.36) muss in allen Ordnungen von r gelten, da ansonsten (G.33) nicht erfiillt ist. In
nullter Ordnung gilt:
1= 909" (G.37)

In (k > 0)-ter Ordnung kann man (G.36) umstellen

T
L

9" ==> (9”90-nd' D) (G.38)
l

Il
=)

Damit hat man ¢ auf ¢/<* und G(m<k) zuriickgefiihrt. (G.38) kann man iterativ immer
wieder in sich einsetzen und ¢*) zunichst auf ¢(® und G(m<k) zuriickfithren. Wegen (G.37)
kann man ¢*) sogar nur durch die Koeffizienten von ¢, die hochstens von gleicher Ordnung

sind, ausdriicken. Bis zur dritten Ordnung ergibt sich:

99 = (90)7", (G-39)
gV = —g0gug©, (G.40)
9? = 499109919 — ¢V g 99, (G.41)
O _g(o)g(l)g(o)g(l)g(o)g(l)g(o)+g(0)g(1)9(0)9(2)9(0)+9(0)9(2)9(0)9(1)9(0)

— 99 g9, (G.42)

Damit tauchen in (4.1.13) und (4.1.14) nur noch Koeffizienten von ¢ (und nicht mehr
von g~1) auf. Betrachtet man (4.1.13), so fillt auf, dass der hiochste Koeffizient in genau
zwei Summanden auftritt: Zum einen ganz offensichtlich in der ersten Zeile und zum an-
deren in der fiinften Zeile (in der Spur), bei dem Summand mit (b,m) = (p,0). Die
Spur, die ¢ g(,+1) haben muss, wird durch die Gleichung (4.1.14) festgelegt. Bei dem
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Berticksichtigen der Spur gibt es allerdings noch eine technische Schwierigkeit: Wenn man
nimlich in der fiinften Zeile fiir Tr[g® Jip+1)] den Wert einsetzt, den man mit (4.1.14)
bestimmt hat, so stellt man fest, dass die Spur von g,4;) im allgemeinen nicht damit
iibereinstimmt. Die Ursache dafiir liegt darin begriindet, dass von den (uv)-Gleichungen,
die nicht symmetrie-dquivalent sind, nicht alle unabhéngig voneinander sind. Deshalb wird
das iterative Losen einen reellen Parameter unbestimmt lassen, ndmlich T7[g©gg,1)].
Wenn man dort den Wert aus der (dd)-Gleichung einsetzt, hat man die Gleichung (4.1.14)
noch nicht beriicksichtigt. Man muss vielmehr in (4.1.13) die Spur Tr[g(®) 9p+1)) als Pa-
rameter a betrachten. Das Auswerten von (4.1.13) liefert dann den Koeffizienten g1y,
der bis auf diesen Parameter vollstéindig bestimmt ist: g(,+1y(a). Der Wert fiir a wird so
gewdhlt, dass (4.1.14) erfiillt ist. Dann ist der (p + 1)-te Taylor-Koeffizient der Submetrik

vollstdndig bestimmt.

G.3 Iterative Losung

Wertet man (4.1.13) auf dem Rand (d.h. bei r = 0) aus so erhélt man:

0 = Ric(gw) + (D —3)ga) + Trlg®gm)]90), (G.43)
0 = RS(g0) + (D =3)Trlg”gm)] + (D —1)Tr[gVga)] (G.44)
— RS(g)+2(D - 2Trlg 0] (G.45)

Im ersten Schritt wurde die Spur bzgl. der Randmetrik g gebildet. Mit (G.45) kann der
Spurausdruck in (G.43) ersetzt werden und man bekommt eine Gleichung, die g(;) mit

Kriimmungsgréfen verkniipft, die aus g(o) gebildet werden:

1 RS(9(0)) ) ‘

Iy =p_3 (_RiC(Q(O)) + mg(m (G.46)

Insbesondere verschwindet g(;) immer dann, wenn der Rand ein Minkowski-Raum ist —
unabhéngig davon, mit welchen Koordinaten man diesen beschreibt. Doch nicht nur g
bekommt in diesem Fall eine einfache Struktur; auch der Energie-Impuls-Tensor sieht sehr

viel einfacher aus. Aus (4.2.3) wird dann

1
T

v — v 4
W= e IO (G.47)
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Die Bedingungen (4.2.1) und (4.2.2) werden zur Spur bzw. Divergenzfreiheit des Energie-

Impuls-Tensors:

T = 0, (G.48)
v,.T" = 0. (G.49)

Betrachtet man auf dem Rand ein Medium, das man hydrodynamisch beschreiben kann,
und fordert Bjorken-Symmetrie, so ist das Geschwindigkeitsfeld dieses Mediums bereits
vollstandig bestimmt [31]. Die Gleichungen (G.48) und (G.49) bestimmen den Energie-
Impuls-Tensor dann beinahe vollstdndig. Man kann diesen dann mit nur einer Funk-
tion vollstédndig charakterisieren. In Milne-Koordinaten hat der Energie-Impuls-Tensor die
Gestalt (4.3.4). Diese erhilt man durch die Feststellung, dass in Milne-Koordinaten, das
Flussmuster die besonders einfache Struktur u* = (1,0,0,0)7 besitzt. Mit den konstitu-
tiven Gleichungen (2.3.4) berechnet man das Aussehen des Energie-Impuls-Tensors fiir
ein ideales Fluid und erhdlt (2.3.4). Dann fordert man (G.48) und (G.49) und bekommt
(4.3.4). Die Milne-Metrik hat die folgende Gestalt: gy = diag(—1,72,1,1). Damit und
mit (4.3.4) bestimmt man beliebig hohe Ordnungen der vollstindigen aAdS-Metrik mit-
tels des oben geschilderten Verfahrens. In den ersten Ordnungen bekommt man als Losung
(4.3.5)-(4.3.7): Bis zur Ordnung z® kann man das fiir ggo mit dem Ergebnis in der Lit-
eratur [12] vergleichen. Dafiir muss man aber die Komponenten goy der Metrik in eine
Taylor-Reihe fiir die dort gewéhlte Parametrisierung der Metrik umrechnen (goo = €%(z, 7)
mit a(z,7) = —1 + a@yz* + a@)z® + ...). Man kann sich auch vergewissern, dass die fiir
die Konstruktion nicht verwendeten Gleichungen (4.1.11) bis zur Entwicklungsordnung der

Metrik immer identisch erfiillt sind.



H Kriummungsskalare

Wichtige Eigenschaften der konformen Feldtheorie findet man, indem man fiir die duale
Metrik fordert, dass deren Kriimmung nicht divergieren soll. Da scheinbare Singularitéiten
der Metrik auch durch die Koordinatenwahl verursacht werden, ist es notig Gréflen zu
finden, die unabhéngig vom Koordinatensystem die Kriimmung des Raumes beschreiben.
In der Sprache der ART bedeutet dies, dass diese Groflen Skalare sein sollen. Zweck dieses
Anhangs ist es, diejenigen Skalare zu finden, an denen man eine divergierende Kriimmung
erkennen kann. Dafiir werden solche Skalare betrachtet, die sich nur aus dem Kriimmungs-
tensor und der Metrik bilden lassen. Zunéchst werden fiir die Analyse wichtige Gleichung-
en angegeben und danach werden die Skalare bestimmt, die den Kriimmungstensor in
nullter, erster und zweiter Ordnung enthalten. Im Zusammenhang mit der AdS/CFT-
Korrespondenz werden Einsteingleichungen der Form (2.2.6) betrachtet. Der Ricci-Skalar
R lésst sich mit (2.2.7) berechnen. Da die kosmologische Konstante A endlich ist, muss
auch R eine endliche Konstante sein. Der Ricci-Tensor ist in einem AdS bzw. aAdS ein
Vielfaches der Metrik (vgl. (2.2.8)). Fiir die Uberlegungen in diesem Anhang ist es aufer-
dem wichtig festzustellen, dass der Proportionalitéitsfaktor zwischen dem Ricci-Tensor und

der Metrik eine endliche Konstante ist:
R, = kG, (H.1)

Auflerdem wird noch benétigt, dass die Kontraktion bzgl. des ersten und zweiten Index-

paares wegen deren Asymmetrie ! verschwindet:
G Ropys = G Ropys = 0. (H.2)

Fiir ein iibersichtlicheres Bild wird folgende Schreibweise fiir eine Kontraktion mit der
Metrik benutzt:
GHATaﬁ Ko dew —- Ta...n...)\...w- (HS)

1Vgl. Abschnitt B.2.4.
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Nullte Ordnung

In nullter Ordnung im Kriimmungstensor gibt es nur einen Skalar, ndmlich
G =G"G,, =D. (H.4)

Dieser ist endlich und damit nicht divergent.

Erste Ordnung

In erster Ordnung im Kriimmungstensor kann es auch noch keine divergenten Kriimmungsenskalare
geben. Um das zu sehen, berechnet man zunéchst nur eine Kontraktion des Kriimmungs-
tensors. Man erhélt

L2, (IL5)

Ruupa = R;u/pa
— —

Die nicht verschwindenden Kontraktionen ergeben (bis auf ein eventuelles Vorzeichen) den
Ricci-Tensor

Y kG, (H.6)

RPWV = _Rpl/;w = _prv = Rupw = RW
| B— | S — | B—

Das letzte Gleichheitszeichen gibt eine niitzliche Reduktionsformel fiir die Suche nach di-
vergenten Kriimmungsskalaren: Wenn bei einem Ausdruck, der n-ten Ordnung im Kriim-
mungstensor eine dieser Kontraktionen auftritt, dann weifl man sofort, dass sich dieser
Ausdruck bis auf einen endlichen Faktor nicht von dem unterscheidet, bei dem der so kon-
trahierte Kritmmungstensor durch eine Metrik ersetzt wird. Dieser Ausdruck ist allerdings
von (n—1)-ter Ordnung im Kriimmungstensor. Da hier systematisch von kleinen zu grofien
Ordnungen gegangen werden soll, bedeutet das, dass sich jener Ausdruck n-ter Ordnung
nur bis auf einen endlichen Faktor von einem bereits gefundenen Ausdruck unterscheidet.

Zur Verdeutlichung betrachte man:

Ra,@’yéRenAwRuupU' (H?)

| [ Ty T— | |

Der mittlere Kriimmungstensor enthélt eine der Kontraktionen in (H.6), kann also durch

k mal die Metrik ersetzt werden:

kRaﬁ'y6GewRquo- <H8)
—_

Wenn man beachtet, dass die Klammern eine Multiplikation mit der inversen Metrik G*”

bedeuten, kann man den Ausdruck noch weiter vereinfachen zu

kRaBPySR;wpo- (Hg)
=]
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Bis auf einen endlichen Faktor k stimmt also der Ausdruck mit drei Kriitmmungstensoren
mit einem Ausdruck mit zwei Kriimmungstensoren iiberein. Damit kann man diesen Aus-
druck ignorieren, wenn man nach divergenten Skalaren sucht (er divergiert nur dann, wenn
der einfachere Ausdruck auch schon divergiert). Betrachte man nun wieder (H.2) und
(H.1). Um Skalare zu gewinnen, miissen die Tensoren noch einmal kontrahiert werden.
Das ergibt aber Null (bei (H.2)) bzw. £R (bei (2.1.1)) und somit einen endlichen Wert (s.
oben). Damit sind alle moglichen Skalare, die man aus einem einzelnen Kriimmungsten-
sor konstruieren kann, abgehandelt und man hat gefunden, dass keiner davon divergieren

kann.

Zweite Ordnung

Aus der Reduktionsformel (H.1) und dem verschwinden der {ibrigen Kontraktionen wegen
der Antisymmetrie (H.2) folgt, dass alle Ausdriicke, bei denen mindestens ein Kriimmungs-
tensor mindestens einmal mit sich selbst kontrahiert ist, keine neuen divergenten Skalare
liefern konnen. Zu betrachten bleiben also nur die Skalare, bei denen alle Indizes des einen

Kriimmungstensors mit Indizes des anderen kontrahiert wurden, also beispielsweise
Raﬁ'y(SR,qua- (HlO)
=]

Da jedoch der Kriimmungstensor eine Vielzahl an Symmetrien aufweist, gibt es nur zwei
Aquivalenzklassen von Skalaren, wobei sich in jeder Klasse die Skalare nur um ein Vorzei-

chen unterscheiden. Représentanten dieser beiden Klassen sind:

%1 = RaﬁwsR/“,pa = RMVPURMWM, (H.ll)
[ L=

éRQ = Ra/gwsR/wpa = RWWURMWM. (H.12)
| L=

R, ist die sog. Kretschmann-Invariante.

héhere Ordnungen

Die systematische Suche nach Skalaren, welche divergieren kénnen kann weiter fortge-
setzt werden. Auf diese Weise ist es moglich, alle solche Skalare, die sich nur aus dem
Kriimmungstensor und der Metrik bilden lassen zu finden. Da der Kriimmungstensor nur
endlich viele unabhéngige Komponenten hat, wird die Liste der Skalare, die eine Divergenz

anzeigen konnen ebenfalls endlich sein.

Kontraktionen mit dem e-Tensor
Theoretisch kénnte man auch mit dem vollstdndig antisymmetrischen Tensor e Skalare

bilden. Da fiir dies Arbeit aber vor allem fiinfdimensionale Geometrien (also solche mit
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vierdimensionalem Rand) interessant sind, bedeutet das, dass der e-Tensor ein Tensor
fiinfter Stufe ist. Da alle iibrigen Kontraktionen mit Tensoren gerader Stufe gemacht wer-
den, sind mindestens zwei e-Tensoren nétig, um einen Skalar herzustellen. Das ist erst ab

der dritten Ordnung im Kriimmungstensor méoglich.



| lteratives Losungsschema fiir die

relativistische Hydrodynamik

.1 Herleitung des Gleichungssystems

In diesem Anhang soll gezeigt werden, wie man aus (5.1.3) -

(5.1.6) das Gleichungssystem

gewinnt, mit dem man die Gleichungen fiir lokale Energie-Impulserhaltung iterativ 16sen

kann.

Ausgehend von (5.1.3), in das bereits die formalen Taylor-Entwicklungen von 7°° und

dessen Ableitungen eingesetzt wurden, sortiert man die auftretenden Terme nach Potenzen

Vo1 .7)02
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(I.3) muss in jeder Ordnung von x° gelten. Also gilt in der k-ten Ordnung (5.1.8). Hierbei

wurden auch die Christoffelsymbole in eine Taylor-Reihe um 2° = 0 entwickelt:

Lis = Zk' (ks (@ (1.4)

Die Funktionen f** hiingen nur iiber ihr Argument von z° ab. Fiir die Ableitungen nach x°
muss also die Kettenregel angewandt werden. Mit der Formel von Faa di Bruno [41] kann
man die hoheren Ableitungen dieser verketteten Funktion explizit angeben. Da jedoch bei
Funktionen mehrerer Variablen die Notation sehr aufwendig ist und auch das Verstéindnis
nicht fordert, sei hier darauf verzichtet diese anzugeben. Stattdessen werden die ersten

Ableitungen angegeben:

) = ol L T (15)
e HT) = GTNO(?Y{::@TPO _— T(N())T(I)T(p(;
+6 aTa;—% — Tl TH) + 6 sz - Th). (L.7)

(0)

Wie man hieran bereits erahnen kann (und eine Analyse der expliziten Formel von Faa
di Bruno bestitigt), enthélt die k-te Ableitung von f** maximal die k-ten Ableitung von
T, Da die funktionale Abhingigkeit von f** von seinen Argumenten bekannt ist, sobald
man das Medium, dessen Energie-Impuls-Tensor man berechnet, spezifiziert hat, lassen
sich die partiellen Ableitungen von f** nach T°° ausrechnen. Schaut man sich die rechte
Seite von (5.1.8) an, so stellt man fest, dass dort nur die Entwicklungskoeffizienten von 7Y
bis zur Ordnung k stehen. Damit wird der (k + 1)-te Entwicklungskoeffizient vollstandig
durch die niedrigeren Entwicklungskoeffizienten bestimmt. Gibt man Anfangsbedingungen
vor (also 7°%(2” = 0) = T)), so kann man T(}} bestimmen. Sobald man das kennt, kann

man zusétzlich T(a;)) bestimmen, etc. prinzipiell bis zu beliebig hoher Ordnung.
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1.2 f* fur ideale Fluide

Fiir ein ideales Fluid mit der Zustandsgleichung ¢ = 3p, wobei € die Energiedichte und p
der Druck ist, sollen im Folgenden die Funktionen f*” angegeben werden. Dazu betrachtet
man die (u, 0)-Komponenten von (2.3.4) als eigensténdiges Gleichungssystem fiir p und u®.

Unter Zuhilfenahme der Zustandsgleichung bekommt man folgendes Gleichungssystem:

T° = 4p(u’)* - pg”, (L.8)
T = 4pud®, (1.9)
-1 = (u0)2goo+29a0u0u“+u‘lubgab. (1.10)

Die Normierungsbedingung (I.10) muss nach u® umgestellt und in die anderen beiden Glei-
chungen eingesetzt werden. Der lineare Term in (I1.10) sorgt allerdings dafiir, dass man zum
Umstellen des Gleichungssystems nach p und u® allgemeine Gleichungen vierten Grades
l6sen muss. Das macht das explizite Aufschreiben sehr aufwendig (aber nicht unmdoglich).
Da fiir jede Ordnung, in der das iterative Schema angewandt wird, dann ein komplizierter
Ausdruck berechnet und (sehr oft) abgeleitet werden muss, ist es vorteilhaft, an dieser
Stelle schon den Ausdruck zu vereinfachen. O.E.d.A kann man die Metrik in zeitorthogo-
nalen Koordinaten betrachten. Dann sind g,0 = 0 und g% = 1/ggo. Das Gleichungssystem

bekommt dann das Aussehen:

1+ gapucu® 1

T = —4p—2 4 p—, (I.11)
9oo goo
1 " a,b
(T = —16p2(u0)?— I (1.12)
goo

Aus (I.12) kann man das Verhiltnis der Komponenten der Vierergeschwindigkeit bestim-

men:

ul u? u?

T = 7% = T (I.13)
Das setzt man in (I.11) und (I.12) ein und erhélt ein System aus zwei Gleichungen, in dem
nur noch p und u' (und die 7°°) vorkommen. (I.11) stellt man nach p um und setzt das
Ergebnis in die verbleibende Gleichung ein. Diese 16st man durch Substituieren z := u!
und Anwenden der Losungsformel fiir quadratische Gleichungen nach u! auf und benutzt
das Ergebnis um p(7°), u*(T°%), u3(T*°) zu bestimmen. Diese expliziten Ausdriicke setzt

man in die konstitutiven Gleichungen (2.3.4) ein

T% = 3p(T*)u(T")u’(T°) + p(T*°) (g + u(T**)ub(T")) (1.14)
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und erhdlt damit:
Tab — fab(TaO> — fTaOTbO . pgobb7 (115)

mit

goo (—2900T002 —3A+T" \/4(900)2T002 + 3900A)

f = - : (1.16)
(QOOTOO + \/4(900)2T002 + 3900A) A
A = g TOT™, (1.17)
(QOOTOO2 + A) 900
i (1.18)

Goo T + \/4(900)2T002 + 3900 A
Die (u0)-Komponenten von f#* sind sehr viel einfacher:
(T =T+, (I1.19)

Damit sind sdmtliche Ausdriicke, die in der Beschreibung des iterativen Schemas vorkom-
men, definiert und man kann zumindest im Prinzip bei beliebigen analytischen Anfangs-
bedingungen beliebig hohe Ordnungen der Taylor-Entwicklung der Losung berechnen.

Einziger limitierender Faktor ist dabei die Leistungsfahigkeit des Computers.

1.3 Einige ausgewadhlte Losungsentwicklungen

Tabelle I.1: Fiihrende Ordnungen der Losung der relativistischen Hydrodynamik mit
den Anfangsbedingungen €( = 0) = €o, Yiong = 7 und Yrans = 0. Berech-
net wurde die Losung bis zur 70. Ordnung. Aus Platzgriinden werden aber
nur die ersten Ordnungen dargestellt.

Koordinatensystem (6,7, vz, y3)

1 2 _ .2 _ 1 t+z1 _ —
0 =5 In(t* — z7) n=ghn=H Yo = X2 Y3 = T3
Losungsentwicklung
_ g _ 4 802 _ 32093 | 3294 _ 128 95 | 256 96 _ _1024 p7 512 p8
e = 1-30+50"— 50"+ 350" — 35550° + 355050 — Gesoos? T 20667150
_ 2048 9 4096 p1
s5so3050 T saroresrsl 0T
— 71
Yong = 7 + O<9 )

Ytrans — 0+ 0(971)
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Tabelle I.2: Fithrende Ordnungen der Losung der relativistischen Hydrodynamik mit
den Anfangsbedingungen e¢(0 = 0) = ¢ exp{—%}, Yong = 71 und
Yerans = 0, d.h. es gibt in der Anfangsenergiedichte einen Gradien-
ten in longitudinaler Richtung. Die Lésung konnte bis zur 17. Ordnung
berechnet werden. Aus Platzgriinden sind nur die ersten fiinf Ordnungen
angegeben.

Koordinatensystem (6,1, ys, y3)

_ 1 2 2 17, tm _ _
0 = 5In(t* — x7) n=snz=> Yo = T2 Y3 = T3
Losungsentwicklung
2
-1 4 3204 —602+3n2 n2 3204 —210249n2 53
— 2 —_ = —
€ = €% (1 30 + S60T 0 8101 4
4 204808 4+10560*n%+3600* —2885 212 —31680° +45n* o4
1555208
409608 +259204n% +46800* — 28080212 —1257605 +477n* 95
- 11664008 +.
I _ ng_ g n(—784a4+9602+3n2)63 N n<—54404+204a2+3n2)04
U = gz 302 345650 518400
7( 36889608 +9n*+51841202 —2841600° +230400* +45120%n?
95
+ 99532800510 +..
u? 04 O(0%)

w? 0+ 06

Tabelle 1.3: Fiihrende Ordnungen der Losung der relativistischen Hydrodynamik mit
den Anfangsbedingungen ¢( = 0) = ¢ exp{—%}, Yong = 1 und
Ytrans = 0; d.h. es gibt in der Anfangsenergiedichte Gradienten in lon-
gitudinaler und radialer Richtung Berechnet werden konnte die Losung
bis zur 18. Ordnung. Aus Platzgriinden sind nur die ersten vier Ordnun-
gen angegeben.

Koordinatensystem (6,7, p, ¢)

1 2 _ .2 _ 1 t+x, _ 2 2 _ z2
0 = 5In(t* — x7) n=;n = p =25+ x3 ¢ = arctan (22)
Losungsentwicklung

2
_ —1/225 4 3p2+32k4—12k2 2 9p2+128k*—24k2 /3
€ = e T (1=30+ 36r1 0 324r1 4
+ 1080k* —576k54-2048k84+45p* +192k%* p% —468K2p? 94
15552k8
14112k*+1920x6 —8192k8+477p* — 720K p2 —4896K2p? p5
- 65 +
233280x8 T
u = 04 06Y)
2o g4 bR p(—208m4+3p2+72ﬁ2)93 p(—40/€4+3p2+9052>04
— 4k? 6k2°7 3456k0 B 2592k06
p(30976x8 —311040x% —8160k* p2+9216k*+9p*+4176k2 p?
95
+ 9953280+ 10 ..

W= 04 0(0")
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Tabelle 1.4: Fiihrende Ordnungen der Losung der relativistischen Hydrodynamik mit

172 2

den Anfangsbedingungen €¢(0 = 0) = ¢ exp{—ﬁ — 2"?}, Yong = 7

und Yrans = 0; d.h. es gibt in der Anfangsenergiedichte longitudinale
und transversale Gradienten. Berechnet werden konnte die Losung bis
zur 14. Ordnung. Aus Platzgriinden sind nur die ersten vier Ordnungen

angegeben.

Koordinatensystem (6,1, p, @)

=gl(—a})  g=jhiEn  p=\ata]  ¢=arctanh (%)

Losungsentwicklung

2 2
€ = 6_2172_;)7 (1 o %19 + 3204k —120% K% —602Kk* 4302 k1 +3p% 0t 92

- 3604k4

- 1280*Kk* —240* K> —8402 k*+36m°k*+9p% 0 03
32404k?

+ 9012 k% p2 04105612 k8 0% —36004 k512 —288n2 k802 +192k* p2 08 +45p% 68 —31680° k8
15552k80°8

—57608K542048k80% —468p° k208 18005 K% p2 +108008 k447200 k6 +360K8 % +451% K

+ 15552K808

b

1 g _ LQQ o 77(3772H4+9602H4—7840'4K,4—480'4N2+3p20'4)

402 302 345606k

n(3n?k1—54401K1420402 k1~ 1201 K2 +3p% 01 )
518406k4

93

€4

4.
u2 _ i@—{— L@Q . p(3772/€4—240'2/€4—2080'4ﬁ4+720’452+3p20'4>
4K2 612 345604Kk0
p(3r]2/i474004/{47602n4+9004n2+3p204) 4
o 25920456 0

93

+...
W= 0+ 00%)

)
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Tabelle 1.5: Fithrende Ordnungen der Losung der relativistischen Hydrodynamik mit
den Anfangsbedingungen €(0 = 0) = €p, y = 7 und Ytrans = 0; d.h. es gibt
in der Anfangs-Energiedichte Gradienten in allen drei Raumrichtungen.
Die Losung wurde bis zur zwolften Ordnung berechnet.

Koordinatensystem (0,7, p, ¢)
0 = LIn(¢* — a3) n=;In7Ee p =/ 1%+ 3 ¢ = arctanh ()

Lésungsentwicklung
2142,222442,2,.2
1 277 K )\ +t A +t
e = eV R 1— 30
320454)\4—60254)\4—1—377254)\4—604/%2)\4+3t§a4)\4—604n4)\2+3t304f{4 92
3601kIN4
1280’4,‘-@4/\4 8452 kANE436m2 kAN — 120’4n2)\4+9t2 ANt 1204n4)\2+9t§a4n403+
32401k2N4
1 . n 2
u T 402 3029
n(— 4)\4+784U4n4/\4+240452)\4 9602 k4Nt =302 kAN 42404 KAN2 =312 04 K
+ 3 03
3456A%K100
2 _ 2
u o 4&2 120+ 6&2‘9
—3t304 21420801 k1A — 9601 k2N +2402 KAIN =302 kAN + 240 KAIN2 —3t2 0 K1
+2 193 +
34562\1K604
3 o t30 2
u = 6/\29

t3 73t o* A 420804 kAN +2404 k2N 42402 KA A =32 kAN — 9604 KAN2 — 3t20' K4
(93
+ 34566104
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