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Kurzfassung

Das Ziel dieser Arbeit ist die Untersuchung der Erzeugung von Elektronen-Positronen-Paaren
in elektromagnetischen Hintergrundfeldern, wie sie beispielsweise bei der Kollision zweier
Laserstrahlen entstehen. Als Werkzeug dazu nutzen wir zum einen eine quantenkinetische
Gleichung und zum anderen verallgemeinerte Volkov-Losungen. Wir interessieren uns ins-
besondere fiir die Phasenraumstruktur der produzierten Teilchen und die Bedingungen,
unter denen auch nach Abschalten des Feldes eine sogenannte Residualdichte verbleibt.

Wir gewinnen zunachst analytische Resultate, die daraufthin mit numerischen Simulationen

verglichen werden.

Abstract

The aim of this thesis is the investigation of electron-positron pair production in electromag-
netic background fields, as they result for example from the collision of two laser beams.
To this end we utilize a quantum kinetic equation as well as generalized Volkov solutions.
We are especially interested in the phase space structure of the produced particles and the
conditions, for which a so called residual density remains even after switching off the field.

At first we derive analytical results, which we later compare to numerical simulations.
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1 Einleitung

Nach gegenwartigem Kenntnisstand der Physik rithren alle Kréfte in der Natur von vier
fundamentalen Wechselwirkungen her. Diese sind die Schwerkraft, der Elektromagnetismus,
sowie die schwache und die starke Wechselwirkung. Dabei sind nur die ersten beiden dem
Menschen im Alltag zugénglich, wiahrend letztere erst im subatomaren Bereich eine Rolle
spielen. Die Schwerkraft wird durch Einsteins Gravitationstheorie, die allgemeine Relativi-
tatstheorie beschrieben. Sie ist eine klassische Theorie, insofern sie keinerlei Quanteneffekte
beriicksichtigt, verdndert aber unsere Vorstellung von Raum und Zeit radikal, noch we-
sentlich iiber ihren unmittelbaren Vorlaufer, die spezielle Relativitdtstheorie, hinausgehend.
Dem gegeniiber werden die drei anderen Kréfte durch sogenannte Quantenfeldtheorien
beschrieben. Sie beriicksichtigen also quantenmechanische Prinzipien, beruhen aber in ihrem
Verstandnis der Raumzeit auf der speziellen Relativitdtstheorie. Dariiber hinaus sind sie auch
Eichtheorien, was bedeutet, dass die Wechselwirkung mit Hilfe von Austauschteilchen, den
Eichbosonen, iibertragen wird, deren Eigenschaften durch eine innere Symmetrie festgelegt
werden.

Die erste konsistente und erfolgreiche Eich- und Quantenfeldtheorie war jene, die den
Elektromagnetismus beschreibt. Sie wird Quantenelektrodynamik oder kurz QED genannt
und ihr Eichboson ist besser unter dem Namen Photon bekannt. Sie diente als Prototyp
fir die Entwicklung aller weiteren Theorien dieses Typus, die mit der Aufstellung und
experimentellen Verifikation des Standardmodells ihren vorldufigen Hohepunkt fand.

Die QED entstand bald nach der Entwicklung der Quantenmechanik und der Formu-
lierung ihrer Prinzipien mit den ersten Versuchen Diracs, das elektromagnetische Feld zu
quantisieren. Doch bei Rechnungen zu konkreten Problemen traten unendliche Ergebnisse
auf, sogenannte Divergenzen. Der entscheidende Durchbruch gelang Tomonaga, Schwinger
und Feynman in den vierziger Jahren des vergangenen Jahrhunderts mit der Entwicklung
der Renormierung. Durch dieses Verfahren lielen sich die Divergenzen systematisch besei-
tigen und analytische Vorhersagen treffen, die mit bemerkenswerter Genauigkeit mit den
Messergebnissen iibereinstimmen’.

Die genauesten und bekanntesten Vorhersagen der QED, wie der g-Faktor des Elektrons
oder die Lamb-Verschiebung, stammen aus storungstheoretischen Berechnungen, bei denen
eine Entwicklung in der Elektronenladung e durchgefithrt wird, die die Stérke beschreibt,
mit der Photonen an Elektronen und Positronen koppeln [Akh65,Sch61]. Diese perturbative

!Ein lesenswerter Bericht iiber die Entstehung der QED aus dem Blickwinkel eines Protagonisten ist z.B.
Feynmans Nobelvortrag [Fey65].
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Abbildung 1.1: Tllustration der Vakuumpolarisation nach [Seil2]. Im QED-Vakuum ohne
dufleres elektrisches Feld, links abgebildet, bilden sich aufgrund der Vakuumfluktuationen
auf der Groflenordnung der Compton-Wellenldnge Ao virtuelle Dipole aus Elektronen und
Positronen. Bei angelegtem Feld, rechts abgebildet, richten sich diese virtuellen Dipole aus
und polarisieren so das Vakuum.

Methode ist fiir starke elektromagnetische Hintergrundfelder nicht mehr anwendbar. Das
war lange Zeit in der Hinsicht kein Problem, dass solche Felder in Experimenten, aufler in
der unmittelbaren Ndhe hochgeladener Atomkerne, nicht zu realisieren waren. Doch auch
aus rein theoretischer Sicht ist das nicht-perturbative Verhalten von Quantenfeldtheorien
sowohl hochst anspruchsvoll als auch interessant.

In den letzten Jahren ist zudem mit der Entwicklung von Lasern mit extrem hohen
Intensititen, wie der ,Extreme Light Infrastructure* (ELI) [ELI] oder des ,,European X-Ray
Free-Electron Lasers“ (XFEL) [XFE], die Untersuchung von neuartigen Phénomenen in
greifbare Nahe geriickt [Heill, Mar09, Bel08, Gie08]. Dazu gehoren z.B. die Photon-Photon-
Streuung. Klassisch wechselwirkt Licht nicht mit sich selbst, doch bei geniigend hohen
Feldstdrken konnen zwei Photonen aneinander streuen [Hal33, Eul35]. Diese grundlegende
Vorhersage der QED ist noch unbeobachtet. Ein moéglicher Test wére zum Beispiel eine
Neuauflage des berithmten Doppelspaltexperiments: Zwei ultrastarke Laser werden parallel
zueinander in kurzem Abstand ausgerichtet und ein Probelaser senkrecht zu diesen. Stimmt
die Vorhersage, so sollte der Probelaser ein Interferenzmuster erzeugen [Kinl3b, Kinl3a,
DP06, Lun06]. Auch kann man das Vakuum durch einen starken Laser doppelbrechend
machen, &hnlich dem Kalkspat [Kle64, Hei06].

Ebenso gibt es Uberlegungen, Elektronen mittels kurzer Laserpulse groen Beschleunigun-
gen auszusetzen. Da nach dem Korrespondenzprinzip der allgemeinen Relativitdtstheorie
Beschleunigung und Gravitation dquivalent sind, konnte hierin ein Zugang zu QED-Effekten
in gekriimmten Raumzeiten liegen, z.B. zum Test des Unruh-Effektes [Sch09].

Der Effekt jedoch, der in dieser Arbeit untersucht werden soll, ist die Paarerzeugung
oder auch Paarproduktion. Darunter versteht man im allgemeinen Fall jeden Prozess, bei

dem Photonen Elektronen-Positronen-Paare erzeugen. Deren einfachster ist der sogenannte
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Abbildung 1.2: Feynman-Diagramme fiir den Breit-Wheeler-Prozess (links) und den stimulier-
ten Breit-Wheeler-Prozess (rechts).

Breit-Wheeler-Prozess [Bre34]: Zwei Photonen kollidieren und erzeugen so ein e -e*-Paar.
Dieser Fall lasst sich mit der Storungstheorie behandeln. Beim stimulierten Breit-Wheeler-
Prozess hingegen trifft ein einzelnes Photon auf einen Laser, also einen nahezu kohérenten
Zustand aus vielen Photonen und zerfillt in ein e -e*-Paar [Rei62]. Diese beiden Prozesse
werden in einer modernen Sprache durch die beiden Feynman-Diagramme in Abbildung 1.2
beschrieben. Der Laser wird dabei als klassisches Hintergrundfeld angenommen. Man kann
seinen Einfluss vollstédndig berticksichtigen, indem man fiir die Fermionen anstatt der freien
Wellenfunktionen und Propagatoren die sogenannten Volkov-Losungen verwendet [Fra91]. In
der Tat ist das Analogon des stimulierten Breit-Wheeler-Prozesses im Vakuum kinematisch
verboten, und wird erst mit dem Laser als Hintergrundfeld moglich.

Die beiden Prozesse nutzen reelle Photonen. Das ist aber nicht nétig, denn auch ein
statisches homogenes elektrisches Feld kann Paare erzeugen. Diese Entdeckung geht auf
die Arbeiten von Sauter, Euler, Heisenberg und Schwinger zuriick [Sau31, Hei36, Sch51]
und wird nach letzterem Schwinger-Effekt genannt. Er geschieht iiber die Absorption vieler
virtueller Photonen des Feldes und dieses Verhalten ist nicht mehr perturbativ beschreibbar.
Fiir die Wahrscheinlichkeit P der Emission eines Paares pro Volumen und Zeit in einem
elektrischen Feld der Stirke E gilt danach P o< E? exp (—7E./FE). Dabei ist E,. = m? /e, mit
m der Elektronenmasse und e dessen Ladung, die sogenannte Sauter-Schwinger-Feldstéarke,
oder auch kritische Feldstirke. In SI-Einheiten betrigt sie E. = 1,310 V/m. Sie ist
die fundamentale Skala der QED, auf der nichtperturbative Effekte beriicksichtigt werden
miissen. Anschaulich ldsst sich dieser Effekt als das Tunneln eines Teilchens aus dem besetzten
Dirac-See in das Kontinuum positiver Energie deuten, wie in Abbildung 1.3 dargestellt.

Die ersten Vorschliage, eine Variante des Schwinger-Effekt direkt zu beobachten, beruhten
auf Schwerionenkollisionen. Schiefit man zwei Atomkerne hoher Ordnungszahl aufeinander
verschmelzen sie kurzzeitig zu einem Kern mit einer so grolen Protonenanzahl, dass der tiefste
gebundene Zustand eine Bindungsenergie > 2m aufweist. Ist er unbesetzt, kommt es zur

Paarerzeugung. Das dabei entstehende Elektron besetzt den vormals unbesetzten Zustand,
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Abbildung 1.3: Das Energiespektrum fiir Dirac-Teilchen ohne dufieres elektrisches Feld (links)
und mit (rechts) nach [Seil2]. Der Abstand der beiden Bénder ist gerade die doppelte
Ruhemasse des Elektrons 2m. Das angelegte Feld verkippt die Béander und erméglicht das
Tunneln eins Teilchens aus dem negativen ins positive Kontinuum, was sich als Produktion
eines e -eT-Paares dufert.

wohingegen das Positron sich ungebunden weghewegt und so detektiert werden kann, wodurch
sich der Effekt nachweisen liefle [Mii76, Rei77, Raf78]. Aus verschiedenen Griinden, aber vor
allem weil sich die Kerne wieder voneinander trennen, bevor der Paarproduktionsprozess
ablaufen kann, ist dieser Nachweis noch nicht gelungen [Gre98].

Teilchenerzeugung kann auch iiber ginzlich andere als QED-Effekte ablaufen, beispiels-
weise als Hawking-Strahlung am Horizont eines schwarzen Loches [Haw74]. Ebenso ist die
Moglichkeit aufgezeigt worden, dass durch die blole inflationdre Ausdehnung des Universums
Materie entstehen kann [Bas92]. Fur diese beiden Fille ist die Gravitation die ausschlagge-
bende Wechselwirkung. In [Mic13] wird Quark-Antiquark-Erzeugung mittels einer chiralen
Massenverschiebung analysiert, wobei hier die Quantenchromodynamik, welche die starke
Wechselwirkung beschreibt, die treibende Kraft ist. Wir erwéhnen diese Effekte aber blofl
nebenbei, weil unser Augenmerk auf Verallgemeinerungen des Schwinger-Effektes liegt. Dem
Interessierten sei der Ubersichtsartikel von Ruffini et al. nahegelegt, der einen Uberblick
tiber die verschiedenen Bereiche der Paarproduktion bietet [Ruf10].

Sowohl den Breit-Wheeler-Prozess als auch den Schwinger-Effekt kann man als Grenzfélle
eines allgemeineren Vorgangs auffassen. Man stelle sich zwei starke Laser vor, die aufeinander
gerichtet werden. Das ist zum einem Breit-Wheeler sehr dhnlich, nur dass jetzt an Stelle
von zwei einzelnen Photonen gleich sehr viele kohérent kollidieren. Zum anderen bildet sich,
wie spéter ausfithrlicher dargestellt, eine stehende Welle, in deren Schwingungsbduchen man
ein elektrisches Feld vorfindet, das auf der Skala der Compton-Wellenldnge homogen ist,
allerdings nicht mehr statisch. Das ist eine natirliche Verallgemeinerung des Schwinger-
Effekts.

Die moglichen Herangehensweisen an dieses Problem sind zum einen die Verallgemeinerung

der Volkov-Losungen auf den Fall zweier Laser und die Erweiterung der Beschreibung
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der Paarerzeugung nach Schwinger auf zeitabhéngige elektrische Felder. Das soll in der
vorliegenden Arbeit durchgefiihrt werden. Wir beginnen mit dem dynamischen Schwinger-
Effekt, der schon in einigen anderen Arbeiten untersucht wurde, und begeben uns danach auf
die Suche nach verallgemeinerten Volkov-Losungen, fiir die es noch wenig zufriedenstellende
Resultate gibt.

In Kapitel 2 untersuchen wir den dynamischen Schwinger-Effekt. Dazu leiten wir eine
kinetische Gleichung her, die die Zahl der produzierten Paare beschreibt. Mit ihrer Hilfe
gewinnen wir analytische Resultate iiber die Phasenraumverteilung produzierter Teilchen in
Hintergrundfeldern und untersuchen das Zeitverhalten und die Abhéngigkeit von weiteren
Parametern. Wir gehen auflerdem der Frage nach, ob die Teilchen unter realistischen
Bedingungen beobachtbar sind, und wie man die Produktion verstirken kann.

Kapitel 3 dient der Bestatigung der unter bestimmten Néherungen erzielten Ergebnisse
aus Kapitel 2 mittels numerischer Simulationen. Auflerdem wollen wir hier mit einigen
Abbildungen die Paarproduktion anschaulicher machen.

In Kapitel 4 suchen wir nach verallgemeinerten Volkov-Losungen. Dazu stellen wir zuerst
die Theorie der gewohnlichen Volkov-Lésungen dar. Diese sind aber allein zur Paarproduktion
ungeeignet und bediirfen einer Erweiterung in Form allgemeinerer Hintergrundfelder.

Kapitel 5 schliellich fasst die Ergebnisse nocheinmal zusammen und bringt sie miteinander

in einen Kontext.
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2 Kinetische Gleichung

Als einfachste mogliche Verallgemeinerung des Schwinger-Effektes wollen wir das elektrische
Feld nicht mehr statisch, sondern zeitabhéngig annehmen. Dementsprechend sprechen wir
vom dynamischen Schwinger-Effekt. Das Instrument, das uns zur Untersuchung dient, ist
eine quantenkinetische Gleichung. Sie wurde unter anderem von Schmidt et al. fiir diese
spezifische Fragestellung abgeleitet [Sch98]. Die theoretischen Grundlagen, besonders zur
Bogoliubov-Transformation, sind in den Monographien [Mos94, Bir82] abgehandelt. Wir
wollen diesen Prototyp einer einfachen kinetischen Gleichung als erstes herleiten um mit
ihr danach die Dynamik der Paarproduktion zu untersuchen. Die genaue Problemstellung
formulieren wir erst, nachdem wir uns durch die Herleitung mit den Zusammenhingen
vertraut gemacht haben.

Wir nehmen fiir das gesamte Kapitel ein homogenes isotropes elektrisches Feld an, d.h.
E(t,x) = E(t) = E(t)e,. Das zugehorige A-Feld legen wir iiber die Coulomb-Eichung fest,
d.h. A =0, A(t,z) = A(t) = A(t)e. und es gilt E(t) = —A(t). Dieses elektromagnetische
Feld erfiillt die Maxwell-Gleichungen nicht, aber wir konnen es uns als Modell fiir ein
realistisches Feld denken, wie wir spater besprechen. Wir nehmen weiterhin an, dass es ein
klassisches Hintergrundfeld ist, also die Elektronen und Positronen nicht auf das A-Feld
zuriick-, noch untereinander wechselwirken. Unter diesen Bedingungen lésst sich der volle

Hamilton-Operator der QED diagonalisieren, wodurch die Dynamik effektiv gelost wird.

2.1 Bogoliubov-Transformation

Die Ziele dieses Abschnittes sind die Diagonalisierung des Hamilton-Operators mittels einer
Bogoliubov-Transformation und die Herleitung einer Differentialgleichung fir die entspre-
chenden Bogoliubov-Koeffizienten. Wir folgen dabei [Heb11] und [Koh12a], ohne aber jede
Rechnung explizit zu wiederholen. Hingegen soll genauer auf die Form der Nichtdiagonalterme
des Hamilton-Operators und deren Verschwinden eingegangen werden, da dieser Sachverhalt
sowohl in diesen beiden Arbeiten, als auch in dem Originalartikel von Schmidt et al. [Sch98]
nur unzureichend erklart ist.

Von der Lagrange-Dichte fiir Dirac-Teilchen in einem externen Feld A,

L=V (i —ed—m)V, (2.1)
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geht man zur Hamilton-Dichte
H=M¥ - L =T (—iyV +ed+m) T (2.2)

iiber. Dabei ist der kanonische Feldimpuls definiert als IT = £ /0W. Jetzt benutzt man die
spezielle Form des Potentials in Coulomb-Eichung, A = (0, A(t)). Deswegen ldsst sich ¥ als
U(t,x) = [d3p/(2m)3 (p,t)e’P® schreiben und die Dirac-Gleichung vereinfacht sich zu der

gewOhnlichen Differentialgleichung

(i’yoat —ym(p,t) — m) Y(p,t) =0 (2.3)

mit dem Feldimpuls 7 (p,t) = p — eA(t). Der Hamilton-Operator ist in dieser Zerlegung

3
1) = [1525 5.0 (rm(.t) + m) (.t (24)

Gleichung (2.3) 16st man tber die iterierte Form, d.h. einen Ansatz

¥ = (ir 0 —ym +m)n, (2.5)
durch den man

(af +72(p,t) +m? + ie'yO'yE(t)) n(p,t) =0 (2.6)

fiir  erhélt. Dies entspricht der auf ein rein zeitabhéngiges A-Feld spezialisierten Form von
Gl. (4.4). Wir definieren

w(p,t) = \/7(p,t) + m? (2.7)

und fordern, dass A und E entlang der z-Achse zeigen, E(t) = E(t)e, und A(t) = A(t)e,.
Damit kann man 7 in einer Eigenbasis R, der Matrix 4°v3 zerlegen:
4
n(pt)=> xr(p,t)R, . (2.8)

r=1

Die Spinoren R, haben dabei den Eigenwert +1 fiir r = 1,2 und —1 fir r = 3,4. Somit
zerféllt Gl. (2.6) in vier entkoppelte skalare Gleichungen,

(af +wi(p,t) + ieE(t)) X1/2(p,t) =0, (2.9)
(97 +w*(p,t) = ieE(t)) xa/a(p,t) = 0.

Diese haben prinzipiell acht linear unabhéngige Losungen, die wir auf die benétigten vier
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reduzieren, indem wir nur die Losungen der ersten beiden Gleichungen verwenden. Hier sind
auBerdem die Gleichungen fiir » = 1,2 und ebenso fiir 3,4 gleich, d.h. die Dynamik ist nicht
sensitiv auf den Spin. Das ist auch physikalisch klar, da kein externes Magnetfeld vorhanden
ist. Somit bleibt eine Gleichung zweiter Ordnung fiir die skalaren Modenfunktionen, die zwei
linear unabhingige Losungen, x T zu positiver und x~ zu negativer Energie, besitzt. Diese
beiden Losungen setzt man in Gl. (2.8) ein, und das resultierende 7 in Gl. (2.5). Dadurch

erhélt man die linear unabhéngigen Basisspinoren als Losung der Dirac-Gleichung:

w(p,t) = (7°0, = yw(,t) +m) X" (B, ) Rr

. (2.10)
or(=p.t) = (%0 — ym(p,t) +m) X~ (PR, -
Mit ihnen schreibt sich die allgemeine Losung fiir den Feldoperator v als
2
¥(p,t) = > (cr()ur(p,t) + df(—p)ur(—p, 1)) - (2.11)

r=1

Dabei sind ¢, und d, fermionischen Operatoren fiir Elektronen respektive Positronen, die

die Antikommutationsrelationen

{erp) (@) = @n)*5d(p —a),

(2.12)
{d:(p),dl(a)} = (2m).5(p — q)

erfiillen. Alle nicht aufgefiihrten Antikommutatoren verschwinden. Man kann allerdings
ebenso gut die Zeitabhéngigkeit auf die Operatoren ¢, und d, ,umverteilen“. Das erreicht

man mittels einer Bogoliubov-Transformation, die durch

Di(-p,1) B(p,t) o*(p,t) ) \di(-p)
gegeben ist. Die Transformationsmatrix soll dabei unitér sein, was die Bedingung \a\2 +\8 ]2 =
1 fiir die Koeffizienten impliziert. Dadurch erfiillen C, und D, dieselben Antikommutations-

relationen wie ¢, und d,. Also sind sie richtige fermionische Erzeugungs- bzw. Vernichtungs-

operatoren. Man kann 1 nach diesen Operatoren entwickeln:

2
¥(p,1) = Y (Co(p, U (p,1) + Di(—p, Vi (=P, 1)) - (2.14)
r=1

Damit die beiden Zerlegungen (2.11) und (2.14) zur gleichen Wellenfunktion ¢ fiihren,

miissen die neuen Basisspinoren, U, und V,., mit den alten, w, und v,., gerade {iber die inverse
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Bogoliubov-Transformation zusammenhéngen:

a*(p,t) ﬂ*(pat)> . (2.15)

(Up.1). Vil=p:0) = (w0p), wr(-p)) (—mp,t) a(p, )

Das mag als tiberfliissige Verkomplizierung erscheinen, doch der entscheidende Trick ist jetzt
eine geeignete Wahl der U, und V,., durch die der Hamilton-Operator diagonal in C, und
D, wird, d.h. nur noch Terme ~ CIC, und ~ D, D} enthélt. Um das einzusehen, setzen wir
(2.14) in (2.4) ein und erhalten

d3 — —
H = /(271_]))3 Z |:CICS UT(’YT" + m)Us + DTD:Si- VT(’WT + m)‘/:s
7,5 (2.16)
+ C:Di Uirp(")’ﬂ + m)‘/s + D, Cy vr(’)/ﬂ' + m)Us .

Der Ubersichtlichkeit halber sind die jeweiligen Argumente, p und ¢, weggelassen. Da, wie
bereits erwahnt, das Magnetfeld verschwindet, kann man fiir U, und u, sowie V,. und v,

dieselbe Spinstruktur annehmen. Man macht daher in Analogie zu (2.10) den Ansatz

U (p.t) = (1w(p,t) = ym(p,t) +m) £* (P, )R, ,

(2.17)
Vo(=p,1) = (= w(p,t) = ym(p,t) +m) &~ (p, )R,

mit den noch unbestimmten neuen Modenfunktionen ™ und x~. Die Richtigkeit dieses

Ansatzes wollen wir am Beispiel eines Terms verifizieren:
U.(ym +m)Vs = 67 k™ R,(7% — vy + m)(ym + m)(—°w —ym + m)R, . (2.18)

Dieser Ausdruck muss Null werden, weil der ihm proportionale Ausdruck im Hamilton-
Operator (2.16) zu Nichtdiagonaltermen fithrt. Man erhélt in der Tat fiir den Term zwischen

R, und R, in der vorigen Gleichung:

(Yw — v 4+ m) (ym + m)(—w — vy +m)
= (W + 7wy + My w) (7w — ymw +m) (2.19)
= 1w(y’w + v + m)(—w — ym + m) =1 "w(m? — (1w + y7)?)

=u(—w?+ 7% +m?) =0.

Durch geeignete Wahl! von x* und s~ bringt man den Hamilton-Operator auf die Form

3
H = [ (;jj?, > w(p.t) (Cl(P.1)Cr(p.t) = D=, D} (~p.1)) (2:20)

"Deren genaue Form findet sich in [Koh12a].
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2.2 Quasiteilchendichte und kinetische Gleichung

mit dem w aus Gl. (2.7). Damit ist die Diagonalisierung abgeschlossen.

Nachdem u,, v,, U, und V, bestimmt sind, lassen sich die Bogoliubov-Koeflizienten
a und 8 aus Gl. (2.15) berechnen. Um aber deren explizite Form angeben zu konnen,
miisste man zuerst die Differentialgleichung (2.9) 16sen und in Gl. (2.10) einsetzen. Es ist
daher praktischer, fiir die Koeffizienten selbst eine Differentialgleichung herzuleiten?, die die

Grundlage fiir alles folgende bildet:

a(p.1) = ZQp. 0O 3(p,1)

) ‘ (2.21)
Bp.t) = —5Q(p. e P a(p,1).

Wir nehmen an, dass das Feld zu einer Zeit t( eingeschaltet wird, also E(t < ty) = 0 gilt.
Dann miissen die transformierten Erzeuger und Vernichter gerade identisch mit denen fiir
freie Elektronen und Positronen sein: C,(p,t < t9) = ¢.(p) und entsprechend fiir D,.. Ein
Vergleich mit Gl. (2.13) ergibt die Anfangsbedingungen a(p,ty) = 1 und g(p,ts) = 0. Es

verbleibt noch, die Definitionen der Groflen (Q und © anzugeben:

t
Qp,t) = %, Op,t) = /dt’w(p,t'). (2.22)

Dabei ist €, = \/ m?+p? = \/ m? + p2 + p2 der Anteil der kinetischen Energie senkrecht
zur Feldrichtung. Man nennt © auch die dynamische Phase.

Wir kénnen die Herleitung so zusammenfassen: Fiir den Spezialfall eines homogenen
elektrischen Feldes kann man neue Operatoren einfithren, in denen der Hamilton-Operator
diagonal ist. Sie hdngen mit den Erzeugern und Vernichtern freier Elektronen und Positronen
iiber die Bogoliubov-Transformation (2.13) zusammen. Die Bogoliubov-Koeffizienten erfiillen
dabei die Differentialgleichung (2.21). Dieses Ergebnis wird benutzt, um eine Observable zu

definieren, die im Weiteren genauer untersucht wird.

2.2 Quasiteilchendichte und kinetische Gleichung

Wie erwdhnt kann ein elektrisches Feld Teilchen erzeugen. Das nennt man auch den
Zerfall des Vakuums und bedeutet quantenmechanisch, dass das Fock-Raum-Vakuum
nicht invariant gegeniiber der Zeitentwicklung ist. Wird das elektrische Feld bei ¢y ein-
geschaltet, so bezeichnen wir mit |2) den Vakuumzustand vor dieser Zeit. Er ist durch
o (P)|Q) = Cr(p,t0)|Q2) = dr(p)|Q) = Dy(p,t0)|2) = 0 definiert. Entsprechend sei das
Vakuum zur Zeit ¢, bezeichnet mit |Q(t)), durch C,(p,t)|Q2) = D,(p,t)|Q) = 0 gegeben.

Weil der Hamilton-Operator diagonal in C, und D, ist, ist dieses Vakuum auch gerade der

2Diese Herleitung ist langwierig; eine Darstellung ist in [Koh12a] zu finden.
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2 Kinetische Gleichung

Grundzustand des Systems zur Zeit t.
Wir betrachten die Anzahl erzeugter Elektronen mit Spin r und Impuls p zur Zeit ¢,
d.h. die GréBe f.(p,t) := (Qt)|ch(p)e.(p)|2(t)). Wir setzen fiir ¢, und ¢l die (invertierte)

Bogoliubov-Transformation (2.13) ein:

fr(p,t) = <Q(t et (p)er (p) Q1))
Q)| (la2CiC, + ap*CiD} + o*BD,C, + 82D, DY) [2(t)) (2.23)

IBI (Q()| D- DEA1)) = |B(p,1)[*{Dy(~p, 1), DI (—p, 1)} .

Der Antikommutator {D,, DI} hingt dabei von der Normierung ab. Er enthélt den di-
vergenten Faktor §(0), der sich dadurch ,beseitigen® lasst, indem man sich das System
in einem Kasten des Volumens V vorstellt, und die Dichte f, — f,./V im Limes V — oo
betrachtet. Summieren wir auflerdem iiber den Spin r, erhalten wir eine Gleichung fiir die
Quasiteilchendichte f =3 f;:

f(p.t) =2|B(p. 1) . (2.24)

Diese so definierte Grofle ldsst sich nur bei ausgeschaltetem Feld als Elektronendichte
interpretieren. Fiir ein E mit E(t < tg) = E(t > ts) = 0 ergeben sich so drei Falle:

1. t < tg: Hierfiir ist f = 0 und das Vakuum ist der Grundzustand der freien Theorie.

2. tg < t < too: Im Allgemeinen ist f # 0, beschreibt aber nicht die Dichte messbarer
erzeugter Elektronen. Das Vakuum ist nicht mehr identisch dem Grundzustand der

freien Theorie.

3. t > ts: Je nach den Eigenschaften des E-Feldes kann f wieder auf Null absinken,
oder eine sogenannte Residualdichte verbleiben. Diese lasst sich dann als Elektronen-

Positronendichte interpretieren.

Physikalisch relevant ist demnach der Fall, wenn nach dem Ausschalten des Feldes f # 0
gilt. IThm soll besondere Beachtung geschenkt werden.
Mit Hilfe von Gl. (2.21) und den Hilfsgréfien

u:=—2Re (a*,@’e%@) und v :=2Im (a*ﬁe%@) (2.25)

kann man durch eine elementare Rechnung das Differentialgleichungssystem

f(p,t) 0 Q(p,t) 0 f(p.t) 0
u(p,t) | = | —Q(p,t) 0 —2w(p,t) | [ulp,t) | + | Qp,1) (2.26)
o(p,t 0 2w(p,t) 0 v(p, t) 0
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2.3 Niederdichte-Ndherung und Schwinger-Limes

fiir f gewinnen. Es ist eine Form der quantenkinetischen Gleichung. Zusammen mit den
Anfangsbedingungen f(p,to) = u(p,to) = v(p,typ) = 0 bestimmt es die Quasiteilchendichte
vollstdndig. Die Losung dieser Gleichung ist nicht auf einfache Integrale zuriickfiithrbar.
Einige Losungsversuche und weitere Bemerkungen zur mathematischen Seite der kinetischen
Gleichung und der entsprechenden Gleichung fiir die Bogoliubov-Koeffizienten o und
finden sich im Anhang B.

Die iiber den Impulsraum abintegrierte Dichte
n(t) = / &*pf(p,t) (2.27)

hat die Einheit Energie® = 1/Linge® und beschreibt die Anzahl der erzeugten Elektro-
nen/Positronen pro Volumen.

Eine ebenfalls niitzliche Form von Gl. (2.26) ist die Integro-Differentialgleichung

f(p,t) = Q(p,1) / dt' Q(p,t")[1 — f(p,t')] cos2[0(p,t) — O(p,t')] . (2.28)
to

Der sogenannte Pauli-Term 1 — f rithrt dabei von der Fermi-Statistik der Elektronen her
und realisiert das Paulische Ausschlussprinzip: Wie in Anhang B gezeigt, muss mit den
angegebenen Anfangsbedingungen 0 < f(¢) < 2 gelten. Diese Form der Gleichung motiviert
auch eine naheliegende Néherung. Fiir f <« 1 kann man 1 — f ~ 1 setzen. Mit dieser

sogenannten Niederdichte-Niherung® wollen wir uns im nichsten Abschnitt befassen.

2.3 Niederdichte-Ndherung und Schwinger-Limes

Mit der beschriebenen Néherung f < 1 wird Gl (2.28) zu

f(p.t) = Qp.t) [dt Q(p.t) cos2[O(p,t) — O(p. )] (229

Sie lasst sich einfach integrieren und ihre Losung lautet

2

fo.t) = 7 (230

t
/dt’ Q(p, t/)ezz'@(p,t’)
to

was man durch einfaches Differenzieren und Vergleich mit Gl. (2.28) verifiziert. Dieses
Ergebnis ldsst sich nutzen, um Schwingers beriithmtes Ergebnis fiir den Fall eines statischen
elektrischen Feldes [Sch51] leicht nachzuvollziehen.

3Im Englischen , Low-Density-Approximation®
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2 Kinetische Gleichung

Hierzu setzen wir A(t) = —Eyt und entsprechend E(t) = Ey, d.h. das E-Feld ist zeitlich
konstant. Damit gilt w(p,t) = Vm? + p? + (p| + eEot)?. Es erweist sich als niitzlich, die
neue Variable s = (p| + eEgt)/e. mit dem bereits oben eingefiihrten e, = vVm? + p? zu
definieren. Durch sie wird w = ¢ m, und wir finden fiir die dynamische Phase

2€E0

= /dt’w(p,t) = /ds’ ;—EOQ\/ 1452 = 67l(0(s) —6(s0)) (2.31)

mit der Funktion 0(s) = In (3 +V1+ 32> + sv1+ s2. Wir wollen jetzt die Paarprodukti-

onsrate n in Analogie zu Definition (2.27)

i) = [@pi(p.) (2.32)

mit dem Ergebnis von Schwinger [Sch51] vergleichen. Diesem Zwecke dient die folgende Rech-
nung. Da p) ot ist, hebt die Integration iiber p| durch geeignete Variablentransformation

gerade die Zeitableitung weg:

eFod 7 7 d
n—/d3 dt —27r/dpj_pl/dpOf—QW/dprJ_/dseEoi
0

d
o (2.33)
= Qﬂ/dprJ_eE()f(S — 00) = Qﬂ/dprJ_eEQf(t—) 00) .
0
Jetzt setzt man fiir f(t — oo) die Niederdichte-Naherung (2.30) ein:
2
E .
n = QF/dprL /dt 62 0€L e*21®(P7t)
w?(p,t

2 (2.34)

E, [ d dGEE0
= Te 0/ €€ /s T2

Die Integration iiber die Variable s lasst sich iiber den Residuensatz berechnen. Man wahlt
einen Weg in der unteren komplexen Halbebene, der das Residuum bei s = —¢ umschlief3t.
Dadurch erhilt man

Wei
—7e 26E0

m3eFy T n2e?E? _am?
S = 7T€E0 dEJ_EJ_ 5 /dﬁe eBo = Toe ¢Eo | (2.35)

Das Ergebnis ist gerade® der erste Term in der Reihe von Schwinger fiir die Vakuumpersistenz-

“Bis auf den normierungsabhingigen Vorfaktor. Siche Gl. (6.41) in [Sch51].
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2.4 Problemstellung

amplitude. Dass die kinetische Gleichung (2.26) dieses wohlbekannte Ergebnis reproduzieren

kann, ist ein gutes Zeichen dafiir, dass sie die Physik der Paarproduktion korrekt beschreibt.

2.4 Problemstellung

Nachdem in den vergangenen Abschnitten die kinetische Gleichung hergeleitet und an einem
bereits bekannten Ergebnis verifiziert wurde, sollen hier die Kriterien dargelegt und motiviert
werden, nach denen mit dieser Gleichung die Paarproduktion untersucht wird.

Dazu wollen wir uns zuerst die Frage stellen, in welcher physikalischen Situation die in
der Herleitung gemachten Angaben realisiert sein kdnnten. Ein im ganzen Raum homogenes
elektrisches Feld ist natiirlich unrealistisch. Allerdings kann man sich zwei aufeinander
zulaufende ebene Wellen der gleiche Amplitude und Polarisationsrichtung vorstellen, &hnlich
wie in Abschnitt 4.3. Diese iiberlagern sich, wie in Abbildung 2.1 dargestellt, zu einer
stehenden Welle. In den Antinoden, d.h. den Schwingungsbduchen, ist das elektrische
Feld dann auf Skalen der Groflenordnung der Wellenldnge A homogen, aber immernoch
zeitabhéngig. Die fiir die Paarerzeugung relevante Léngenskala ist die Compton-Wellenldnge
des Elektrons A\¢. Falls A > A\¢ ist, so stellt die kinetische Gleichung eine gute Ndherung
zur Beschreibung der Paarproduktion in dem Feld der sich tiberlagernden Wellen dar.

Somit kann man sich ein gegebenes E(t) bzw. A(t) als das Ergebnis der Uberlagerung
zweier Laser vorstellen. Das stellt aber eine wichtige Forderung an das Feld, ndmlich dass
A(t — —o0) = A(t — o0) ist, denn sonst beséfle das Feld eine Gleichspannungskomponente
U x (A(t = 00) — A(t = —0)), was im ladungsfreien Raum, d.h. auch im Laserfeld, nicht
vorkommen kann. Wir setzen daher das A-Feld zu den Ein- und Ausschaltzeiten auf eine
Konstante (die wir meist zu Null wéhlen), d.h. A(t <tp) = A(t > t~) (=0).

Das ist in diesem Zusammenhang eine sinnvolle Forderung, aber fiir die kinetische Gleichung
per se nicht noétig. Zum Beispiel gibt es viele Studien zum sogenannten Sauterpuls E(t) ~
1/ cosh?(vt), der ebenso wie der statische Fall diese Bedingung offenbar nicht erfiillt. Die
kinetisch Gleichung bleibt anwendbar, nur kénnen diese Félle nicht durch die Uberlagerung
von Lasern verwirklicht werden und sind daher von geringerer praktischer Relevanz.

Wir nehmen daher fiir das A-Feld die Form A(t) = Eo/v g(vt) cos(vt) an. Hierbei ist
v die Energie bzw. Frequenz des Feldes, Fy die Amplitude und g eine Funktion, die das
Ein- und Ausschalten realisiert. Einige Moglichkeiten der Parametrisierung der Ein- und

Ausschaltfunktionen sind gegeben durch:

(2.36)

1, 0<vt<2nm,
g(vt) =

0, sonst,

d.h. eine Rechteckfunktion, innerhalb derer das Feld {iber n Perioden schwingt. Die Feldam-

plitude ist stiickweise konstant. Diesen Fall werden wir als das abrupte Ein- und Ausschalten
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2 Kinetische Gleichung

Es

Abbildung 2.1: Eine nach rechts laufende Welle, E,(¢,z) = Eqsin(w(t — x)), und eine nach
links laufende Welle, E;(¢,2) = Eosin(w(t 4+ z)), iiberlagern sich zu einer stehenden Welle,
E,(t,x) = 2Ey sin(wt) cos(w).

bezeichnen. Sie hat den erheblichen Nachteil, dass in ihr beliebig hohe Fourier-Frequenzen
enthalten sind und der Ein- und Ausschaltvorgang dadurch unrealistisch ist. Man bendtigt

einen ,weichen“ Ubergang, wie er beispielsweise durch die Gaufl-Kurve

g(vt) = exp (— <I/t)2> (2.37)

202

realisiert wird. Sie hat einen Parameter, Breite und Steilheit sind gekoppelt, und ist vor
allem fiir kurze Pulse interessant. Wir konzentrieren uns aber auf ldngere und benoétigen
eine Funktion, die exakt bei Null anfangt, einen ,flat top“ Abschnitt enthalt, und wieder
auf Null absinkt. Das kann die Gauf3-Kurve nicht liefern, da sie fiir jeden Parameter o sich
ahnlich ist, und man nie einen flachen Abschnitt erhilt. Eine bessere Wahl wére z.B. die

symmetrisierte Fermi-Funktion

1 + cosh(a/b)
cosh(vt/b) 4 cosh(a/b) |

g(vt) = (2.38)
Ihre Breite ist durch den Parameter a und die Steilheit des Abfallens durch b gegeben.
Die Funktion (2.36) ist als Grenzfall enthalten. Sie erfiillt unsere Forderungen aber nur

asymptotisch, d.h. (1) = 0 und nur fir 7 = 0 gilt g(7 = 0) = 1. Wir benétigen diese

i
o0 ?
Eigenschaften aber, um uns spéter, wie in Abschnitt 3.1 erklart, das Floquet-Theorem zu
Nutze zu machen. Um diese Schwierigkeiten zu umgehen, nutzen wir stattdessen die Technik

des C*°-Anschlieflens. Dazu definieren wir uns die Funktion

0 <0
h(T) = { . - (239)
e 17>0
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2.4 Problemstellung

=W~ A

Abbildung 2.2: Die drei verschiedenen Ein- und Ausschaltfunktionen (blau, Gl. (2.36)-links,
Gl. (2.37)-mitte, Gl. (2.41)-rechts), zusammen mit den resultlerenden A- Feldern (rot)

und mit ihrer Hilfe die Einschaltfunktion gei, und die Ausschaltfunktion g,.s mittels

h(T) . h(1-71)
h(r) +h(1—7) Gaus (7) 1= h(r) +h(1—7)

Gein(T) = (2.40)

Schliefflich definiert man die Formfunktion g, die noch von zwei Parametern a und b abhéngt,

9(vt) = Gein (f)  aus (m_ba_b> : (2.41)

Diese Funktion ist dem Fermi-Puls optisch sehr dhnlich, hat ihm aber folgende Eigenschaften
voraus: Fur 7 < 0 und 7 > a + 2b ist die Funktion exakt Null und zwischen 7 = b und
T = a + b ist sie exakt Eins. Dartiber hinaus ist sie iiberall beliebig oft differenzierbar (daher
der Name, C'). Sie erfiillt alle gewiinschten Eigenschaften, und wir sprechen, wenn wir
diese Funktion benutzen, vom langsamen Ein- und Ausschalten. Insbesondere ist dann das
elektrische Feld und das A-Feld frei von Spriingen, die zu unphysikalischen Phénomenen
fithren kénnten. Die Funktionen (2.36), (2.37) und (2.41) sind in Abbildung 2.2 dargestellt.

Die beiden Fragen, denen wir im Weiteren nachgehen lauten: Unter welchen Bedingungen
verbleibt auch nach Ausschalten des Feldes eine Residualdichte f # 07 Und wie geschieht
diese Akkumulation im Phasenraum? Dafiir wird vorrangig der Fall des abrupten Ein- und
Ausschaltens, d.h. eines rein sinusférmigen FE-Feldes betrachtet. Beobachtet man dabei
Akkumulation, muss man iiberpriifen, ob diese auch bei realistischeren Formfunktionen
erhalten bleibt. Die Erforschung der Phasenraumstruktur ist dabei ein aktuelles und aktives
Forschungsgebiet [Heb09, Bla13b, Blal3a, Smo12, Dum10].

2.4.1 Kinetische Gleichung in dimensionslosen GroBen

Um die kinetische Gleichung numerisch zu behandeln, aber auch fiir analytische Betrachtun-
gen, ist es niitzlich, sie in dimensionslose Groflen umzuschreiben. Unmittelbar einsichtig ist
die Definition des dimensionslosen Impulses 7 := p/m und der dimensionslosen Zeit 7 := vt.

Mit diesen Grofien definieren wir neue Koeflizientenfunktionen:

w(p,t) = mo(mw,7) mit @(mw,7) \/1 + 73 + (m) — Kk g(T)cosT)2, (2.42)
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2 Kinetische Gleichung

O(p,t) = xO(w,7) mit O(m, 1) = /dT/oD(ﬂ',T') , (2.43)

70

. - 7)sinT — ¢'(7) cos 7)y/1 + 72
Q(p,t) =:veQ(mw,7) mit Q(mw,7)= (™) g17) Witm . (2.44)

@2(m,T)

Damit sind @, © und Q die dimensionslosen Analoga von w, © und Q, die zudem nur von

den dimensionslosen Variablen 7 und 7 abhéngen. Die dimensionslosen Parameter sind

=— und kK=—= (2.45)

m A eEo Eo
X=— Eol
v c muy E.

Letzterer ist gerade das Inverse des sogenannten Keldysh-Parameters, der hdufig in der

Literatur mit v bezeichnet wird, d.h. v = x~1.

Mit diesen so definierten Groflen lésst sich die kinetische Gleichung (2.26) umschreiben als

1 f 0 kQ 0 f 0
el = —kQ 0 2x@||u|+]|rQ] . (2.46)
v 0 2x w 0 v 0

Die unterdriickten Funktionsargumente sind jeweils 7w und 7.

2.4.2 Parameterlandschaft

Der Parameterraum der kinetischen Gleichung (2.26) ist zweidimensional und wird entweder
durch Ey und v = 27/A, oder durch die in Gl. (2.45) eingefihrten dimensionslosen Gréfien
k und x charakterisiert. Blaschke et al. [Bla13b] zeichnen dabei folgendes Bild dieser ,Land-
schaft“: Es gibt zwei ausgezeichnete Akkumulationsregionen. Eine fiir kleine Wellenldngen
A bzw. hohe Frequenzen v und eine fiir hohe Feldstdrken Fy. Fiir andere Bereiche findet
keine Akkumulation statt. Abbildung 2.3 stellt dies dar. Im Unterschied zu [Blal3b] ist
das Multiphotonen-Regime weiter in Richtung grofierer Wellenldngen ausgedehnt. Das ldsst
sich, wie weiter unten gezeigt, auf die hoheren Akkumulationsschalen zuriickfiithren, die
in [Blal3b] nicht berticksichtigt werden.

2.5 Akkumulationsstruktur im Phasenraum

Wir betrachten zundchst den Fall eines abrupt ein- und ausgeschalteten Feldes, was mit ¢;
aus Gl. (2.36) korrespondiert. Dazu benutzen wir die Niederdichte-Néherung (2.30) mit den
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2.5 Akkumulationsstruktur im Phasenraum

Starkfeld-Regime

Keine Akkumulation

0 6 1075 107* 1073 10 2 10 1o10° 10t 102 10 10%
A/nm

Abbildung 2.3: Das qualitative Verhalten der Teilchendichte f in Abhéngigkeit von den Pa-
rametern A und E (die sogenannte Parameterlandschaft, nach [Blal3b]). Im blauen Bereich
(in [Bla13b] ,,Resonance-Regime* genannt) kommt es zur Akkumulation aufgrund von Multi-
photonenprozessen, im orangefarbenen (,,Strong-Field-Regime“) geschieht dies durch Tunneln
und im Rest (,,Calm Valley*) gibt es keine Akkumulation.

oben eingefithrten dimensionslosen Gréflen
- 2
flm, 7)== /dT'/iQ(ﬂ',T’)eZiXe(”’TI)

70

) (2.47)

1+7TJ_ /d y_sinT exp 2zx/d7'"w w, ")

Fir k <« 1, d.h. schwache Felder Ey oder hohe Frequenzen v, kann man & durch &y =
14+ Tri + wﬁ anndhern, wodurch das Integral der dynamischen Phase einfach wird und sich
f analytisch berechnen lasst. Wir setzen aulerdem & := 2x@g und 79 = 0 und erhalten

2
K> 1—1—7&

I=5

/ dr sin 1 e2X@07

1+e%7(i¢sinT — cos7) ?
1—¢&2

54
2.4 1+7Ti

= 8K"X WF(&T%

1
— 82y
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2 Kinetische Gleichung
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Abbildung 2.4: Eine schematische Darstellung der Teilchendichte f Giber dem Phasenraum
(pL,pyp)- In dem Bereich findet Akkumulation statt, in dem roten nicht. Auf der

gestrichelten Linie gilt die Energie-Impuls-Relation, wobei die Teilchen gerade die halbe
Energie des Lasers haben.

wobei F(£,7) = 1 — 2€sin7sinér — 2cos7coséT + €2 sin 7 + cos? 7, welches nur zeitlich

oszillierende Terme enthélt®. Die Dichte f zeigt dadurch fiir € — 1 resonantes Verhalten
flesr = 2k2x 4 (1 + Wi) (7'2 — 27sin 7 cos T + sin? 7') (2.49)

mit einem nichtoszillierenden Anteil. Demnach gibt es zwei unterschiedliche Regionen im
Phasenraum:

1. Fiir alle 7w mit () # 1 oszilliert® f mit unterschiedlichen Frequenzen. Die Funktion
F(&,7) lisst sich einfach durch &2 + 2€ + 4 nach oben abschitzen. Damit fillt f mit
geniigend grofier Potenz fiir m; — oo und 7 — oo ab, sodass bei Integration tiber

diesen Phasenraumbereich n endlich bleibt und zwischen 0 und dieser oberen Schranke
oszilliert.

2. Hingegen oszilliert f]| el nicht nur, sondern wichst asymptotisch wie 72. Wir werden

®Man vergleiche diesen Ausdruck z.B. mit der Gleichung (104) in [Mic13]. Dort wird ein anderer Zugang zur
Beschreibung von Paarproduktion gewahlt, aber die Ergebnisse &hneln sich. Der entscheidende Unterschied
liegt jedoch im Nenner, der in dem Artikel nicht Null werden kann, wie hier.

5Die Dichte f(m,7) ist nur dann streng periodisch beziiglich der Abhiingigkeit von 7, wenn &(7) € Q.
Ansonsten liegt ein ,fast periodisches” Verhalten vor. Das ist hier mit ,,Oszillation“ gemeint.
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2.6 Hohere Schalen

spater diesen Anteil von f als den identifizieren, der auch nach dem Ausschalten des
Feldes nicht wieder auf Null absinkt.

Was bedeutet & — 1 aber physikalisch? Man setzt die Definitionen ein und erkennt

3—42ﬁ—4m2@+n2+ﬂ)i1:nﬂ+24—2—ﬂ (2.50)
=SXWo =43 L) = PLTP = 4 :

Das ist gerade die Energie-Impuls-Relation fiir ein Elektron der Energie v/2. Wir inter-
pretieren diese Gleichung so, als wiirde ein Photon der Energie v aus dem Reservoir des
Lasers ein Paar erzeugen. Dieser Prozess ist im Vakuum kinematisch ausgeschlossen, aber im
Hintergrundfeld des Lasers moglich. Zusammengefasst ergibt sich aus dem mit den beiden
Néherungen f < 1 und k < 1 verbundenen analytischen Resultat das in Abbildung 2.4 dar-
gestellte Schema der Phasenraumverteilung. Die Akkumulation geschieht auf einer ,,Schale®,
die durch den Radius

V1 —4x2
ﬂ-r:’/ﬂ-ﬁ+ﬂ-i:T bzw. pT:1/pﬁ+pi:mﬂ'T (251)

gegeben ist, und kann daher nur erfolgen, wenn m, > 0 gilt. Das bedeutet aber einfach y < 1/2
oder v > 2m, d.h. das einzelne Laserphoton muss mindestens die doppelte Ruheenergie des
Elektrons, also =~ 1,022 MeV, aufbringen. Wir befinden uns daher in der Parameterlandschaft
(Abbildung 2.3) im unteren blauen Bereich, d.h. A < 2,43 - 1073 nm und E < 0,1 E..

2.6 Hohere Schalen

Es ist naheliegend anzunehmen, dass auch mehrere Photonen gleichzeitig ein Paar erzeugen

7. was mit der allgemeineren Energie-Impuls-Relation

,/m2+pi+pﬁ:ng, neN (2.52)

einhergeht. Wir wiirden daher aus unseren bisherigen Uberlegungen weitere Akkumulations-

kénnen

schalen im Phasenraum erwarten. Deren Radien sind dementsprechend

Vi?

Ty, = ————  bzw. p, =mm. . (2.53)
n 2 n n
Der Index n € N zdhle im Folgenden diese Schalen ab.
Um diese Vermutung zu tberpriifen, streben wir eine Entwicklung in dem Parameter
k an. Die erste Schale lief3 sich analytisch durch die nullte Approximation von W = &g =
V14 773 + Wﬁ ableiten und die logische Vorgehensweise wire, in Gl. (2.47) eine Taylor-Reihe

"Ein sogenannter Multiphotonenprozess.
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2 Kinetische Gleichung

Py
n=
n=4
n=23
n=2
n=1

pr, = 1,33m
Dry = 3,17Tm
Dry = 4,90m
Dry = 6,09mM
Drs = 8,27Tm

Abbildung 2.5: Eine schematische Darstellung der Teilchendichte f tiber dem Phasenraum
(pL,p)) analog zu Abbildung 2.4 unter Beriicksichtigung der hoheren Schalen. Hierbei ist
x = 0,3 gewahlt.
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2.6 Hohere Schalen

fir @ in kK = 0 anzusetzen®. Dieses Vorgehen wird allerdings durch den Term exp (Qz'xé))
analytisch erschwert. Wir entwickeln daher unsystematisch nur den Term 1/@? und si-
chern unsere Ergebnisse nachfolgend durch numerische Simulationen der vollen kinetischen
Gleichung ab.

Die Taylor-Reihe fiir 1/&? lautet

1 1 27r|| 37Tﬁ — Wi -1

2 3
=7 = ~% 5 cos T + K> 5 cos” 7+ O(K”)
H (2.54)
—ka 1—cos “tr.
wg"

Dabei sei 11, der Phasenraumfaktor, den man aus den Ableitungen gewinnt, d.h. II; =1,
Iy =2m, II3 = 37Tﬁ - 7'['3_ — 1, usw. Wir bemerken fiir spatere Zwecke, dass II; 7T|]T_1. Setzt
man diese Reihe in Gl (2.47) ein und néhert 2ix© durch 2ix&or = ié7 und setzt auBerdem

wieder 7y = 0, so erhéilt man

2
1 N KE
f= % —;fl Z = 2k /d’]' sin 7’ cos® 1 /e (2.55)
0 Jrk=1 “0

Uber die Relation sin x cos® z = 1/2¥ sin((k + 1)z) kann man die Integrale &hnlich wie das

fir die erste Schale berechnen:

1 (i€sin(kT) — kcos(kT))e™ + k
9k—1 k2 — 52 ’

.
/dT' sin 7/ cost 1 e = (2.56)

Ebenso ist der Grenzwert dieses Integrals fiir £ — n, also wenn wir uns im Phasenraum auf

eine Schale bewegen, wieder endlich:

T .
1 1—e*7 4 2inT
lim [d7 sin7 cos™ ! e’ = . 2.57
Jim fdr’sin 7 cos™ " r'e St - (2.57)
0

Die Interpretation erfolgt analog zu der fiir die erste Schale (fiir die n = 1 gilt). Fiir jedes
einzelne n = 1,2,... gibt es wieder die beiden Félle £ # n und £ = n. Fiir den ersten
oszilliert jeder Summand in den Betragsstrichen von Gl. (2.55) und ist beschriankt, und
somit auch die Dichte f selbst. Fiir den zweiten fiihren wir den Grenziibergang & — n in der
Betragsfunktion aus. Dadurch wird fiir k¥ = n der Summand o 7. Dessen Betragsquadrat
liefert einen Term o< 72, die Mischterme mit den anderen Summanden einen o< O17 und der

Rest ist oc Os. Dabei sind O und Oy beschrénkt oszillierende Terme, deren genaue Form

8Und damit insbesondere auch fiir die dynamische Phase ©.
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2 Kinetische Gleichung

fiir das Weitere unerheblich ist. Zusammengefasst ergibt sich

1 9 2\ 2n
F(rm)le s, = in% (52) (1 + ﬂi) 2 (7'2 +O17 + 02) . (2.58)

Die Argumente 7 und 7, fiir den Phasenraumterm (1 + 72 ) 112 werden dabei durch die
Bedingung &(7) = n auf einen eindimensionalen Unterraum, die n-te Akkumulationsschale,
eingeschriankt. Durch diese Erkenntnis erweitert sich das in Abbildung 2.4 gezeichnete Bild
des Phasenraumes zu dem in Abbildung 2.5. In den griinen Bereichen ist £ = n fiir das
jeweils angegebene n. Dort findet die Teilchenakkumulation statt und die Dichte ist durch
Gl. (2.58) gegeben. In den iibrigen roten Gebieten oszilliert f nur.

Aus der physikalischen Uberlegung heraus sollten die htheren Schalen, da es sich bei
ihnen um n-Photonen-Prozesse handelt, eine geringere Ausbeute an Elektronen-Positronen-
Paaren liefern. Das liegt an zwei verschiedenen Sachverhalten. Zum einen werden die
Akkumulationsschalen mit steigendem n schmaler, wie in Abbildung 2.5 angedeutet. Das
werden wir durch numerische Beispiele bestétigen. Andererseits benotigen sie auch wesentlich

langer zur Akkumulation, wie im folgenden Abschnitt dargestellt.

2.7 Akkumulationszeiten

Die Niederdichte-Naherung (Gl. (2.30) bzw. Gl. (2.47)), die unter der Annahme f < 1

hergeleitet wurde, hat zwei sehr gute Eigenschaften:

1. Da f(p,ty) = 0 ist, gilt sie immer mindestens fiir kleine Anfangszeiten ¢ € [0, tq] mit

einem bestimmten ¢)q. Es kann ebenso tjq = to, vorkommen.

2. Sie gibt von sich aus Auskunft iiber ihre Giltigkeit, denn wenn fiir das gendherte f

gilt f ~ 1, ist sie offenbar nicht mehr giiltig.

Diese beiden Tatsachen machen wir uns zu Nutzen, um die Akkumulationszeit 7, der n-ten
Schale zu definieren. Auf einer Schale wiichst f gemi Gl. (2.58) zuerst mit 72. Daher ist

zur Zeit?

n? \"
- (%x?) (2.59)
die Dichte f so grofl geworden, dass die Niederdichte-Ndherung keine Giltigkeit mehr besitzt,
und man sich mit Numerik behelfen muss.

Die n-te Schale existiert nur, wenn y < n/2, was aus der Energie-Impuls-Relation (2.52)

folgt. Damit folgt auch 2 < n?/2x?, wodurch die Akkumulationszeit fiir hohere Schalen

9Da dies eine Definition darstellt und zur Illustration von Zeitskalen dient, ist es opportun, die Faktoren
1/2, (1 + ﬂ'i) 12 sowie die oszillierenden Terme in Gl. (2.58) nicht zu beriicksichtigen.
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Abbildung 2.6: Die Akkumulationszeiten der n-ten Schalen fiir xy = 0.3. Die verschiedenen
Symbole entsprechen unterschiedlichen Werten fiir den Parameter . Fiir @ ist x = 0,01, fir
0,02 und fiir ¢ 0,05.

sehr schnell grofier wird, wie man Abbildung 2.6 entnimmt. Die Erzeugung von Paaren aus
diesen Schalen ist fiir kurze Zeiten stark unterdriickt. Bis zu xk &~ 1 tragt nur die kleinste
erlaubte Schale signifikant zur Paarproduktion bei. Trotzdem &ndert dies den Charakter
des Multiphotonen-Regimes in Abbildung 2.3. Im tiefblauen Bereich bis A < 2,43 - 10~3 nm
geschieht die Akkumulation auf der n = 1-Schale. Er reicht daher bis x = 1/2 bzw.
A = A¢/2 mit der Compton-Wellenléinge'® A\c = 2,426 - 1073 nm. Im niichsthelleren Bereich
bis A < 4,86 - 1073 nm ist diese Schale kinematisch verboten, sodass die Akkumulation bei
wesentlich ldngeren Zeitskalen auf der n = 2-Schale, ab A = A\¢, erfolgt. Dementsprechend

schlieflen sich weitere Bereiche fiir n = 3,4,... bei A = 3/2\¢,2\¢, ... an. Mit steigendem

Man mag fragen, warum wir so kleine Wellenléingen betrachten, war doch unser Modell, das wir zur
Realisierung der Annahmen der kinetischen Gleichung (ein homogenes, rein zeitabhéngiges elektrisches
Feld) verwenden, davon ausgegangen, die sich iiberlagernden Laser hatten eine Wellenldnge > A¢, sodass
die resultierende stehende Welle auf der Skala der Compton-Wellenlénge homogen ist, siche Abbildung 2.1.
Das Ziel dieses Kapitels ist aber die Untersuchung der kinetischen Gleichung, auch in Grenzbereichen der
Parameterlandschaft, nicht deren realistische Implementierung. Die kinetische Gleichung gilt unabhéngig
von einer konkreten physikalischen Situation, in der sie verwirklicht sein kénnte.
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Abbildung 2.7: Akkumulationszeit 7,;, der kleinsten erlaubten Schale in Abhéngigkeit von x
bei k = 0,01.

n bzw. X ist in ihnen jedoch die Teilchenproduktion so stark unterdriickt, bzw. sind die
Akkumulationszeiten gegeniiber realistischen experimentellen Bedingungen oder sogar den
Moéglichkeiten der Computernumerik so lang, dass wir vereinfachend sagen, es gebe in diesen
Regionen keine Akkumulation. Dies ist in der Abbildung 2.3 dadurch ausgedriickt, dass das
blaue Multiphotonen-Regime mit jeder hoheren erlaubten Schale heller wird, bis es in das
weifle ,,Calm Valley* {ibergeht.

Im Artikel [Bla13b] ist der Ubergang vom Multiphotonen-Regime zum ,,Calm Valley*
scharf bei A = A\¢/2. Das zeichnet aber ein vereinfachtes Bild, denn wie wir gesehen haben,
modifizieren die hoheren Schalen den Ubergang. Er ist zum einen nicht mehr scharf, sondern
kontinuierlich und er ist in Richtung gréflerer Wellenléngen verschoben.

Wir konnen ein Gefiihl fiir diesen Ubergang entwickeln, indem wir die GroBe Tyin betrach-
ten. Diese sei definiert als die Akkumulationszeit 7,, (siehe Gl. (2.59)) der fiir den Wert y
n=[2x]" Wie man in Abbildung 2.7 sieht, wéchst sie

sehr schnell, wobei T, — 0o das ,,Calm Valley“ charakterisiert. Die Spriinge der Funktion

kleinsten erlaubten Schale, d.h. Ty = 74|

rithren von den Ubergéingen zwischen einer erlaubten Schale und der néchsten her. Rechnet
man in SI-Einheiten um, so ist ¢y, schon fiir x &= 5 von der Groflenordnung einer Sekunde.
Da es auf absehbare Zukunft experimentell unrealistisch erscheint, zwei Laser solch hoher

Frequenzen tiber makroskopische Zeitskalen zu iiberlagern, um das benétigte E- bzw. A-Feld
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2.8 Dynamisch assistierter Schwinger-Effekt

zu erzeugen, kann man ab diesen Wellenldngen schon von keiner Akkumulation sprechen.

2.8 Dynamisch assistierter Schwinger-Effekt

Die Ergebnisse der vorangegangenen Abschnitte lassen wenig Hoffnung, den dynamischen
Schwinger-Effekt mittels eines einfachen Sinus-férmigen elektrischen Feldes zu beobachten,
da die dafiir notigen Feldstirken bzw. Frequenzen fiir gegenwértig verfiigbare Technologien
zu hoch sind. Aus diesem Grund wurde von verschiedenen Autoren vorgeschlagen, zwei Felder
mit unterschiedlichen Parametern zu nutzen, siehe z.B. [Sch08,Fey12,Ort11, Koh12b, Dun09].
In diesen Arbeiten wird ein Effekt aufgezeigt, der dynamisch assistierter Schwinger-Effekt
genannt wird. Dabei wird einem starken, langsam verdnderlichen Feld ein schwécheres, dafiir
aber sehr schnell verdnderliches iiberlagert. Als Resultat daraus wird die Teilchenproduktion
um bis zu einen Faktor ~ 100 verstarkt.

Die Ansitze [Ort11, Koh12b] arbeiten mit der Uberlagerung zweier Sauter-Pulse der
Form E(t) = Ey/ cosh?(vt). Wie in Abschnitt 2.4 erwihnt, ist dieser Sauter-Puls aber kein
gutes Modell fiir einen Laser, da er eine Gleichspannungskomponente enthéalt. Wir wollen
daher untersuchen, ob der Verstarkungseffekt auch fiir zwei sich {iberlagernde Sinus-férmige

elektrische Felder auftritt. Wir geben uns daher die Felder folgendermaflen vor:

/

E E,
E(t) = Egsin(vt) + E|sin(V/'t), A(t) = 70 cos(vt) + 7? cos(V't) . (2.60)

Fiir die Feldstarken gelte Fy < E{, und fiir die Frequenzen v/ < v. Es ist wieder niitzlich,

dimensionslose Groflen wie in Gl. (2.47) zu benutzen:

T !

/dT/ K sin 7'/~+ K'osin(or’) exp [ 2ix /T A", ")
LL)Q(TI', T/) 0

0

2
1+ 72
fm,7) = =

(2.61)

Die dimensionslosen Groflen sind bis auf das neue o vollig analog zu den bisher gebrauchten,
x und x, aus Gl. (2.45).

, eE} eEy m v
K = K=— X=—, o0=—, T=1ut,
v

7 )
muv mv

R

(2.62)

o(m,7) = \/1 + 7] 4 () — KcosT — K/ cos((fT))2

Fiir diese GroBen gilt k < & < 1 und ¢ < 1. Ahnlich wie in den Abschnitten 2.5
und 2.6 entwickelt man den Nenner @? in den Parametern x und ' und fithrt dann den
Grenziibergang & = 2wgx — 1 durch, betrachten also die Dichte f auf der ersten Schale des
hochfrequenten Feldes. So ergibt sich

2
(1 + 87TH/€/X2) 2+ 017+ 0y . (2.63)

f(7-¢7r)‘§—>1 = 2’{2X4(1 + ﬁi)
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2 Kinetische Gleichung

Die Akkumulation wird also im Vergleich zu Gl. (2.49) um den Faktor
1.2 2
(1 +8mx'x?) (2.64)

verstirkt, bzw. die Akkumulationszeit 71 um ebendiesen Faktor reduziert. Die Frequenz des
starken Feldes ist eigentlich zu niedrig, um auf dieser Schale direkt beizutragen, doch das
schwache Feld wirkt hier gewissermaflen als Katalysator und gibt dieser Moglichkeit Raum.

Obwohl die Herleitung unter der Annahme x’ < 1 durchgefiihrt wurde, lisst sich ein
generischer Zusammenhang vermuten, der mittels starker Erhohung von x’ eine unter
realistischen experimentellen Bedingungen beobachtbare Dichte f ermdglichte. Es gibt
unseres Wissens nach noch keine Veroffentlichung zum dynamisch assistierten Schwinger-
Effekt, bei dem zwei Sinus-férmige Felder iiberlagert werden. Insofern ist dieser Abschnitt

ein erster Schritt zu dessen Verstdndnis, der weiterer Untersuchung bedarf.

34



3 Numerische Resultate

Die Ziele der folgenden numerischen Untersuchungen werden sein, die analytischen Resultate
zu bestéatigen, in Parameterbereichen zu testen, in denen die fiir die Herleitung erforderlichen
Né&herungen keine Giiltigkeit mehr haben, und offen gebliebene Fragen zu beantworten.
Insbesondere soll die Existenz der Akkumulationsschalen, ihre Lage im Phasenraum und das
Verhalten der Akkumulationszeiten tiberpriift werden.

Die iiber den Impulsraum integrierte Dichte n wurde im analytischen Teil vernachléssigt,
da selbst in Fillen, in denen man f berechnen kann, die Abhéngigkeit von p; und pj
zu kompliziert ist, um die Integration iber diese Variablen durchzufithren. Es ist daher
noch offen, welchen Beitrag die jeweiligen Schalen liefern und ob die Vernachléssigung der
Phasenraumfaktoren in der Definition der Akkumulationszeiten nicht zu stark vereinfachend

war.

3.1 Floquet-Theorie

Grundlage fiir die numerische Simulation ist die dimensionslose kinetische Gleichung (2.46).
Die Implementierung erfolgte in C++ mit Hilfe von odeint!, welches Losungsroutinen fiir
gewohnliche Differentialgleichungen bereitstellt, und der Bibliothek fiir lineare Algebra
eigen?.

Man kann die Simulation, bei der Gl. (2.46) z.B. einfach mittels eines Runge-Kutta-
Verfahrens integriert wird, um Groéflenordnungen beschleunigen, indem man das Floquet-
Theorem anwendet. Dazu bringen wir Gl. (2.46) mittels der Substitution w :=1 — f auf die
Form (siehe auch Anhang B)

q w 0 —kQ@Q 0 f
a el = kQ 0  —2xo| |ul . (3.1)
v 0 2xo 0 v

Diese Gleichung hat drei linear unabhéngige Losungen [Tes12]. Ordnen wir diese als drei
Spalten nebeneinander an, erhalten wir eine 3 x 3-Matrix, die man auch die Fundamental-

matrix des Systems nennt. Wir bezeichnen sie mit O, und es sei O(1p) = 1. So ist Gl. (3.1)

"Mttp://www.odeint.com
*http://eigen.tuxfamily.org
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dquivalent zu

dO(m, )

dr

= M(m,7)O(mw,7), O(mw,m9)=1, (3.2)

wobei die Koeffizientenmatrix M durch

~ 0 —kQ(m, ) 0
M(m,7)= | kQ(m,T) 0 —2x w(m,T) (3.3)
0 2x &(m, ) 0

gegeben ist. Weil als Formfunktion die einfache Rechteckfunktion g; aus Gl. (2.36) gewéhlt
wurde, sind die Felder periodisch: A(7+27) = A(7) und E(7+27) = E(7). Damit gilt auch fiir
die Koeffizientenmatrix M (7 + 27) = M (7) und das Floquet-Theorem ist anwendbar [Tes12].

Es besagt, dass sich die Fundamentalmatrix als ein Produkt
O(r) = P(r)e"™" (3.4)

schreiben lasst (0.B.d.A. 79 = 0). Dabei ist P periodisch, P(7+27) = P(7), und R ist konstant
(siehe z.B. Kapitel 3.6 in [Tes12]). Die Losung einer periodischen linearen Differentialgleichung
ist also i.A. nicht selbst periodisch, sondern das Produkt einer periodischen Funktion
und eines Exponentialterms. Aus Gl. (3.4), der Anfangsbedingung und der Periodizitét
von P folgt unmittelbar O(7 + 27n) = O(7)e*™® = O(7)O(27)". Man muss also die
Differentialgleichung (3.3) nur bis 7 = 27 l6sen. Fiir 7 > 27 lisst sich O(7) dann einfach
durch Matrixmultiplikation bestimmen, was wesentlich weniger Rechenaufwand erfordert,
als die Integrationsroutinen fiir gewohnliche Differentialgleichungen.

Noch wichtiger ist aber das Komplexitéitsverhalten. Will man z.B. f bei 7 = 2F . 27
berechnen, muss man nur O(27) mittels der Differentialgleichungsroutinen berechnen und
danach k Matrixmultiplikationen durchfithren. Somit héngt die Rechenzeit logarithmisch
von 7 ab, d.h. sie wichst wie O(log 7). Da O stets eine orthogonale Matrix sein soll (siehe
Anhang B), lasst sich der Fehler leicht kontrollieren, indem die einzelnen Spalten von O
nach einer gewissen Anzahl an Multiplikationen wieder auf eins normiert werden. Alternativ
multipliziert man O dazu mit (det O)~1/3.

Unser so optimiertes Rechenverfahren benutzen wir im Weiteren fiir die Simulation der

kinetischen Gleichung.

3.2 Entwicklung der Phasenraumverteilung

Als erstes wollen wir betrachten, wie sich die Schalen iiber die Zeit formieren. In Abbildung 3.1
ist die Teilchendichte jeweils nach 10, 20, 50, 100, 200 und 500 vollen Perioden dargestellt.
Die Parameter sind x = 0.1 und x = 0.2. Damit ist unsere Naherung x < 1 noch giiltig und
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Abbildung 3.1: Die Teilchendichte f in Abhéngigkeit des Impulses zu verschiedenen Zeiten.
Die dimensionslosen Parameter sind x = 0,1 und x = 0,2. Man beachte die logarithmische
Auftragung der Farbskala (rechtes Panel).

da x < 0,5 ist, sind alle Akkumulationsschalen erlaubt. Aus Gl. (2.53) folgt fiir die ersten
drei Radien: p,, = 2,29m, p,, = 4,90m und p,, = 7,43m. Das stimmt augenscheinlich
mit der Abbildung sehr gut iiberein. Die erste Schale ist nach 10, die zweite nach 20 und
die dritte nach 50 Perioden deutlich auszumachen, obwohl sie zu diesen Zeiten noch nicht
saturiert, d.h. f ~ 2 sind. Das bedeutet auch, dass die Akkumulationszeit aus Gl. (2.59)
nur eine Obergrenze fiir die Zeit setzt, ab der man produzierte Teilchen beobachten kann.
Tatséchlich ist das, wie man anhand der Abbildung sieht, schon wesentlich frither méglich.

Als néchstes soll f zu gleichen Zeiten, aber bei variierendem Parameter y betrachtet
werden. Wenn die Vorhersage stimmt, miissten die Radien der Schalen mit grofier werdendem

X kleiner werden. Auflerdem sollte bei x = 0,5 die erste und bei x = 1 die zweite Schale
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Abbildung 3.2: Die Teilchendichte f in Abhéngigkeit des Impulses zur Zeit ¢ = 10007, fir
# = 0,1 und verschiedene Werte y = 0,4 (links), 0,8 (mitte), 1,2 (rechts).

verschwinden. Um das zu illustrieren, wéhlen wir fiir y die Werte 0,4, 0,8 und 1,2. Die
Dichten sind in Abbildung 3.2 dargestellt. Man erkennt in dem linken Graphen fiir y = 0,4
noch die drei Schalen, wobei deren Radien kleiner sind, als fiir x = 0,2 in Abbildung 3.1.
Im mittleren Graphen ist die erste Schale verschwunden und die beiden verbliebenen nach
innen geriickt, und im letzten ist nur noch die dritte {ibrig. Die Numerik bestéatigt also auch
hier die Ergebnisse der analytischen Rechnung.

Es verbleibt noch die Abhéngigkeit von s aufzuzeigen. Wir gehen nach demselben Muster
vor, halten ¢ konstant und setzen y = 0,2, sodass wir alle Schalen sehen kénnen. Fiir x
wéahlen wir 0,1, 0,5 und 1. Die Graphen der resultierenden Dichten finden sich wiederum
in Abbildung 3.3. Die Ubereinstimmung mit der aus den analytischen Betrachtungen ge-
wonnenen schematischen Abbildung 2.5 ist besonders fiir den rechten Graphen evident. Bei
genauerer Betrachtung aller bisherigen Abbildungen féllt die Tatsache ins Auge, dass f =0
auf der zweiten Schale bei pj| = 0 gilt. Im rechten Graphen (fiir £ = 1) von Abbildung 3.3
erkennen wir zudem auf der dritten Schale zwei Punkte, und bei genauem Hinsehen auf der
vierten Schale drei Punkte, bei denen die Dichte verschwindet. Das ist eine Konsequenz des
Phasenraumfaktors II,, in Gl. (2.58). Dieser besitzt gerade n — 1 Nullstellen. Beispielsweise
ist IIo = 27 und daraus folgt die verschwindende Dichte auf der zweiten Schale bei p; = 0.

Die héheren Schalen werden nicht nur durch héhere Akkumulationszeiten unterdriickt,
sondern vor allem nimmt ihre Dicke und damit die Zahl der produzierten Teilchen mit
steigendem n ab. Um dem entgegenzuwirken, muss man « erhéhen, weil dadurch die Schalen
wieder breiter werden, wie man in Abbildung 3.3 gut erkennt. Effektive Paarproduktion
ist demnach ein Wechselspiel zwischen den Parametern y und x: Bei kleinem y, d.h. hoher

Laserenergie, sind die Schalen mit kleinem n erlaubt, und selbst bei kleinem x und damit
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3.2 Entwicklung der Phasenraumverteilung
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Abbildung 3.3: Die Teilchendichte f in Abhangigkeit des Impulses zur Zeit ¢ = 10007, fiir
X = 0,2 und verschiedene Werte x = 0,1 (links), 0,5 (mitte), 1 (rechts).

kleinen Feldstérken findet Akkumulation statt. Ist x hingegen grof3, hat man nur die héheren
Schalen zur Verfiigung, und « muss dementsprechend gréfler gewahlt werden.

Bisher war die analytische Betrachtung sehr erfolgreich und stimmte mit der Numerik gut
iiberein, selbst wenn nicht mehr f < 1 galt, was fiir die Niederdichte-N&herung erforderlich
war. Ebenso beeintrichtigte die Idee, zwar @ im Nenner von Gl. (2.47) nach & zu entwickeln,
nicht aber im Exponenten, die Ubereinstimmung nicht. Bemerkenswerterweise bleiben die
Schalen auch bei saturiertem f, d.h. f ~ 2, in ihrer Form konstant. Man hétte hier wesentliche
Abénderungen, resultierend aus der vollen Gleichung, gegeniiber der Niederdichte-N&herung
erwarten konnen.

Erhohen wir die Feldstirke und damit den Parameter x noch weiter, verformen sich die
Schalen sukzessive so stark, dass sie nicht mehr zu erkennen sind. Dazu betrachten wir
Abbildung 3.4. Fiir k = 2,0 ist nur die n = 1-Schale etwas deformiert, aber noch erkennbar,
die anderen Schalen sind ,intakt®. Fiir x = 4,0 ist die erste Schale nicht mehr auszumachen,
die zweite deformiert und die restlichen intakt. Bei x = 6,0 schliefSlich sind die ersten beiden
nicht zu erkennen, die dritte deformiert und die restlichen intakt. Man kann sehen, wie
mit steigendem k die Ndherung formlich ,,zusammenbricht“, was daran liegt, dass © im
Exponenten von Gl. (2.47) nicht mehr durch @y gendhert werden kann. Ebenso nimmt die
Zahl erzeugter Paare mit steigendem k augenscheinlich deutlich zu. Das liegt nicht nur an
den steigenden Beitrdgen hoherer Schalen, sondern vor allem an dem ,Verschmieren® der

niedrigen, die sich jetzt liber einen wesentlich grofieren Bereich im Phasenraum erstrecken.
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3 Numerische Resultate

02 46 810 0 2 46 810 0 2 4 6 810
pL/m PL/m pL/m

Abbildung 3.4: Die Teilchendichte f in Abhingigkeit des Impulses zur Zeit ¢t = 108 T, fiir
X = 0,2 und verschiedene Werte x = 2,0 (links), 4,0 (mitte), 6,0 (rechts). Die Farbskala ist
hier linear (rechtes Panel), nicht logarithmisch wie in den iibrigen Abbildungen.

3.3 Evolution der Dichte

Nach der Klarung der Phasenraumstruktur von f wenden wir uns der iiber den Impulsraum
integrierten Dichte n, definiert in Gl. (2.27), zu. Es stellt sich aber numerisch sofort die
Frage, wie weit man die Impulsintegration ausfithren méchte. Denn um n zu berechnen,
diskretisieren wir den Impulsraum, losen die Differentialgleichung (2.26) an jeder dieser
Stiitzstellen, und gewichten und summieren das Ergebnis schliefllich. Daher miissen wir eine
Grenze fiir die Impulse festlegen®, d.h. 0 < p, < p, . und “Dlmax S P|| S Dmax- Diese
Grenzen hdngen von den Parametern x und x ab, und miissen so gewéhlt werden, dass iiber
die wichtigsten Beitrége abintegriert wird. Diese Wahl lésst sich nur schwer automatisieren
und wird daher von Fall zu Fall ,von Hand“ eingestellt. Aus den bisherigen Abbildungen
erschlieBt sich z.B., dass bis ca. k < 4,0 eine Integration bis p, .. = p|,.... = 11 m ausreichend
ist.

Betrachten wir also Abbildung 3.5. Die kleinen Oszillationen besitzen gerade die doppelte
Frequenz 2v des dufleren Feldes (bzw. sind von der Form ~ sin?(vt)). Sie rithren von
Oszillationen der Dichte in einer Region um den p; = p = 0 Punkt im Phasenraum her?.

Fiir die rote Kurve ist y = 0,2 und fiir die griine ist x = 0,4. Somit ist auf ihnen die

3Man kann zwar durch Variablentransformation auch numerisch bis p||, pL — oo integrieren, das ist aber
hier nicht praktikabel, da fiir jeden Zeitpunkt ¢ i.A. neue Stiitzstellen ausgewahlt wiirden, die dann erst
bis ¢ integriert werden miissten.

“Dieses Verhalten ist in gedruckter Form schlecht zu dokumentieren, aber im Rahmen dieser Arbeit
entstanden einige Videos von Simulationen der kinetischen Gleichung, die man unter http://www.hzdr.
de/db/Cms?p0id=37842&pNid=248 abrufen kann.
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3.3 Evolution der Dichte
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Abbildung 3.5: Die integrierte Teilchendichte in Abhéngigkeit der Zeit fiir x = 0,1 und
verschiedene Werte x = 0,2 (rot), x = 0,4 (griin), x = 0,6 (blau)
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0 10 20 30 40 50 60 70 8 90 100 110 120

vt/2m

Abbildung 3.6: Die integrierte Teilchendichte in Abhéngigkeit der Zeit fiir y = 0,2 und
verschiedene Werte x = 0,02 (tiirkis), £ = 0,05 (blau), k = 0,1 (griin), k = 0,2 (rot)
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3 Numerische Resultate

K T1/2T  Utmax/27
002 9947 107
0,05 39,79 43
0,1 19,89 99
0,2 9,95 11

Tabelle 3.1: Die Akkumulationszeit 71 der ersten Schale verglichen mit der Zeit vt,.« bei der
die integrierte Dichte n ihr erstes Maximum erreicht, bei konstantem x = 0,2 und verschiedene
Werte k.

erste Schale erlaubt und liefert einen grofien Beitrag zur Dichte. Diese steigt bis zu einem
Maximum an, bei dem die erste Schale gesattigt ist. Der Pauli-Term in Gl. (2.28) lasst dann
die Punkte in der Umgebung der Schale Oszillationen mit wesentlich kleineren Frequenzen
durchfithren, die zu der langsamen Oszillation von n fithrt. Die Dichte ist fiir x = 0,4 vor
allem darum kleiner als fiir x = 0,2, weil der Schalenradius kleiner ist (0,75 m gegen 2,29 m)
und so das Phasenraumvolumen geringer ist.

Fiir die blaue y = 0,6-Kurve ist hingegen erst die zweite Schale erlaubt, die nur wesentlich
geringere Beitrdge liefert und auch langsamer akkumuliert. Trotzdem erkennt man bei
genauem hinsehen, dass auch diese Kurve ansteigt.

In Abbildung 3.6 vergleichen wir die integrierte Dichte n fir konstantes y = 0,2 und
variierende k. Mit steigendem x wéchst die Dichte und das erste Maximum wird bei fritheren
Zeiten erreicht. Wir wollen nun betrachten, wie sich dieses Maximum zu den analytisch
abgeschitzten Akkumulationszeiten verhélt. In Tabelle 3.1 ist die Akkumulationszeit der
ersten Schale gemaf Gl. (2.59) zusammen mit der Zeit, bei der das erste Maximum auftritt,
dargestellt. Die Ubereinstimmung mit der sehr groben Abschitzung der Akkumulationszeit
ist bemerkenswert gut. Wenn x > 0,5 ist, d.h wenn die erste Schale nicht mehr erlaubt ist,
wird die Ubereinstimmung schlechter als in unserem Fall, weil dann die Phasenraumfaktoren,

die bei der Definition von 7, vernachléssigt wurden, stdrker ins Gewicht fallen.

3.4 Langsames Ein- und Ausschalten

Im letzten Abschnitt haben wir Ergebnisse der numerischen Simulation der kinetischen
Gleichung betrachtet, wenn das Feld abrupt ein- und wieder ausgeschaltet wird. Das korre-
spondiert mit der Formfunktion (2.36). Wir wollen jetzt betrachten, ob die dabei erzielten
Ergebnisse auch bestehen bleiben, wenn man das Feld langsam ein- und ausschaltet, d.h. die
Formfunktion (2.41) verwendet.

Wegen der besonderen Eigenschaften des C°°-Pulses kénnen wir das Floquet-Theorem

leicht abgewandelt weiter verwenden. Wie im Abschnitt 2.4 erwéhnt, gilt

gb<t<a+b)=1, (3.5)
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3.4 Langsames Ein- und Ausschalten
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Abbildung 3.7: Die Teilchendichte f in Abhangigkeit des Impulses fiir y = 0,2 und verschiedene

Werte k = 0,1 (links), 0,5 (mitte), 2,0 (rechts). Das Feld wurde tiber 50 Perioden langsam ein-
und ausgeschaltet und war dazwischen iiber 10'° Perioden an.

also ist die Koeffizientenmatrix fiir diese Zeiten periodisch. Wir miissen die Differentialglei-
chung daher nur fiir das Anschalten, fiir eine Periode des ,flat top“ und das Ausschalten
losen. Die Zwischenwerte erhdlt man iiber Matrixmultiplikation. Damit hingt der Rechen-
aufwand nur logarithmisch von der Breite des Pulses, aber linear von der Lange des Ein-
und Ausschaltvorgangs ab, ist also von der Ordnung O(b + Ina).

In Abbildung 3.7 betrachten wir die Phasenraumverteilung von f fiir einen sehr langen
Puls, a = 100 - 27, der iiber 50 Perioden ein- und wieder ausgeschaltet wird, b = 50 - 27.
Dies dient dazu, um uns das Langzeitverhalten zu verdeutlichen und sicherzugehen, dass
selbst zu sehr spiten Zeiten keine Uberraschungen lauern. Dieses Bild beantwortet uns
auch die Frage, wo im Phasenraum nach dem Ausschalten eine Residualdichte verbleibt.
Denn wenn das E-Feld gleich Null ist, wird auch @ in Gl. (2.28) zu Null. Da f « Q gilt,
ist demnach bei ausgeschaltetem Feld f = 0 bzw. f = const. Somit ist in Abbildung 3.7
eine tatséchlich messbare Elektronen/Positronen-Verteilung im Phasenraum zu sehen. Wie
bereits vermutet, verbleibt fiir kleine x im Wesentlichen nur auf den Akkumulationsschalen
eine Dichte. Die Abbildungen 3.7 und 3.3 sind sich sehr dhnlich, woraus wir schlielen, dass
der Ausschaltvorgang keinen wesentlichen Einfluss auf die Dichte hat. Tatséchlich lasst er
Ostzillationen von f, die mit der Frequenz des Feldes v ablaufen, gegen Null gehen. Das
beseitigt auch die Asymmetrien in der Variablen p aus Abbildung 3.3%. Die Akkumulation

auf den Schalen bleibt davon aber unberiihrt und deswegen sind sie nach dem Ausschalten

®Diese Asymmetrien liegen daran, dass die Verteilungen zu vollen Perioden abgebildet sind. Zu diesen Zeiten
hat A ein Maximum und gibt damit eine Vorzugsrichtung fiir p| vor. Unsere Formfunktion beseitigt diese
Vorzugsrichtung, wenn wir zusétzlich noch eine Phasenverschiebung einbauen, die | fooo A(t)dt = 0 macht.
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3 Numerische Resultate
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Abbildung 3.8: Die Dichte f auf der p, = pj-Geraden im Phasenraum fiir £ = 0,1 und x = 0,2
und fiir ein abrupt ein- und ausgeschaltetes Feld nach 10° Perioden.
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Abbildung 3.9: Die Dichte f auf der p; = pj-Geraden im Phasenraum fiir x = 0,1 und x = 0,2
und fiir ein langsam ein- und ausgeschaltetes Feld nach 10° Perioden.

auch noch vorhanden.
Um das etwas besser zu verstehen, betrachten wir f auf der p, = p|-Geraden im Pha-

senraum. In Abbildung 3.8 ist dieser Schnitt fiir ein abrupt ein- und ausgeschaltetes Feld
zu sehen, und in Abbildung 3.9 fiir ein langsam ein- und ausgeschaltetes, wobei das Feld
in beiden Féllen gleich lang an war. Die ersten drei Schalen sind bei beiden von der selben

Gestalt, werden also vom Ausschalten nicht beeinflusst. Hingegen nimmt f fiir p; = p; <m
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3.4 Langsames Ein- und Ausschalten
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Abbildung 3.10: Die integrierte Teilchendichte in Abhéngigkeit der Zeit fiir x = 0,1 und
verschiedene Werte x = 0,2 (rot), x = 0,4 ( ), x = 0,6 (blau). Das Feld wurde iiber 10
Perioden langsam ein- und ausgeschaltet und war dazwischen iiber 50 Perioden an.

wéahrend des Ausschaltens deutlich ab, da die Dichte in diesem Bereich die Oszillationen
mit der Frequenz v durchfiihrt, die durch das Ausschalten verschwinden. Auch die Nullstelle
direkt vor der zweiten Schale verschwindet dadurch, da diese ein Resultat der Asymmetrie
in p ist.

Das spiegelt sich auch in der impulsintegrierten Dichte wieder, die in Abbildung 3.10
dargestellt ist. Die gewdhlten Parameter sind dieselben wie in Abbildung 3.5. Man sieht
deutlich, wie die Oszillationen durch das Ausschalten verschwinden und eine konstante,
messbare Residualdichte verbleibt. Insbesondere fiir die blaue x = 0,6-Kurve geht n bis auf
geringe Beitrage der zweiten Schale wieder auf Null zuriick.

Dies beschlieit unsere Betrachtungen zum dynamischen Schwinger-Effekt. Im folgenden
Kapitel werden wir der fiir die Starkfeld-QED im allgemeinen und die Paarproduktion im
spezifischen sehr wichtigen Frage nach der Existenz von verallgemeinerten Volkov-Losungen

nachgehen.
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4 Untersuchungen von verallgemeinerten

Volkov-Losungen

Eine exakte, in analytischer Form angebbare Losung der Dirac-Gleichung im Feld einer ebenen
elektromagnetischen Welle wurde erstmals von Volkov (in deutscher Transkription auch
Volkoff) gefunden [Vol37]. Sie wird nach ihm Volkov-Losung genannt. Ziel dieses Kapitels ist
es, die Theorie dieser Wellenfunktionen darzustellen und nach moglichen Verallgemeinerungen
zu suchen, die es ggf. ermoglichen, Paarerzeugung zu beschreiben. Die Abschnitte 4.1 und
4.2 folgen dabei [Bag90] und [Lan80].

4.1 Dirac- und Klein-Gordon-Gleichung

Die Dirac-Gleichung mit minimal angekoppeltem Maxwell-Feld lautet

(i(@ + ied(x)) = m)i(z) = 0. (4.1)

Sie lasst sich oft besser handhaben, indem man ihre ,,quadrierte* Form, d.h. die iterierte Dirac-
Gleichung, betrachtet. Diese erhilt man, indem man die Gleichung mit dem adjungierten
Dirac-Operator i(@ + ieA(z)) + m multipliziert:

((@+ied(@)” +m?)u(x) =0. (4.2)
Der Term (@ + ied)? wird wie folgt umgeformt:

(@ +ied)? = 3 — (eA)? + icd A + ic A

D r e | . (43)
= 0° — (eA)* +ie(JA) + ie{yu, 1 }A*I”

wobei der auftretende Antikommutator {,,v,} = 2g,, gerade auf die Metrik g,,,, filhrt. Das

Resultat kann man mit der Klein-Gordon-Gleichung vergleichen:

(82 — (eA)? +2ieA-0 + ie((’})A)—sz)w =0 iterierte Dirac-Gleichung, (4.4)

(02 — (eA)? 4 2ieA-0 +m2)¢ =0 Klein-Gordon-Gleichung. (4.5)

Der Unterschied zwischen den Gleichungen besteht zunéchst im Spinorterm ie(@A). Zudem

ist ¢ ein Dirac-Bispinor mit dem Transformationsverhalten ¢ — ¢’ = S(A)1) unter Poincaré-



4 Untersuchungen von verallgemeinerten Volkov-Ldsungen

Transformation, wiahrend ¢ eine skalare Wellenfunktion ist. Aulerdem ist zu beachten, dass
man bei der Losung von (4.4) doppelt so viele linear unabhéngige Losungen erhélt, als die
Ursprungsgleichung eigentlich besafl. Die iiberfliissigen Losungen kann man durch Einsetzen

von v in die urspriingliche Dirac-Gleichung herausprojizieren.

4.2 Volkov-Zustande

Die Volkov-Zustidnde sind Losungen der Dirac- (4.4) bzw. Klein-Gordon-Gleichung (4.5) im
Feld einer ebenen elektromagnetischen Welle, wobei dieser Begriff hier in etwas weiterer
Bedeutung als gewohnlich gebraucht wird. Das Vierer-Potential einer ebenen Welle soll

definiert sein durch
A=A(p), ¢=k=z, mit k*=0. (4.6)

Dabei ist ¢ die invariante Phase des Feldes. A’ soll im Folgenden die Ableitung nach ¢
bedeuten, d.h. A’(¢) = dA(¢)/dp. Die hier verwendete Lorenz-Eichbedingung wird dadurch

0u A" (p) = (Oup) A" () = ky AW (k-x) = k- A'(k-2) = 0. (4.7)

Damit muss k- A gleich einer Konstanten sein, die man Null setzen kann, da die Addition
einer Konstanten zu A weder die Observablen verdndert noch die Eichbedingung verletzt.
Somit erhdlt man k-A = 0. Man kann sich diese Gleichung als die eigentliche Eichbedingung
vorstellen, die letztlich nur die Lorenzsche impliziert.

Es verbleibt noch eine weitere frei wihlbare Bedingung, um die Zahl der Freiheitsgrade
auf die richtige Zahl von zwei zu reduzieren. Man nutzt die verbliebene Eichfreiheit und
setzt z.B. A = 0. Somit bleibt

A(z) = (0,A(k-x)), k=0, k-A=k-A=0. (4.8)

Da das so festgelegte A-Feld nur von einer Variablen, der Lichtkegelkoordinate ¢, abhingt,

ist es naheliegend, auch 1 in (4.4) dhnlich anzusetzen:

¥(x) = F(e)u(p)e ™", p*=m?>. (4.9)

Dabei ist u(p) ein Spinor und F(p) eine Dirac-Matrix. Setzt man (4.9) in (4.4) ein und
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4.2 Volkov-Zustande

beachtet (4.8), so findet man

(k:QF" + 2ie(k-A)F' — 2i(p-k)F' + (2e(p-A) — (eA)? + iekA/)F>

x u(p)e P =0, (4.10)
e ! ep- (o 2
(o) = l Mo ( ra_ted) )] F(y).

Man beachte insbesondere, dass die hier fiir spatere Zwecke angegebene zweite Ableitung
(erster Term) durch die Lichtkegelbedingung k? = 0 herausfilllt, ebenso der zweite Term
x k-A. Fir Anfangsbedingungen A(p < 0) = 0 integriert man von dieser unteren Grenze
und erhalt

® /
Fo) _exp[ @ /<epA . (€A(<P))2> d@/JreM(tp)] | i)
0

2p-k 2p-k
Der spinorielle Term, }A, ist nilpotent, weil

(KA)? = fARA = 2(k- A A — FfAA = —K*A% = 0. (4.12)

Somit bricht die Exponentialfunktion dieses Terms nach der ersten Ordnung ab, wodurch

sich folgende Losung fiir ¢ ergibt:

2
Ty (e

S(z) nennt man auch die Volkov-Phase. Da bis hierhin noch keine Aussage iiber den Spinor
u(p) getroffen wurde, hétte man noch 4 linear unabhéngige Losungen mit positiver Energie,
d.h. fir das Elektron. Wie erwidhnt werden die iiberfliissigen Losungen durch nochmaliges

FEinsetzen in die einfache Dirac-Gleichung herausprojiziert. Dabei erhélt man

(1 + zpe.kM) (p — m)u(p)e ™™ =0, (4.14)

also (p —m)u = 0. Damit verbleiben als Losung fiir u(p) genau die freien Spinoren fiir das
Elektron, u,(p), wobei r = 1,2 einen Spin-Index bezeichnet. Deren genaue Form findet man
zusammen mit den iibrigen Konventionen fiir Spinoren im Anhang A.2.

Fiir die Losungen negativer Energie, die Positronen, fithrt man den Ubergang p — —p im

Endergebnis durch bzw. ersetzt u, durch v.. So erhdlt man die vier linear unabhingigen
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4 Untersuchungen von verallgemeinerten Volkov-Ldsungen

Volkov-Losungen fir Elektronen (+) und Positronen (—):

v (2) = (1 + E%fﬁx)> u,(p) e
k-x
[ [ep-Alp)  (e-A(p)?
X exp —z/( oy s W )d],
EAGh 0 (4.15)
v (2) = (1 - - 2p(. kx)> v, (p) €7

k-x
[ [ep-Alp) | (e-Ap))?
X exp [—z/( ok + -k )d(p] .

Neben dem Spin-Index r ist hier noch die Impulsabhéngigkeit durch den Index p hervorge-

hoben. Diese Wellenfunktionen sind sowohl orthogonal, als auch vollstandig.

Probleme der Volkov-Zustande fiir Paarerzeugung

Obwohl es nach den Worten Karl Schwarzschilds ,immer angenehm [ist], iiber strenge
Losungen einfacher Form zu verfiigen®, ist die Volkov-Losung doch ungeeignet, um damit
Teilchenproduktion zu beschreiben, weil eine ebene Welle keine Paare erzeugen kann. Dafiir
lassen sich zwei miteinander verwandte Griinde angeben.

Zum einen kann man die beiden Lorentz-Invarianten des elektromagnetischen Feldes

1
§=--F"F, =E>-B?*,
2 (4.16)

1.~
§=F"F, =2EB

betrachten. Dabei ist F eine Skalar und G ein Pseudoskalar, d.h. unter einer Paritatstransfor-
mation dndert G sein Vorzeichen, und & nicht. Sie sind sowohl Lorentz- als auch eichinvariant.
Paarerzeugung ist ein elektrisches Phinomen und daher nur fiir F > 0 moglich? [Fra91]. Fiir
(4.8) ist aber, wie sich leicht nachrechnen lasst, F = 0.

Zum anderen kann man sich etwas anschaulicher verdeutlichen, dass es bei einer ebenen
Welle keine Lorentz-invariante Energieskala gibt. Oder praktisch ausgedriickt: In einem
Bezugssystemen, dass sich von uns aus gesehen in Richtung der Welle bewegt hat sie eine
niedrigere Energie. Ist die Relativgeschwindigkeit zwischen unserem und dem bewegten
System gentigend grof3, ist in letzterem die Energie der Welle < 2m, also nicht ausreichend,
um ein et-e~-Paar zu erzeugen.

Somit bendtigt man, um Teilchenproduktion zu untersuchen, Verallgemeinerungen der

Volkov-Losung in einem elektromagnetischen Feld, dessen skalare Invariante grofier als Null

!Diese Bedingung unterscheidet auf relativistisch invariante Weise rein elektrische von rein magnetischen
Feldern.
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4.3 Verallgemeinerung auf mehrere ebene Wellen

ist. Die einfachste Moglichkeit dafiir ist die Uberlagerung mehrerer ebener Wellen.

4.3 Verallgemeinerung auf mehrere ebene Wellen

Es ist nun das Ziel zu versuchen, obige Herleitung der Volkov-Losungen analog auf den
Fall mehrerer sich iiberlagernder ebener Wellen zu iibertragen, d.h. der Ansatz (4.8) wird

erweitert auf

n

i=1
Das Gesamt-Vierer-Potential A erfiillt also wieder die Lorenz-Eichung, aber auch jedes A;
flir sich, was zumindest fiir den Fall n > 3 eine stirkere Forderung darstellt. Das ist eine
sinnvolle Forderung, da dieses Potential nicht so allgemein wie moglich gewéhlt werden soll,

sondern als Superposition mehrerer Felder der Form (4.8). Die Feldinvarianten sind

F =D (ki A))(kj- A7) — (ki-kj) (A A7)
i)

G = Zewpgkagl’ka;‘T ,
i)

(4.18)

womit man F > 0 durch geeignete Wahl der A; erreichen kann.
Da man es jetzt mit n Phasen, ¢; := k;-x, ¢ = 1...n, zu tun hat, ist es naheliegend, in

Analogie zu (4.9) folgenden Ansatz fir ¢ zu wéhlen:
P(x) = F(ki-z,... kp-x)u(p) e 7T (4.19)

Beim Einsetzen in (4.4) treten mehr Terme auf, insbesondere und entscheidend eine gemischte

zweite partielle Ableitung von F:

0

i+ Opi

0?2 .
2 ki g, ~ M 2k (- 2 42)

(4.20)

+2e ZP'Ai(%‘) + iez Fidi(pi) — € D Ailpi)-Aj(pg) | F({gi}) = 0.

ihj

Um nach einer Losung oder wenigstens einer Vereinfachung der Gleichung zu suchen, werden

zwei Einschrankungen getroffen:
1. Es werden n = 2 linear polarisierte ebene Wellen betrachtet.

2. Der Spinterm e, %ZA; bleibt unberiicksichtigt, d.h. anstatt der Dirac-Gleichung wird
die Klein-Gordon-Gleichung betrachtet. Das erspart den Umgang mit der Dirac-Algebra,
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4 Untersuchungen von verallgemeinerten Volkov-Ldsungen

was insofern niitzlich ist, als dass man sich auf die Struktur der Differentialgleichung

konzentrieren kann.

Zunéchst soll die Kinematik der Ausgangssituation geklart werden. Es zeigt sich, dass es
unter diesen Voraussetzungen ein ausgezeichnetes Bezugssystem gibt, gewissermaflen ein

Schwerpunktssystem fiir zwei Laserstrahlen.

Kinematik fiir zwei linear polarisierte ebene Wellen

Fiir den hier betrachteten Spezialfall lautet das A-Feld explizit:
A(z) = a1 fi(p1) + a2 fo(p2) . ai=(0,a;), ki-ai=ki-a;=kl=0. (4.21)

Man hat fiir k1, ko, a1 und as jeweils drei Freiheitsgrade. Abziiglich der beiden Zwangs-
bedingungen bleiben also noch zehn. Doch die Intuition lasst vermuten, dass aufgrund
der sechs moglichen Freiheiten, eine Lorentz-Transformation durchzufithren, in Wahrheit
nur vier Parameter unabhéngig sind. Man stellt fest, dass sich k1, k2, a; und as 0.B.d.A.

folgendermafBen withlen lassen konnen? (die Details der Herleitung sind in Anhang A.1

aufgefiihrt):
1 1 0 0
0 0 . o
k‘l =0 , ]452 =Q y al = C1 SIDB N ag = Co Slnﬂ . (422)
0 0 cos 3 cos 3
1 -1 0 0

Die vier unabhéngigen und Lorentz-invarianten Parameter sind die Schwerpunktsenergie (2,

die Feldstérken c; und cs und der Winkel 253, den die Polarisationsrichtungen einschlieSen.

4.4 Losungsansatz

Gleichung (4.20) lautet fiir diese kinematische Situation

0?2 0 0

Uy kg ——— — Dip = — Vip-ky—

Y0010 P "9p1 P e
+ 2e(p-a1) fi(p1) + 2e(p-az) f2(p2) (4.23)

— el fi(p1)? — €%a3 f2(p2)” — 2€*(a1-az) fi(p1) fa(2) | F =0,

2Fiir diese Schlussfolgerung ist entscheidend, dass ki-ko # 0. Das ist aber keine Einschrankung, denn wére
ki-ko = 0, liele sich das resultierende Feld als eine ebene Welle darstellen.
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4.4 Losungsansatz

oder in kompakter Form

O*F OF OF
+a +b +cF=0. 4.24
0102 Op1  Opa (424)

Mit dem Ansatz F = e~ %2751 geht diese Gleichung iiber in

9%G
— 4.2
30100 + (c+ab)G=0, (4.25)
oder
9%G
=fQG. 4.26
0102 ! (426)

Dabei ist die Koeffizientenfunktion f gegeben durch

florson) = EREZD) O g gy — 292 ()
(kl'kQ) kl'k2 ]431']{22
62 a% ) 62 a% ) La1-as (4.27)
?kl.k2f1(901) +§k1-k2f2(¢2) +e kl-kgfl(wl)f2(¢2)’

Es lasst sich formal eine einfache Losung von (4.26) angeben. Durch zweifache Integration

iiberfiihrt man sie in eine Volterrasche Integralgleichung zweiter Art,

1 P2

G(p1,92) = P1(p1) + Pa(w2) + /dsO’l /dso’gf(so’l,@’z)G(sD’l,w’z), (4.28)
0 0

wobei @1 und @5 die Funktionswerte auf dem Rand vorgeben, also G(¢1,0) = ®1(p1) und
G(0,p2) = P2(p2). Mit

Go(p1, p2) = P1(p1) + P2(p2) ,
P1 P2

Gn(p1,2) == /d90/1 /d90/2 F(01,09)Gno1(e1, ¢5)

/) (4.29)

Gle1,02) =Y Gnlepr, p2)
n=0
sieht man leicht, dass das so definierte G die Gl. (4.26) erfiillt. Diese formale Losung ist
aber, von Konvergenzfragen ganz abgesehen, fiir die hier verfolgten Ziele unbrauchbar, weil
die Reihe fiir weitere Rechnungen zu unhandlich ist.
Gleichung (4.26) ist also nicht fiir beliebige f1 und fo 1ésbar®. Fiir einen einfachen Spezialfall

lassen sich aber doch exakte Losungen angeben. Des Weiteren kann man versuchen, falls

3Mit ,losbar“ ist hier das Zuriickfithren der Lésung auf eine bekannte Klasse von hinreichend einfachen
Funktionen gemeint.
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4 Untersuchungen von verallgemeinerten Volkov-Ldsungen

2k1 ke = 492 klein gegen die Elektronenmasse m ist, eine Stérungsreihe fiir F' in (4.23)

anzusetzen. Beides soll in den folgenden Abschnitten beschrieben werden.

4.5 Losung fiir konstante Kreuzfelder

Wir wollen nun, entgegen der iiblichen Schlussrichtung, durch ,,scharfes Hinsehen“ einen
Spezialfall finden, fiir den sich (4.26) 16sen ldsst, und danach dessen physikalische Situation
interpretieren.

Die Koeffizientenfunktion f wird besonders einfach, wenn man a; und a9 parallel oder

antiparallel einstellt, d.h. 8 = 0 oder /2. Dann hat man

-k -k 2
/ ‘570 - (p(ki?l(-c]:);) - kj]-jlycg e1fi +c2fo) = 21@?1@2 (efs +eaf)”
e ) (4.30)
f ‘ _ (p-k1)(p-k2) L s (c1f1 — eafa) — e (erfs— eafa)?

p=3 (kl'k2)2 k1Ko 2k1-ko

Augenscheinlich bietet sich & = ¢ f1 & caf2 als neue Variable fiir G an, d.h. G(p1,p2) =
G(&(41,¢2)). Dieser Ansatz funktioniert aber nur, wenn man zusitzlich f;(¢;) = ¢; wéhlt,
denn dadurch wird die zweite gemischte Ableitung

0? d?

=+ —0G. 4.31
5%015802G ClCQdeQG (4.31)

Damit vereinfacht sich (4.26) zu der gewohnlichen Differentialgleichung

G

Foh (A(¢-B)*+C)G=0. (4.32)

Dabei gilt ,,+* fiir den antiparallelen und ,,—* fiir den parallelen Fall. A > 0, B und C sind
Konstanten, deren genaue Form fiir die weitere Diskussion unerheblich ist.

Fiir den ersten Fall ist diese Gleichung gerade die eines verschobenen harmonischen
Ostzillators, dessen Losungen die bekannten Hermite-Polynome sind. Insbesondere sind sie
abzahlbar und damit ist der Impuls einer Quantisierungsbedingung unterworfen. Fiir den
zweiten Fall hingegen existieren keine gebundenen Losungen und der Impuls ist kontinuierlich.

Die Physik hinter diesem so aus der mathematischen Notwendigkeit, eine kompakte
Lésung zu finden, gewédhlten Spezialfall ist die folgende: Werden die Polarisationsrichtungen
antiparallel gewahlt, so erhdlt man ein konstantes, homogenes Magnetfeld. Die Quantisierung
des Impulses, die aus der Lésung der Oszillatorgleichung folgt, reproduziert gerade die
bekannten Landau-Niveaus. Man hat nur eine bereits bekannte Losung neu hergeleitet.
Ebenso fiir parallele Richtungen: Das Feld ist homogen und rein elektrisch, es existieren, wie
zu erwarten war, nur Streuzustdnde und man hat ebenfalls keine neuen Losungen gefunden.

Zusammenfassend lésst sich feststellen, dass bei dem Versuch, eine moglichst einfache
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4.6 Stérungsreihe

Losung aus (4.26) abzulesen, man nur die bekannten Fille fiir ein konstantes, homogenes

elektrisches bzw. magnetisches Feldes gewinnt.

4.6 Storungsreihe

Der entscheidende Term, der eine direkte Losung von (4.23) und damit (4.26) verhindert,
ist die gemischte zweite Ableitung. Es liegt daher nahe, eine Stérungsentwicklung in dem
Parameter ki-ko zu untersuchen. Das lasst sich auch ebenso leicht fiir mehr als zwei ebene
Wellen durchfithren. Also betrachten wir (4.20), allerdings wieder ohne den Spinterm. Diese
Gleichung schreiben wir um als DF' = BF 4 dF mit

, 0
D= ZQZ(p‘ki)ani )

B(p1,..., n) = Z(Qe(pﬂi(%)) —e’y Ai(%’)-Aj(wﬂ) 7 (4.33)
J

7

2
d= ; ((kj'kj)aza% + Zie(kz"Aj(soj))(?a%) :
D und d sind Differentialoperatoren, und B eine Funktion, die von allen ¢; abhéngt. Wenn
alle k;-k; und ek;- A; klein gegen die Elektronenmasse m sind, kann man dF' als Stérung
einer ,,Grundlésung® Fy ansehen und auf diese Weise die Losung entwickeln.

Wir wollen zuerst die Grundlésung bestimmen. Der Ansatz Fy = exp(—:I') fithrt mit
DFy = BFy auf

;2(1?-&)3; =B. (4.34)

Dies ist eine lineare partielle Differentialgleichung erster Ordnung und ldsst sich mit Hilfe
der Methode der Charakteristiken relativ leicht auflésen:

®i
1 1 p-k1 p-kn )
T(o1 . on) == ——— [ dpB [ E (o — — i) + on
(@1, - #n) n;mp,ki)/so (p,ki(w @i) F e (e =) e

+ R(¢1,---,¢n)

(4.35)

wobei R eine beliebige Funktion ist, fiir die DR = 0 gilt. Sie ist der homogene Anteil der
Losung von Gl. (4.34). Die untere Grenze der Integrale ist beliebig, solange sie fiir jeden
einzelnen Term in der Summe die gleiche ist. Denn dann liefert sie nur einen Term, der sich,
wie man durch einige Rechnung bestétigt, in R absorbieren, d.h. durch die homogene Losung

swegeichen“ lésst. Setzt man B aus Gl. (4.33) in Gl. (4.35) ein, ldsst sich ein expliziter
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4 Untersuchungen von verallgemeinerten Volkov-Ldsungen

Ausdruck fiir I' gewinnen:

I‘({cpl ZS (,0¢ +ZZTUk @z:@jv@k) +R<{902}) )
i j#k
500 = 30 [t (etpratt) - a0
9 i

e 1 p-k;
Tijk (i, @4, k) = nw/dSOAj <p‘kj, (o — i) +<Pj>

p-ki,
A y .
k(pkz(w 90)+90k>

(4.36)

Demnach ist I' eine Summe von Volkov-Phasen S; fiir jede der ebenen Wellen und eines
Mischterms Tj;,. Mit dieser Grundlésung setzt man die volle Losung als F' = Fo(1 + §Fy +
0Fy 4+ ...) an. JF, sei dabei von der Ordnung €” und d von e. Einsetzen der Reihe in
DF = BF + dF und Gleichsetzen von Termen derselben Ordnung liefert

DéF, 1 = Fy 'd(FodFy) . (4.37)

Dabei muss man beachten, dass zwar D der Produktregel gehorcht, aber d nicht, weil es

eine zweite Ableitung enthélt. Gleichung (4.37) lautet ausfiihrlicher

or or 0’ or
DOF, 1 = ' 2e(k;-A;)=— | 6F,
OFni1 ;( ikj (8% ip; H@cpﬁs@y) +2elhiAy) ) ’

or O5F, O OSF,
Dpi Dp; | Dp; Dpi

—i> ki-k;
i#]
25F 86F

i#]

(4.38)

Auf diese Weise lassen sich alle Korrekturen sukzessive berechnen, denn auf der rechten Seite
der Gleichung stehen ausschlieBlich bereits bekannte bzw. vorher berechnete Terme und der
Differentialoperator D ldsst sich dhnlich wie in (4.34) invertieren. Mit welchem Rechenauf-
wand das aber praktisch verbunden ist, sieht man, wenn man einmal die Grundlésung Fy bzw.
I" und die erste Korrektur 6 F} fir den Fall n = 2 berechnet. Daftir machen wir uns wieder
die spezielle Kinematik des Abschnitts 4.3 zu Nutzen und wéhlen als Phasenfunktionen
fi(¢i) = sin ;. Wir erhalten direkt aus (4.36)

2 2 2 2
p-a; . e a; e a;
I'(p1,p2) = e sin p; — ———sin 2y; L p;
( ) XZ: Pk "8k odpkT

(4.39)

€2 (sin(gol +2)  sin(pr — @2)) _

_70/ .a
2 M\ e+ k) | p(ky — ka)

56



4.6 Stérungsreihe

Gl. (4.38) vereinfacht sich ebenfalls,

(4.40)

2
D6F1:—2k:1-k:2<ar or L 02T ) ‘

—_— 1
Opi Op; — DpiOp;

Das Ergebnis fiir §F; findet sich in Anhang A.3. Obwohl dieses Ergebnis auf den ersten
Blick sehr schoén erscheint, existieren zwei Probleme. Praktisch sind die Stoérterme ndmlich
schon in der ersten Ordnung zu lédnglich und kompliziert, um damit sinnvoll weiterrechnen
zu kénnen. Das liele sich vielleicht durch geschickten Einsatz von Computeralgebrasystemen
umgehen, jedoch tritt auch ein fundamentaleres Problem auf: Schon in der Grundlésung
gibt es einen Faktor oc 1/p- (k1 — ka2) = —1/(2p,2), d.h. fiir p, = 0 divergiert die Losung.
Das zieht die ganze Herangehensweise in Zweifel, denn es ist nicht offensichtlich, ob diese
Divergenz beim Aufsummieren der Storungsreihe verschwindet, oder ob sie doch Ausdruck
eines grundlegenden Fehlers ist, den man begeht, wenn man eine Differentialgleichung zweiter
Ordnung durch eine erster Ordnung annihert. Ahnliche divergente Terme finden sich z.B.
auch in [Ros93], ohne dass darin auf die Problematik eingegangen wird.

Damit ist der letzte naheliegende Ausweg gescheitert, einfache Losungen fiir die Dirac- bzw.
Klein-Gordon-Gleichung zu finden, sodass man mit ihnen Teilchenerzeugung beschreiben
kann. H. Reiss, einer der Pioniere der Starkfeld-QED, hat in Gesprichen bestétigt?, dass
auch er vergebens nach solchen Lésungen gesucht hat. Andere Versuche blieben offensichtlich

ebenfalls erfolglos.

“HIBEF kickoff meeting, DESY, Hamburg, 2.-5. Juni 2013
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5 Zusammenfassung und Ausblick

In der vorliegenden Arbeit haben wir uns mit der Erzeugung von Elektronen-Positronen-
Paaren in elektromagnetischen Hintergrundfeldern befasst. Dazu haben wir zwei unterschied-
liche Zugénge benutzt, eine quantenkinetischen Gleichung und verallgemeinerte Volkov-
Losungen.

In Kapitel 2 wurde diese quantenkinetische Gleichung aus ersten Prinzipien der Starkfeld-
QED und mit Hilfe einer Bogoliubov-Transformation hergeleitet. Das Ergebnis ist Gl. (2.26).
Sie wurde dann benutzt, um Schwingers Ergebnis fiir die Paarproduktionsrate in einem
konstanten homogenen elektrischen Feld zu bestétigen und so an bereits bekanntes Wissen
anzuschliefen. Danach gaben wir einen Uberblick iiber die Parameter, die in die Gleichung
eingehen, und nach welchen Kriterien man diese Parameterlandschaft untersuchen kann.

Die Hauptresultate dieses Kapitels sind die Aufdeckung der Schalenstruktur im Impuls-
raum: Die Quasiteilchendichte f oszilliert nur beschrinkt im Phasenraum, bis auf Punkte
p nahe der Akkumulationsschalen, die durch die Energie-Impuls-Relation (2.52) festgelegt
sind. Auf diesen wéchst sie bis zur Akkumulationszeit (2.59) stetig an. Die resultierende Im-
pulsraumverteilung ist schematisch in Abbildung 2.5 dargestellt. Diese Ableitungen wurden
unter der Annahme k < 1 getdtigt und moglicher Gegenstand weiterer Untersuchungen ist
es dieses Resultat analytisch auf den entgegengesetzten Fall, x > 1 zu erweitern. Mit Hilfe
der Akkumulationszeiten konnten wir zeigen, dass in der Literatur nur ein vereinfachtes
Bild der Parameterlandschaft gezeichnet wird. Die Realitéat ist komplizierter, erlaubt aber
Paarproduktion iiber einen gréfleren Parameterbereich.

Der dynamisch assistierte Schwinger-Effekt wurde in dieser Arbeit erstmals fiir zwei
Sinus-férmige Felder betrachtet. Wir konnten in Gl. (2.64) zeigen, dass zu einem dhnlichen
Verstarkungseffekt kommt, wie ihn schon andere Autoren fiir zwei Sauterpulse aufzeigen
konnten. Dieses Ergebnis bedarf der griindlichen weiteren Untersuchung, insbesondere
numerischer Natur.

Kapitel 3 diente der Uberpriifung der analytischen Resultate mittels numerischer Rech-
nungen. Zuerst konnten wir zeigen, dass sich die Simulation durch Anwendung des Floquet-
Theorems mafigeblich beschleunigen und potentiell auch numerisch stabiler machen lasst.
Daraufhin haben wir die Existenz und die Eigenschaften der Akkumulationsschalen verifi-
ziert und aufgezeigt, dass sich fiir k 2 1 die Schalen verformen und schliellich nicht mehr
vorhanden sind. Die Nédherung ist dann nicht mehr giiltig.

Bei der Betrachtung der integrierten Dichte n stellte sich eine hervorragende Ubereinstim-
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mung mit den Vorhersagen der Akkumulationszeiten heraus. So erreicht n ndmlich gerade
sein erstes Maximum zur Akkumulationszeit der ersten Schale.

Die letzte wichtige Frage zum dynamischen Schwinger-Effekt war das Ausschaltverhalten.
Bisher nahmen wir ein Sinus-férmiges Feld an, das zu einer vollen Periode abrupt ein-
und wieder ausgeschaltet wird. Als realistischere Formfunktion konstruierten wir uns einen
sogenannten C'*°-Puls, der ein langsames Ein- und Ausschalten realisiert. Als wesentliches
Ergebnis kann man festhalten, dass durch das Ausschalten Oszillationen der Dichte, die
mit der Frequenz v des dufleren Feldes ablaufen, zum verschwinden gebracht werden. Hin-
gegen bleiben die Dichte auf den Akkumulationsschalen bestehen, d.h. die verbleibende
Residualdichte ist im wesentlichen in diesen Phasenraumbereichen messbar.

In Kapitel 4 begaben wir uns auf die Suche nach Verallgemeinerungen der Volkov-Losungen.
Dieser Zugang ist etwas allgemeiner, aber auch dementsprechend schwieriger, als die kinetische
Gleichung. Zuerst haben wir die Theorie der Volkov-Losungen dargestellt, um dann plausible
und moglichst einfache Erweiterungen aufzustellen. Fiir den Fall zweier sich iiberlagernder
ebener Wellen konnten wir zeigen, dass es stets ein ausgezeichnetes Bezugssystem gibt, in
dem diese Wellen die gleiche Frequenz haben und aufeinander zu laufen.

Wir leiteten dann eine allgemeine Differentialgleichung fiir diese kinematische Situation ab
und gaben eine Losung in Form einer unendlichen Reihe an, die aber fiir unsere Zwecke leider
unbrauchbar war. Fiir zwei Spezialfille konnten wir Losungen angeben, die aber nur bereits
bekannte Ergebnisse reproduzierten. Mittels eines Stérungsansatzes liefl sich allgemein eine
Grundlésung und deren erste Korrektur angeben. Aber auch dieser Ansatz war nicht voll
zufrieden stellend.

Da die Untersuchung der kinetischen Gleichung fruchtbringender war, als die Suche nach
verallgemeinerten Volkov-Losungen, ziehen wir sie fiir weitergehender Uberlegungen vor.
Besonders vielversprechend scheint die Betrachtung des dynamisch assistierten Schwinger-

Effekts unter dem Gesichtspunkt der Akkumulationsschalen.
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A.1 Explizite Transformationsabfolge fiir Schwerpunktssystem

Von Gl. (4.21) ausgehend wollen wir ein spezielles Bezugssystem moglichst hoher Symmetrie
finden, indem es nur noch vier explizit freie Parameter gibt. Dazu muss man eine Reihe von
Lorentz- und Eichtransformationen durchfithren. Um Notationen wie &} fiir transformierte
Groflen nicht zu iiberfrachten, soll ,—“ zur Bezeichnung einer Transformation benutzt
werden. Zuerst wird das System so gedreht, dass k; und ko in der x-z-Ebene liegen und mit
der z-Achse jeweils den Winkel « einschliefen. Da die a; jeweils senkrecht auf den k; stehen

miissen, ist also

1 1
cos cos
]{71 — W1 R kQ — W2 s
0 0
sin av —sin o
(A.1)
0 0
sin « cos 1 sin « cos B9
a1 — C1 . y Qa2 — C2 .
sin 51 sin By
— cos acos B cos v cos By

Da es jetzt keine Freiheit beziiglich einer Rotation mehr gibt, sollten noch 10 — 3 = 7
Parameter verbleiben; diese sind wi, wa, «, c1, c2, f1 und fa.
Jetzt mochte man so transformieren, dass kj und ke nur entlang der z-Achse liegen. Man

setzt einen Boost in z-Richtung an als

v —v 0 0 Y — YV Cos
_ 0 0 _
L= 7 . Lkp=w | PO (A.2)
0 0 10 0
0 0 01 sin «
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Somit muss 7y cosa —yv = 0 bzw. v = cos a sein'. Damit erhilt man

1 1
. 0 .
k1 — wisina , ko — wo sin o ,
0 0
1 -1
(A.3)
— cos acos 1 — coS @ Ccos 39
cos 31 cos
a; — C1 . b , ag — C2 . P
sin $q sin 32
— cos a cos B cos o cos By

Ein weiterer Boost entlang der neuen z-Achse ermdglicht, die Frequenzen anzugleichen:
(0.B.d.A. w1 > wo)

w1 + wo 0 0 Wy — W1
I 1 0 2/wiwa 0 0 (A4)
2, /wiws 0 0 2@ 0 ’
Wo — W1 0 0 w1 + wo
1 1
. 0 ) 0
k1 — Jwiws sin ol ko — Jwiws sin o |
1 -1
(A.5)
—mcosozcmﬁl —Wcosacosﬁg
cos
ap — C1 Bl , a — Co €08 ﬂQ
sin $q sin (B
—\/% cos « cos 1 \/% cos « cos S

Die Idee hinter diesen Boosts erschliefit sich besser aus Abb. A.1. Weiter eicht man A durch
A — A+ JX\ um, wobei

ki-x ko -x

&) :clcosﬁl/ o 1o CQCOS,BQ/ fols (A.6)

w1 tan « wo tan «

'Da ki ke # 0 ist, gilt v < 1.
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A.1 Explizite Transformationsabfolge fiir Schwerpunktssystem

k1

L 4
0 2

\rk:2

ko Yko

Abbildung A.1: Abfolge der Transformationen, um die ebenen Wellen in das Head-on-System
zu transformieren.

was im Endeffekt nur die ¢- und z-Komponente der a; verschwinden lasst:

0 0
ay — C1 C?S Bl , a2 — Co C?S 62 . <A7)
sin (31 sin By
0 0

Jetzt gibt es wieder eine Rotationssymmetrie um die z-Achse, durch die wir a; und as so

wahlen kénnen, dass sie mit der y-Achse denselben Winkel einschlieflen. Somit erhélt man

1 1 0 0
0 0 . o
]{21 — 0 R k?g — Q , ayp —C SIHB , a2 — C2 Slnﬁ . (AS)
0 0 cos 3 cos 3
1 -1 0 0

Dabei gilt weiterhin (4.21). Tatséchlich hat man jetzt 4 freie Parameter: die Schwer-
punktsenergie 2 = ,/wiws sin a, die beiden Feldstirken c¢; und c3, sowie den Winkel 243,
den a; und as einschliefen. Die wirkliche Vereinfachung besteht darin, dass zusétzlich
ki-as = k1-ag = ko-a1 = ka-ap = 0 gilt, was einige Terme in der iterierten Dirac-Gleichung
zu Null macht.

Die Feldinvarianten vereinfachen sich zu

F = 4Q%cicocos2Bf1 (1) fo(02)
G = —4Q%cicasin 28] (1) f5(p2) -
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A.2 Spinorkonventionen

Die Gamma-Matrizen sind komplexe 4 x 4 Matrizen, fiir die wir die Weyl- oder auch chirale

Darstellung benutzen:

0 ot i — )
W= , ot=Q1,0"), T'=(1,-0"). (A.10)
ot 0

Das bedeutet ausgeschrieben

0 1 4 0 ot
0 _ . A= ' . A1l
, (1 0) ; (_Uz 0) (A1)

Dabei sind ¢* die Pauli-Matrizen, o' = (9 §), 0% = (Y /) und 0® = ({ ° ). Die fundamentale

Identitdt der gesamten Dirac-Algebra ist die Antikommutativitdtsrelation

{’V;M '71/} = 2g;w . (A.IQ)

Die Basisspinoren u,(p) und v,(p) sind gegeben durch

1 0
. ptm 0 _ ptm 1
ul(p)—m | us(p) = 5E+m) |o|’
0 1
(A.13)
1 0
__p-m 0 __p-m 1
uwl) = o1 2P A | o
0 -1
Sie erfiillen die Dirac-Gleichung
(p —mur(p) = (p+m)vr(p) =0, (A.14)

sind orthogonal

Uy (p)us(p) = 2mbrs ,  Ur(p)vs(p) = —2mbrs,  Ur(p)vs(p) = vr(p)us(p) =0, (A.15)

und vollstédndig
> uP)ur(p) =p+m, D> u(p)vr(p) =p—m. (A.16)

Dariiber hinaus kann man zeigen, dass @ (p)y,us(p) = Ur(p)7.0s(P) = 2pudrs gilt.
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A.3 Erster Korrekturterm in der Storungsreihe

Der Ausdruck fiir §F; wird hier der Ubersichtlichkeit halber in seine Summanden zerlegt,

SF1(p1,02) = 225 Fi T, 2).
T; | F;
et ata3 2(a1-ag) 2(ay-ag)
) glk) ((p-kl)(p~kz) C(phitpk)? T (ke —p-k2>2>
cos(p1) e’ ki-k ((p'al)a% 2(P'a2)(a1'a2)(1?'k1)>
2 pka \ (pki) (p-k1)? — (p-k2)?
cos(p2) | (1 +— 2)

)
cos(21)
cos(2¢2)

)

cos(p1 + @2
cos(p1 — ¢2)

cos(2p1 + ¢2)
cos(p1 + 2¢2)

cos(2¢p1 — ¢2)

cos(2p1 — 2p9)
sin(¢1 + p2)

sin(p1 — ¢2)

_ﬁ (k1-ko)a2a3

8 (p-k1)(p-k2)
(1+—2)
o (k1-k2)(pra1)(p-a2)

(p-k1)(p-ka2)

et a?
Z (ks ke . 1
+ 3 ( 1 2)(6L1 az) ok

_e? (k1-k2)(p-a1)(p-az)
(p-k1)(p ko)

4 2

ay

a3 ( 2 1 )
pka ) \p-ki+pke pki—phke

(&
Z k1 k .
+8( 1-k2)(ay-az) (p-k:l +

a3 < 1 B 2 )
p-ka ) \p-k1+pke p-ki—pko

é kl'kg ((p-ag)a%

n 2(2?'&1)(&1'@2))

4 p-ky p-ko p-k1+pko
(1+—2)

é/ﬁ-kg ((p-ag)a% B 2(p'a1)(a1-a2)>
4 p-ki p-ko p-k1+p-ko
(1+—2)

et (ki-ko)(ar-az)a]
8 (p-k1)(p-k1 + p-k2)

(1+—2)

et (ki-ko)(a1-az)af

8 (p-k1)(p-k1 —p-k2)

—(1+—2)

64 (I2a2
= (kq-k 1%2
16M 2)<

(p-k1)(pka)

4(a1-a2)2 )

(p-k1 + p-ka)?

64 ke a%a%
_E( 1° 2) ((p'lﬂ)(p'kz)

o (k1-k2)(a1-a2)
p-k1+p-ko

o2 (k1-k2)(a1-az)

p-k1—p-ka

4(&1-@2)2 )

(p-k1 — p-ko)?
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B Die mathematische Seite der kinetischen Gleichung

B.1 Aquivalenz der Differentialgleichungen

Die Gln. (2.21) und (2.26) stellen aus algebraischer Sicht dieselbe Differentialgleichung dar,
was hier erldutert werden soll.
Wir bringen zuerst Gl. (2.21) auf eine andere Gestalt, indem wir neue Gréfen j := ae™*©

und v := (e'© definieren. Fiir diese finden wir

fi —iw %\ (1
()= (5 2)C) o
2
Die Koeffizientenmatrix dieser Gleichung lasst sich als —i/2(—Qo2 + 2wo3) mit den beiden

Pauli-Matrizen o9 und o3 schreiben. Wenn wir die drei Generatoren S| = i01/2, Sy = i02/2

und S3 = —io3/2 definieren, so erfiillen sie die Kommutationsrelation [S;, S;] = €1 Sk, und

Y\ I n(to)) (1
() () ()0

Fiir Gl (2.26) definiert man zunéchst w = 1 — f und findet

es gilt

w 0 —@ O
u|l=1Q 0 —2w u | - (B.3)
0 2w 0

Die Generatoren

0 0 1 0 -1 0 00 O
Ji=10 00|, Jo= , J3=[0 0 -1 (B.4)
-1 0 0 0 01 O
erfilllen [J;, J;] = €i;1Jx und bringen Gl. (B.3) auf die Form
w w w(to) 1
0| =QJ2+2wis) [u|, |ult)]|=1]0 (B.5)
; v v(to) 0



B Die mathematische Seite der kinetischen Gleichung

Die Ahnlichkeit zwischen den Gln. (B.2) und (B.5) wird offensichtlich, wenn man ihre
Fundamentalmatrizen betrachtet. Lineare Differentialgleichungssysteme, zu denen die beiden
Gleichungen gehoren, besitzen n linear unabhéngige Losungen, wobei bei uns n = 2 fiir
Gl. (B.2) und n = 3 fiir Gl. (B.5) gilt. Diese schreibt man kompakter in eine Matrix, die
Fundamentalmatrix genannt wird. Fur unseren ersten Fall wollen wir diese mit U(¢) und fur

den zweiten mit O(t) bezeichnen. Dann ist Gl. (B.2) dquivalent zu
U(t) = (Q(t)S2 + 2w(t)S3)U(t), Ulty) =1. (B.6)

Man iiberzeugt sich leicht, dass

p(t)\ w(to)
(a(t)) =v <v<to>> B0

Gleichung (B.2) inklusive der Anfangsbedingung erfiillt. Ebenso ist
O(t) = (Q(t)J2 + 2w(t)J3) O(t) (B.8)

aquivalent zu Gl. (B.5). Die Generatoren S; gehoren zur Lie-Algebra su(2) der schiefhermi-
teschen Matrizen der Dimension 2, J; hingegen zu s0(3), den schiefsymmetrischen Matrizen
der Dimension 3. Dadurch muss U(t) unitér fiir jedes ¢ sein, d.h. U(t) € SU(2) Vt, und
O(t) orthogonal, O(t) € SO(3) Vt. Zusétzlich sind alle Generatoren spurlos, wodurch die
Determinante der Fundamentalmatrizen +1 ist.

Die beiden Lie-Algebren sind isomorph, su(2) ~ so(3), was gerade bedeutet, dass sie
denselben Kommutationsrelationen geniigen. Hat man also eine Losung fiir U gefunden,
die sich dann stets in der Form U (t) = exp(}_; ¥;(¢)S;) schreiben ldsst, so ist auch O(t) =
exp(>_; Vi(t)J;) eine Losung fir O. Entscheiden ist, dass dabei die Funktionen J;, in denen
die gesamte Information der Losung steckt, in beiden Féllen dieselben sind: eine Losung fiir
U impliziert eine fiir O und umgekehrt. Mit diesen Definitionen lésst sich auch einfach die
Beschrénktheit der Dichte f nachweisen. Da die Fundamentalmatrix O orthogonal ist, gilt
mit der Definition W (t) = (w(t) u(t) v(t))T fir alle Zeiten

w(t)? +u(t)? +o(t)* = W ()T W(t) = W(to)" Ot)" O(t)W (to)

(B.9)
= W (to) "W (to) = w(to)* + ulto)? +v(te)? = 1.

Daraus folgt Vt : —1 < w(t) < 1 und damit V¢ : 0 < f(¢) < 2.
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B.2 Losungsversuch mit einer Exponentialfunktion

Da die Gln. (B.6) und (B.8), wie gezeigt, Aquivalent sind, wollen wir uns nur mit ersterer

befassen, und mit dem bereits erwdhnten Ansatz

U(t) = exp (Z ﬁi(t)&) =X (B.10)

eine Differentialgleichung fiir die Koeffizientenfunktionen #; finden. Galte stets [X (¢), X (t)] =
0, so wire U(t) = X (t)eX® = X (t)U(t) und die Losung wére durch einfache Integration zu
finden. Da das in unserem Falle aber nicht gilt, muss man nach einer Verallgemeinerung
dieser Beziehung suchen.

Wir betrachten dazu die Zeitableitung eines Summanden in der Reihe der Exponential-

funktion und unterdriicken das Argument t:

1 . . . 1 . . 1
——X?= 5 (XX + XX) :XX+§[X,X] = XX + 5K (B.11)
Dabei ist K,(t) = [X(t), X()], = [X(t),[X(t),...[X(t), X(t)]] der n-fach geschachtelte
Kommutator von X und X, d.h. K7 ist gerade K; = [X, X]; = [X, X] und Ky = X. Wir

berechnen iterativ zwei weitere Terme:

d1 1 1 1
— - X3 = Ko X’ + K\ X+ -K>,

d1_, 1 5 1 , 1 1 '
XY =KX+ K X2 4 SK X + — K.

dt 24 g AT ghad o s

Addiert man die e-Funktion bis zu dieser Ordnung auf und bildet mit den berechneten

Groflen die Zeitableitung, so erkennt man das zu Grunde liegende Muster:

d 1 1 1
—(1+X+=Xx%>+>Xx3 X4>:
dt( tA AT Ty
K, (1+X+1X2+1X3>+1K (1+X—|—1X2>+1K (1+X)+ L
0 2 6 g1 2 6 > 243"

(B.13)

Die Terme in den Klammern nach den jeweiligen K,, sind offenbar immer der Anfang der

Reihe fiir die Exponentialfunktion. Man kann nun durch Induktion fiir die Zeitableitung von

U zeigen:
d Cd oy & Kyt by (X (), X ()]
&U(t) _ &eX( ) _ nZ:O o 1)!eX< ) _ n§::0 WU(t) . (B.14)

Diese Formel gilt, von Konvergenzfragen abgesehen, fiir beliebige Operatoren X. Wir
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B Die mathematische Seite der kinetischen Gleichung

spezialisieren auf unseren Fall: X (t) = Y, 9;(¢)S; =: ¥(t)-S. Dafiir findet man

Ky=19-S,

K1 =[9-58,9-8]=> 09,5, ;] = eijitit); S = (9 x 9)- S,

ij ij (B.15)
Ky = (9 x (0 x9))-S = ((9-9)9 —929)-S,
K3 = —9%(9 x 9)-§ = —9°K, ,

mit dem Kreuzprodukt ,x“ aus der Vektoralgebra und ¢ := v9-9 = /92 + 9% + 9¥2. Bei

K3 beginnt eine Rekursionsbeziehung, die es erlaubt, die Reihe aufzusummieren:

D 2

—(n+1)! = (Qk 2)!
00 ( k192k 2
+;;) @ 1 3) ((9-9)0 — 9%9 )
- <19+1 ;OS% J+ Slr”9(( D)9 — 029 )) .S (B.16)
(999 9xD 9 (9-9)9
—( 72 + 52 (I —cos?) + (19 53 )smz?)-s

9 9 x 9 9 9
= (19’19"‘292(1—COS’19)+ (79 — 192> Sln19>'s.

Das letzte Gleichheitszeichen folgt aus 1 = (19-49) /4. Definieren wir zudem n = 9/9, lisst
sich die Gleichung fiir die Zeitableitung auf folgende Form bringen:

d .
&eﬁn's = (z?n +sinvn + (1 —cosd) n x n) SelmS (B.17)

Ein Koeffizientenvergleich mit Gl. (B.6) ergibt

0
In+sindn+(1—cosHnxn=|Q|. (B.18)

2w

Die Losung dieser Gleichung lasst sich nicht in eine geschlossene Form bringen. Daher soll

im néchsten Abschnitt ein anderer Weg beschritten werden.

B.3 Losungsversuch mit einem Produktansatz

Ein weiterer Ansatz, der sich die algebraischen Eigenschaften des Problems zu Nutze macht

und in gewisser Weise das Gegenstiick zum gerade beschriebenen bildet, ist der Produktansatz,
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wie er in [Wei63] dargestellt wird.

Im Gegensatz zu Gl. (B.10) setzt man die Fundamentalmatrix jetzt als ein Produkt

U(t) =[] exp(pi(t)S;) = e?1 5169252625083 = 1 (1)U (t) Us(2) (B.19)

an. Die unbekannten Funktionen werden hier mit ¢; bezeichnet, um Verwechslungen mit den
1; des vorigen Abschnittes vorzubeugen. Dieser Ansatz mag zunéchst seltsam anmuten, da er

Si untereinander nicht

die Symmetrie unter den Generatoren zerstort, weil die jeweiligen e¥:
kommutieren, und so die Reihenfolge der Faktoren relevant ist. Er hat aber den Vorteil, dass
die Zeitableitung jedes einzelnen Faktors U; einfach ist, da offensichtlich [p;(t)S;, 9i(t)Si] =0
(keine Summe iiber ¢) fiir alle ¢ gilt. Somit kann man die Zeitableitung von U einfach

berechnen:

d ) , .
&U = 90151U1U2U3 + U1<,0252U2U3 + U1U2§0353U3 . (B.QO)

Wir multiplizieren diese Gleichung von rechts mit U~ = Uy 1U2_ lUl_ .
UU" = 4181 + 92U SoUrH + o3 UaS3U5 U (B.21)

Der Trick besteht nun darin, wie man UngUf1 und U1U253U51Uf1 berechnet. Das lasst
sich mit Hilfe der Baker—Campbell-Hausdorff-Formel' bewerkstelligen. Sie lautet fiir zwei
Operatoren A und B
>[4, B],
e?Be = cap =" 14, Bl (B.22)

|
o n:

mit dem oben eingefiihrten n-fachen Kommutator? [A, B],,. Mit dieser Relation finden wir

_ _ 1 1 1
U152U1 1_ eSOlSlSQe P151 Sy + @153 — §QD%SQ — 6(,0:{83 + ﬂQO%SQ —+ ... (B 23)

= coS 1 Sy + sin 1 S3 .

Ebenso berechnet sich UyUsS3U, 'UT !, nur dass man hier die Baker-Campbell-Hausdorff-

Formel zweimal anwenden muss:

U1U25’3U2_1U1_1 = sin @9 S — sin 1 €os Ys Sa + €OS Y1 €OS Yo S3 . (B.24)

'Vielmehr einer ihrer Varianten.
*Die Notation ada schlieBt an den Artikel [Wei63] an. Es gilt ada B := [A, B] und (ad4)™ B = [A, B]n.
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Diese Ergebnisse lassen sich zusammenfassen zu

Uu-l = (1 + P3sinpa)S1 + (P2 cos 1 — P3sin @1 cos p2)S

o _ (B.25)
+ (2 8in 1 + 3 cos 1 cos p2) S .
Ein Koeffizientenvergleich liefert die Differentialgleichung fir die ;:
1+ p3singy =0,
2 COS Y1 — P3sin Y] cos 2 = @, (B.26)

pa sin w1 + P3cos 1 cos o = 2w .

Auch hier findet man keine geschlossenen Losungen.

B.4 Analogie zu klassischer Mechanik

Man kann die Gleichung (B.3) mittels des Kreuzproduktes der Vektoralgebra umschreiben

als
2w
al=]0|x|ul, (B.27)
Q
T T
bzw. mit den Definitionen 2 = (2w 0 Q) und W = (w u v) :
W (t) = Q(t) x W (t). (B.28)

Eine Analogie dazu ist folgendes mechanisches System: Ein Bezugssystem rotiere relativ
zu einem Inertialsystem mit der zeitabhingigen Winkelgeschwindigkeit w(t). In diesem
Bezugssystem ruhe ein Massepunkt, dessen Ortsvektor im Inertialsystem () sei. Dann wird

dessen Bewegung durch die Gleichung
7(t) = w(t) x r(t) (B.29)

beschrieben, was natiirlich genau dieselbe Gleichung mit anderen Variablennamen geschrieben

ist.
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