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Zusammenfassung

Zusammenfassung

Gegenstand dieser Arbeit ist die Untersuchung der Elektron-Positron-Paarerzeugung in elektri-
schen Hintergrundfeldern Ausschaltfunktion zusammen. Unter der Anwendung einer Fourier-
Analyse mit zeitabhéngigen Koeffizienten im Bereich der Niederdichte-Naherung der quan-
tenkinetischen Theorie kann eine Naherung fiir die Residualteilchendichte erzeugter Paare fiir
langsame Ein- und Ausschaltvorginge abgeleitet werden. Diese Naherung wird fiir symmetri-
sche Ein- und Ausschaltfunktionen ausgewertet. Die Resultate werden vor dem Hintergrund
verschiedener Paarerzeugungsregime untersucht. Es wird gezeigt, dass der Verstarkungsfaktor
im Kontext der dynamisch assistierten Schwinger-Paarerzeugung unabhéngig von der konkre-
ten Form der Einhiillenden ist, wenn Ein- und Ausschaltvorgang streng monoton verlaufen.
In einer zweiten Untersuchung wird der Frage nachgegangen, ob die Uberlagerung von drei
Feldern einen zusétzlichen Verstdarkungseffekt im Vergleich zum bifrequenten Fall liefert. Die
numerischen Resultate werden fiir eine konkrete Auswahl an Feldparametern diskutiert. Dabei
weisen diese nicht auf einen zusétzlichen Verstarkungsfaktor {iber mehrere Grélenordnungen

hin, wie es bei der Uberlagerung zweier Felder vorkommen kann.

Abstract

This thesis investigates the electron-positron pair production in multiple time scale electric
backround fields characterized by an oscillating part and an arbitrary envelope. By apply-
ing harmonic analysis with time-dependent coefficients to the low density approximation of
quantum kinetic theory one can develope an approximation for the residual partical density
in the case of slow ramping and deramping. This approximation is analyzed for symmetric
envelope functions. The results are discussed for different pair creation regimes. It is shown
that the amplification factor in the context of dynamically assisted Schwinger pair production
is independent of the special shape of an symmetric envelope if the ramping and deramping is
strictly monotonically.

In the second part it is investigated wheter there is an additional amplification effect by supe-
rimposing three instead of just two backround fields. The numerical results for a special set of
field parameters are discussed. They show that there seems to be no additional enhancement

of the residual particle density over orders of magnitudes like in the bifrequent case.
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1 Einleitung und Vorbetrachtungen

1.1 Die Erzeugung von Elektron-Positron-Paaren aus dem

Vakuum

Die Moglichkeit der Erzeugung von Elektron-Positron-Paaren durch ein rdumlich konstantes
elektrisches Hintergrundfeld wurde erstmals 1931 von Fritz Sauter [1] erforscht. Ausgangs-
punkt war die von Dirac ausgearbeitete Theorie des Elektrons, die dieser drei Jahre zuvor
veroffentlicht hatte [2]. Die ihr zugrunde liegende Wellengleichung, die Dirac-Gleichung, enthélt
in ihrer freien Form als Losungen ebene Wellen mit negativer sowie positiver Energie. Wie von
Dirac in [3] ausfiihrlich diskutiert, bewegt sich ein Elektron mit negativer Energie in einem
externen Feld genauso, als wiirde es an Stelle der negativen Ladung —e die Ladung +e tragen.
Davon ausgehend entwickelte er eine Theorie der Positronen als Antiteilchen der Elektronen
noch bevor diese durch Carl David Anderson 1932 in hochenergetischer kosmischer Strahlung
nachgewiesen werden konnten [4].

Theoretische Untersuchungen von Oskar Klein [5] zur Streuung von Elektronen an einem Po-
tentialsprung ¢(z) = 0(x)Vy/e hatten fiir Potentialenergien Vi groBer als die doppelte Ru-
hemasse m,. des Elektrons fiir einlaufende Teilchen im Energieintervall V5 — m, > € (p) das
verbliiffende Resultat ergeben, dass die Zahl der reflektierten die der einlaufenden iibersteigt.
Dem entspricht ein negativer Transmissionsstrom auf der anderen Seite der Barriere. Nach der
Interpretation Diracs kommt dies der permanenten Erzeugung von Elektron-Positron-Paaren
am Potentialsprung gleich. Darauf aufbauend bearbeitete Sauter in seiner Arbeit [1] die Streu-
ung an einem zwischen zwei Punkten rdumlich anwachsenden Potential der Form ¢(x) = Eyx.
Daraus ergibt sich gemédB E(x) = —¢'(z)é, ein konstantes elektrisches Feld der Stiarke Ej in
z-Richtung. Ein wesentliches Resultat folgt unter der Bedingung £y < E. fiir den Koeffzienten

D transmittierter Teilchen als dem Verhaltnis von aus- zu einlaufendem Strom:

b +E) o ([E]) w

mit der kritischen Feldstirke F. = m?2/e. Das heifit der Transmissionsstrom ist fiir Ey < E.
exponentiell unterdriickt und liefert erst in der Gréflenordnung Ey 2 E. nennenswerte Bei-
trage.

Diracs-Theorie des Elektrons wurde in den vierziger Jahren durch Tomonaga, Feynman und



Schwinger zur Quantenelektrodynamik, dem Prototyp der Quantenfeldtheorien, weiterentwi-
ckelt. Dadurch konnte zum Beispiel eine addquate Beschreibung der Lamb-Verschiebung er-
reicht Werdenﬂ Das exponentielle Verhalten in GI. findet sich auch in der quantenfeld-
theoretischen Arbeit Schwingers 7] zum quantenelektrodynamischen Vakuum aus dem Jahr
1951. Mit Hilfe des ,,Proper-Time“-Formalismus konnte Schwinger die Vorhersage ableiten,
dass durch das Anlegen eines rdaumlich homogenen und zeitlich konstanten elektrischen Feldes
der Starke Ejy das quantenelektrodynamische Vakuum ab der kritischen Feldstirke E. effektiv
zerfillt. Fiir die Elektron-Positron-Paarerzeugungswahrscheinlichkeit P,-.+ pro Ortsraumvo-
lumen Vi, und Zeitintervall At ergibt sich in erster Ndherung

« E.
P+ = pEgeXp (—WEO). (1.2)

Dabei ist a = e?/(4w) =~ 1/137 die Feinstrukturkonstante. Dieses als Schwinger-Effekt in
die Literatur eingegangene Phénomen ist in Analogie zur Arbeit von Sauter ebenfalls fiir
Feldstédrken Fy < E. exponentiell unterdriickt. Im Bild des Dirac-Sees lésst sich der Schwinger-
Effekt veranschaulichen. Wie bereits erwéhnt, sind die Losungen der Dirac-Gleichung ohne
elektrisches Hintergrundfeld ebene Wellen der Energie € (p) = 4w (p) mit der Relation w? (p) =
m?2+ p2E| Der physikalische Vakuum-Zustand ist nach Dirac dadurch charakterisiert, dass alle
Niveaus im negativen Energiekontinuum e (p) < —m besetzt und alle erlaubten Zusténde
im positiven Energiekontinuum € (p) > m unbesetzt sind. Ein erzeugter Zustand im Bereich
€ (p) > 0 wird dann als Elektron mit Energie w (p) interpretiert. Auch die Vernichtung eines
Zustandes im negativen Kontinuum mit € (p) < 0 erhoht die Gesamtenergie um w (p) und
wird als Erzeugung eines Positrons definiert. Der Vakuumzustand ist dann der Zustand, der
keine realen Teilchen enthélt. Er ist schematisch in Abb. dargestellt | Die Anregung
eines Zustandes aus dem negativen Kontinuum ins positive kostet mindestens die doppelte
Ruhemasse 2m,. und entspricht der Erzeugung eines Elektron-Positron-Paares. Das Anlegen
eines konstanten Hintergrundfeldes E(x) = —Eyé, liefert den zusétzlichen Energiebeitrag
+eFEyx. Positives und negatives Kontinuum ,,verkippen“ und es entstehen auf beiden Seiten
energetisch gleichwertige Zusténde wie in AbbJI.1b| dargestellt. Dies erméglicht ohne weiteren
Energieaufwand den Teilchenaustausch als quantenmechanischen Tunnelprozess zwischen den
beiden Kontinua in z-Richtung. Es konnen also permanent Elektron-Positron-Paare erzeugt

und nach entstandenen Lochern auch wieder vernichtet werden. Die auftretende Haufigkeit

!Siehe Einleitung in [6].

2Zur Locher-Theorie von Dirac vgl. [3] und [8], S. 310-313. Siehe auch Abschnitt

3Aus der auch in der Quantenfeldtheorie resultierenden divergenten Nullpunktsenergie muss durch entspre-
chende Regularisierungsverfahren zum Beispiel durch die Hinzunahme externer Randbedingungen ein end-
licher Anteil gewonnen werden.



8 1.1 Die Erzeugung von Elektron-Positron-Paaren aus dem Vakuum

héngt von der minimalen Tunneldistanz

~2m. A E.
N eE() N 7TEQ

l (1.3)

ab. Dabei ist A. = 27/m =~ 2.4nm die Compton-Wellenlidnge des Elektrons. Durch Einsetzen
in Gl. (1.2)) ergibt sich

l
P+ x exp(—ﬂz)\—) (1.4)
und damit eine fiir quantenmechanische Tunnelprozesse typische exponentielle Abhéngigkeit
der Tunnelwahrscheinlichkeit von der Tunneldistanz. Wie zu erwarten ist erst ab einer Entfer-

nung [ im Bereich der Compton-Wellenldnge ). die Paarerzeugung effektiv moglich.

E(p) > Me eEOzc
Q +me Q2
> >
(O] (O]
c c
L L

£ €r

(a) Ep=0 (b) Ey #£0

Abbildung 1.1: Der Schwinger-Effekt als Resultat eines rdumlich homogenen, zeitlich
konstanten Hintergrundfeldes der Feldstédrke Fy im Bild des Dirac-Sees.

In Anlehnung an die hier aufgefiihrten Arbeiten [1] und [7] wird die kritische Feldstirke auch
als Sauter-Schwinger-Feldstirke bezeichnet. Sie hat in etwa einen Wert von E. &~ 10'¥V /m.
Derartige Feldstéarken konnten bis heute nicht auf den notwendigen Zeit- und Raumskalen rea-
lisiert werden. Der Schwinger-Effekt als eine fundamentale, nicht perturbative Vorhersage der
Quantenfeldtheorie entzieht sich daher bis heute seiner experimentellen Uberpriifbarkeit. Die
Entwicklung und Planung neuer Laser-Technologien sowie im Bereich der optischen [9] als auch
der Freien-Elektronen-Laser (FEL) mit subkritischen Feldstdrken von bis zu Ey ~ 0.1E,
haben in den letzten Jahren dazu beigetragen, neue experimentelle Moglichkeiten auszulotenﬁ
Theoretische Arbeiten in diesem Bereich zielen daher vor allem auf der Erschliefung und Un-
tersuchung potentieller Verstirkungseffekte, die die Paarerzeugung bereits im subkritischen
Bereich messbar machen koénnten. Dabei entzieht sich der Schwinger-Effekt einer perturbati-

ven Betrachtung. Es zeigt sich, dass starke nichtlineare Effekte auftreten konnen, wodurch die

4Siehe auch .



Zahl erzeugter Elektron-Positron-Paare exponentiell verstirkt wird[’| Ausgangspunkt ist da-
bei die Erweiterung des klassischen Schwinger-Effektes auf rdumlich homogene, jedoch zeitlich
alternierende Felder E(t), wie sie lokal im Schwingungsbauch zweier sich iiberlagernder elek-
trischer Felder erzeugt werden konnen. Der Darstellung des resultierenden zweidimensionalen
Parameterraumes dient der folgende Abschnitt [1.2]

1.2 Parameterlandschaft der Paarproduktion in zeitlich

oszillierenden Feldern

Ausgangspunkt ist die folgende experimentelle Uberlegung. Durch die Uberlagerung zweier
Laser, die charakterisiert sind durch die Feldstédrke Fy und die Frequenz v, kann eine stehende
Welle der Form E(z,t) = Eysin(vt) cos(kx) erzeugt werden. Sie sei im Bereich der n-fachen
Comptonwellenlédnge des Elektrons, d.h. fiir |z| < n. rdumlich nahezu konstant. Dann folgt

aus der Bedingung knA. < 1 mit der Relation k& = v fiir die Frequenz des Feldes

1% n
Z < (1.5)

Me 2

und man erhélt lokal das rein zeitabhéingige mit der Periode T = 27 /v oszillierende Feld
E(t) = Epsin(vt). (1.6)

Edouard Brézin und Claude Itzykson zeigten 1970 in [12] mit Hilfe eines quasiklassischen
WKB-Ansatzes, dass auch fiir rein zeitlich oszillierende Felder ein Zerfall des quantenelek-
tromagnetischen Vakuums moglich ist. Aus ihrer Naherung fiir kleine Parameter Fy/E, < 1

ergibt sich die Paarerzeugungswahrscheinlichkeit als

« 1 E
P = — exp (—W—Cg(’y)). 1.7
27 g(y) + 379" (7) Ey (.7
Sie ist in Abbildung als Konturplot in Abhéngigkeit von den Feldparametern Fy/E. und

v/me dargestelltﬂ Daraus lassen sich die charakteristischen Regime der Elektron-Positron-

Paarerzeugung in zeitabhéngigen Hintergrundfeldern erkennen. Der schon bei Sauter in GI.
(1.1) und Schwinger in Gl. ([1.2)) auftretende exponentielle Faktor wird modifiziert durch die
Funktion g (). Sie ist gegeben durch das Integral

o) =2 [ (F0) (18)

5Siehe Abschnitt (1.3)).
6In |10] sind Verallgemeinerungen von Gl. (1.7) aufgefiihrt, die in der Folgezeit entwickelt worden sind.
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und ergibt in den relevanten Grenzfillen

1
v<1: g(v)=1—§72+0('y4),

A (1.9)
y>1: g(y) = ﬂ—vln(%) +0(1/7).
Dabei bezeichnet
mev _ Le v, (1.10)

T €E0 —E()me

den Keldysh—Parameter.m Er ist der entscheidende Feldparameter fiir die Charakterisierung
der Akkumulationsregime, die in Abb. festgehalten sind und im Folgenden systematisch
erlautert werden.

Das Tunnelregime (TR) entspricht dem Grenzfall v < 1. Es dominiert der Effekt der klas-
sischen Schwinger-Paarerzeugung aus GI. als quantenmechanischer Tunnelprozess, wie
in Abb. veranschaulicht. Dies entspricht insbesondere dem Bereich optischer Laser wie
ELI [9] mit Frequenzen v < m,, aber auch dem geplanten XFEL im keV-Bereich aus [10]
mit v = 0.02m, und subkritischer Feldstarke Ey = 0.01E.. Unterhalb der Sauter-Schwinger-
Feldstéirke FE,. ist die Paarerzeugungswahrscheinlichkeit P,-.+ exponentiell unterdriickt. Sie
steigt ab Feldstarken Fy = 0.2F. im sog. Starkfeld-Regime (SR) schlagartig an.

Das Multi-Photonen- (MR) und das Mono-Absorptions-Regime (MAR) entsprechen Parame-
tern v > 1. In diesen Bereichen dominiert der vom klassischen Schwinger-Effekt zu unterschei-
dende dynamische Paarerzeugungsprozess, der im Zuge des SLAC-Experiments E-144 bereits
experimentell iiberpriift werden konnte [14]. Die hohe Frequenz des Feldes unterdriickt den
Tunnelprozess, da die fiir Tunnelereignisse zur Verfiigung stehende Zeit stark begrenzt ist. Es
dominiert der Effekt der Absorption von /¢ virtuellen Feldphotonen mit einer Gesamtenergie
von €, = (v, die mindestens doppelt so grofl wie die Ruhemasse m. des Elektrons ist. Paare

werden mit einem jeweiligen Impuls von

pl=y/(3) -~ m2 (111)
erzeugt. In diesem Bereich liegt zum Beispiel der keV-Laser aus [10] mit Feldstirken von
Ey ~ 1075 E,. Im Mono-Absorptions-Regime gilt fiir die Frequenz v > 2m und es reicht bereits
die Absorption eines einzigen Feldphotons zur Erzeugung eines Paares aus, was die Paarerzeu-
gungswahrscheinlichkeit rapide erhéht. Sie ist nach den Gln. ((1.7) und ndherungsweise

"Der Keldysh-Parameter stammt aus dem Kontext der Berechnung von Ionisationswahrscheinlichkeiten in
Atomen [13]. Auch im Modell des ,Dirac-Sees® kann die Paarerzeugung als eine Art effektiver Ionisations-
prozess mit dem Ionisationspotential der Grofie 2m,. aufgefasst werden.
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durch

9 4me /v
Pe-er &= 2By (i) (1.12)
2y

gegeben und besitzt damit eine nahezu quadratische Abhéngigkeit von der Feldstérke Ej.
Entsprechend ist sie fiir kleine Feldstiarken Fy < E. und Bereiche v < 2m ebenfalls stark un-

terdriickt. Insbesondere sinkt die Wahrscheinlichkeit der Absorption mehrerer virtueller Feld-

photonen mit zunehmender Anzahl ¢. Bei der dynamischen Paarerzeugung handelt es sich um

10!
10° )
10
1 F o 10°
10 ? O ..0 10—1
o '0 10—2
o 10-2L TR .." MR 10-3
3 F o <o [q107
= 3 i ,’0 E 10—
R 1073 Calm R [ 41076
- L S T
4 i 0. ~ -8
107 %k » Valley {10
E 00" & 1107°
-t . {10-10
10_0 ? 0’. = .__-.: Q {1011
E .0’ - __10—12
1()—6 _’T.Hum AT BRI BRI | .Suum el el
10-¢10=5 10~* 10-3 10~2 10~! 10° 10?
v/me

Abbildung 1.2: Die zweidimensionale Paramterlandschaft der Paarerzeugung in zeitlich
alternierenden Hintergrundfeldern. Als Konturplot ist die Paarerzeugungswahrscheinlich-
keit P,-.+ pro Volumen und Zeit nach Gl. in Einheiten von m? dargestellt. Die
schwarze Linie entspricht dem Keldysh-Parameter v = 1 und trennt das Tunnel-Regime
(TR, v < 1) vom Multiphotonen-Regime (MR, v > 1). Fiir Feldstirken Ey > 0.2E;
beginnt das Starkfeld-Regime (SR). Der Bereich mit Frequenzen v > 2m, wird als Mono-
Absorptionsregime (MAR) bezeichnet. Im Quanten-Regime (Q), gekennzeichnet durch Gl.
, spielen Quanteneffekte eine Rolle. Das Gebiet Ey < 0.2FE, und v < 2m, wird nach
als ,,Calm-Valley“ bezeichnet, da hier die Paarerzeugung stark unterdriickt ist. Das gel-
be Dreieck kennzeichnet ELI ﬂgﬂ Die griinen Quadrate kennzeichnen die XFEL-Parameter

aus .

einen genuin quantenmechanischen Prozess, der fiir Feldstarken Ey < FE. auch perturbativ
zugénglich ist zum Beispiel als Breit-Wheeler-Prozess . Als solchen bezeichnet man die

Entstehung eines Elektron-Positron-Paares durch die Kollision zweier reeller Photonen. Nach
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[15] ist die quasiklassische Kopplung des elektrischen Hintergrundfeldes unter Vernachlassigung
von Quantenfluktuationen nur fiir eine entsprechend grofle Anzahl an Photonen innerhalb des

Volumens \* = (27 /v)? zuléssig. Fiir Feldstiirken

B, <2 (i)zEc (1.13)

T\ M

spielen Quanteneffekte des Feldes eine Rolle, die innerhalb eines quasiklassischen Ansatzes
nicht beriicksichtigt werden kénnen. Dies entspricht dem Quanten-Regime (Q).

In Abb. ist zu erkennen, das alle aktuellen Laser-Anlagen, inklusive derer die in abseh-
barer Zeit realisierbar erscheinen, innerhalb des Bereiches stark unterdriickter Paarerzeugung
liegen. Das sog. ,,Calm-Valley“ ist gekennzeichnet durch Feldstarken Ey < 0.2FE, und Frequen-
zen v < 2m. Die Anstrengungen der theoretischen Untersuchung der Starkfeld-QED gehen
deshalb dahin, fiir subkritische Feldstiarken Fy < E. mogliche nichtlineare Verstiarkungseffekte
in Abhéngigkeit diverser Feldparameter und Feldkonfigurationen ausfindig zu machen. In die-

sem Kontext steht der dynamisch assistierte Schwinger-Effekt, auf dem im néchsten Abschnitt
(1.3) eingegangen werden soll.

1.3 Dynamisch assistierter Schwinger-Effekt

Der dynamisch assistierte Schwinger-Effekt lédsst sich wieder im Bild des ,,Dirac-Sees* sehr gut
veranschaulichen. Durch die Uberlagerung eines Feldes mit der Feldstirke Ey1 S E. und Fre-
quenz v; < m aus dem Tunnel-Regime, das damit ndherungsweise als konstant angenommen
werden kann, mit einem schwécheren (Eyo < E.) jedoch hoherfrequenten (v5 &~ m,) aus dem
Multi-Photonen-Regime wird die Tunneldistanz [ zwischen positivem und negativem Konti-
nuum durch die Moglichkeit der Absorption n virtueller Photonen des hochfrequenten Feldes
effektiv reduziert. Dies ist schematisch in Abb. dargestelltﬁ Die effektive Tunneldistanz

liisst sich aus einfachen geometrischen Uberlegungen abschiitzen als

nvs n7yk

log =1 — - Mk
Dabei wird
e E.
= 2 e 2 (1.15)

eFor  Eoime

auch als kombinierter Keldysh-Parameter bezeichnet. Nach Gl. ([1.4)) fiithrt eine effektive Verkiirzung

von [ zu einer exponentiellen Verstiarkung der Paarerzeugungsrate. Fiir n = 1 lasst sich damit

8Die Darstellung folgt [17]. Dort wird zusitzlich zur Uberlagerung der beiden Felder die Kollision dieser mit
einem relativistischen Nukleus betrachtet.
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unter Verwendung von (|1.3) die Abschétzung

E. E.
P+ x eXp<—7rE0,1 {1 — 21:26]) = exp(—ﬂﬁ)exp<gyk> (1.16)

treffenﬂ Wahlt man beide Feldkomponenten aus dem Bereich unterdriickter Paarerzeugung,
dem ,,Calm-Valley“ aus Abb. , kann fiir die Uberlagerung ein massiver Verstarkungseffekt
in Bezug auf die Anzahl erzeugter Paare auftreten [19]. Die Grofenordnung des Effektes wird
dabei durch den kombinierten Keldysh-Parameter v, bestimmt. Offenbar ist der Effekt durch
Gl nur innerhalb des Intervalls 0 < 5/2m, < 1 beschreibbar. Fiir v > 2m,, im
Mono-Absorptions-Regime, dominiert u.a. die dynamische Paarerzeugung des zweiten Feldes.
Dann spielt der in Gl vernachlassigte Vorfaktor eine mafigebliche Rolle. Fiir v — 0
folgt der klassische Schwinger-Effekt aus Gl. . Der dynamisch assistierte Schwinger-Effekt

€E0,1£B

Lo +me

Energie

xr

Abbildung 1.3: Durch die Uberlagerungen eines quasi-statischen Hintergrundfeldes aus
dem Tunnel-Regime der Feldstdrke Ep; mit einem schwicheren hochfrequenten Feld der
Frequenz v, wird die minimale Tunneldistanz [, die zur Paarerzeugung tiberbriickt werden
muss, effektiv auf die Lange [og reduziert.

ist bereits Gegenstand zahlreicher Veroffentlichungen und Abschlussarbeiten geworden unter
der Beriicksichtigung verschiedener Feldkonfigurationen und Parameter. Dabei wurden ins-
besondere Sauter-, Gau-Pulse, oszillierende Felder und verschiedene Kombinationen dieser
betrachtet. Beispielhaft seien die Arbeiten von erwiahnt. Dabei stehen im Allgemeinen
verschiedene nicht perturbative Zugéinge zur Verfiigung, wie der semiklassiche WKB-Ansatz
und die ,, Worldline-Instanton“-Methode , der Zugang iiber die quantenkinetische Theo-
rie und der Dirac-Heisenberg-Wigner-Formalismus (DHW) . Eine sehr gute Ubersicht
iiber entsprechende Verdffentlichungen findet sich in der Einleitung von [6]. Betrachtet man
rein zeitabhéngige Felder, bietet sich die quantenkinetische Gleichung an. Sie wird u.a.
in [20], und auch als Quanten-Vlasov-Gleichung bezeichnet. In wurde diese

Gleichung systematisch und ausfiihrlich fiir periodische Hintergrundfelder mit einem abrup-

9Diese einfachen Uberlegungen liefern bis auf einen Faktor 1/2 das gleiche Ergebnis wie in fiir das (1+1)-
dimensionale , Toy-Model“ im Bereich 0 < v5/m,. < 1, das mit Hilfe eines WKB-Ansatzes erhalten wird. Dies
kommt daher, dass die klassischen Umkehrpunkte von beiden Seiten der Barriere ndher zusammenriicken.
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ten Ein- und Ausschaltvorgang ausgewertet. Wie in diesen Veroffentlichungen behauptet und
wie in dieser Arbeit gezeigt werden soll, entspricht dies physikalisch einer Einhiillenden mit
einem ausgeprégten (effektiven) Flat-Top-Intervall, in der das Feld konstant mit der Frequenz
v oszilliert und das wesentlich grofler ist als die Ein- und Ausschaltzeit. Fiir diesen Fall lasst
sich die Herabsenkung der Schwelle exponentiell unterdriickter Paarerzeugung im subkriti-
schen Tunnel-Regime durch die Uberlagerung mit einem schwicheren hochfrequenten Feld der
Frequenz vy 2 m, nach [2§] beschreibenm Dabei zeigt sich, dass die Feldstirke des zweiten
Feldes nur von untergeordneter Bedeutung ist, wahrend die Erhéhung von 15 zu massiven
Verstarkungen in Bezug auf die erzeugte Teilchendichte fithrt. Dieser Befund spiegelt damit

wesentlich die Abschétzung aus Gl. ([1.16]) wider.

1.4 Zur Gliederung dieser Arbeit

Ausgehend von den abschlieenden Darstellungen im vorherigen Abschnitt soll, wie u.a.
in [30] und [33] angeregt wird, der Frage nachgegangen werden, ob und inwiefern sich die Er-
gebnisse aus [27] und [28] fiir den abrupten Ein- und Ausschaltvorgang auf beliebige Ein- und
Ausschaltfunktionen iibertragen lassen. Dabei zeigen die numerischen Resultate in [30] mit ei-
ner Gauf-Funktion als Einhiillender durchaus ein anderes Verhalten in Bezug auf die Struktur
der erzeugten Teilchendichte im Impulsraum als in [27] und [28]. Die erzeugte Teilchendichte
ist sehr sensitiv auf die temporale Struktur der betrachteten Hintergrundfelder [34].

Wie bereits erwahnt, wird dabei der Zugang iiber die quantenkinetische Theorie gewihlt.
Dies entspricht der quasiklassischen Kopplung des Hintergrundfeldes an die quantisierte Dirac-
Gleichung. Quantenfluktuationen des elektromagnetischen Feldes werden vernachlissigt. Um
in die Theorie einzufiithren, wird im folgenden Kapitel [2] systematisch die quantenkinetische
Gleichung hergeleitet. Sie ist der fundamentale Ausgangspunkt der in dieser Arbeit ent-
wickelten Ndherung und der numerisch erhaltenen Resultate.

In Kapitel |3 sind die in dieser Arbeit betrachteten Feldkonfigurationen aufgefiihrt. Dazu wird
zunichst ein relativ allgemeiner Ansatz als Ausgangspunkt gewéhlt. Der Unterabschnitt
greift noch einmal den abrupten Ein- und Ausschaltvorgang auf, um deutlich zu machen, was
darunter in dieser Arbeit zu verstehen ist. In den Unterabschnitten [3.3] und [3.4] sind die Feld-
konfigurationen festgehalten, an denen die im Verlauf von Kapitel [ entwickelte Néherung fiir
monotone und symmetrische Ein- und Ausschaltvorgéinge konkret angewendet wird.

Das Kapitel 4]ist damit der Kern dieser Arbeit. Hier werden in der Niederdichte-N&herung von
Gl die Resultate der Fourier-Analyse, wie sie in [27] entwickelt wurde, auf beliebige Ein-
und Ausschaltvorgénge der Gestalt K (t/t,) verallgemeinert. Dabei bezeichnet ¢, den Parame-

ter, der die Zeitskala der Einhiillenden gegeniiber dem mit der Frequenz v oszillierenden Anteil

10Gjehe Abschnitt
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festlegt. Ab Abschnitt wird der konkretere Fall symmetrischer und monotoner Ein- bzw.
Ausschaltvorgiange betrachtet, um das Ergebnis aus dem vorherigen Abschnitt mit Hilfe
der Methode der stationdren Phase auszuwerten und anhand der beiden Feldkonfigurationen
3.3 und [3.4] zu veranschaulichen.

Das sich daran anschliefende Kapitel |5 beschéftigt sich ausgehend von der Ndherung aus Kapi-
tel[dim Abschnitt[5.1mit der Impulsraumstruktur der erzeugten Teilchendichte in Abhéngigkeit
von der gewéhlten Ein- und Ausschaltfunktion. Sie erfolgt im Kontext der beiden unter-
schiedlichen Paarerzeugungsregime im ,,Calm-Valley“, dem Tunnel- und dem Multi-Photonen-
Regime.ﬂ In Abschnitt ist festgehalten, dass zumindest fiir symmetrische und monoton
verlaufende Ein- und Ausschaltvorgéinge, die entsprechend langsam ablaufen, sodass mehrere
Periodendurchgénge des oszillierenden Anteils moglich sind, der Verstdrkungsfaktor im dy-
namisch assistierten Schwinger-Effekt unabhéngig davon ist, wie das Feld konkret ein- und
ausgeschaltet wird.

Im letzten Abschnitt wird anhand der Feldkonfiguration durch numerische Integration der
zu GL. aquivalenten Gl. der Frage nachgegangen, ob ein zu [35] analoger ,,doppelt
assistierter Schwinger-Effekt* fiir die quasiklassische Uberlagerung von drei Feldern beobachtet

werden kann.

1ygl. Abschnitt



2 Die quantenkinetische Gleichung

2.1 Die quasiklassische Kopplung des Feldes an die

qguantisierte Dirac-Gleichung

Praktischer Hintergrund des folgenden Modells, das wesentlich in [31] entwickelt wurde, ist
die experimentelle Situation der Kollision mehrerer Photonen aus kohérenten Mehrteilchen-
zustianden, wie sie beispielsweise durch Uberlagerung mehrerer ultrastarker Laser realisiert
werden kann[| Das entstehende Photonenfeld wird niherungsweise als klassisches Hinter-
grundfeld A* behandelt. Zudem wird davon ausgegangen, dass im Bereich der Compton-
Wellenldnge A. des Elektrons das Feld als rdumlich homogen betrachtet werden kann. Nach

diesen Uberlegungen wihlt man als Ausgangspunkt das rein zeitabhiingige Viererpotential
AR(1) ~ (0, A1), @.1)
wobei ohne Beschrankung der Allgemeinheit die Polarisationsrichtung

Alt) = AL(t) . (2.2)

Das klassische Hintergrundfeld A*(¢) wird an die Lagrangedichte des freien Elektron- und
Positronfeldes minimal angekoppelt, d.h. man ersetzt 9, — 0, + ieA", sodass sich schliefSlich

als Ausgangspunkt die Lagrange-Dichte

L=V(x,t) (i7", — ey A, (t) — m.) V(x,t) (2.4)

ergibt. Mit dem kanonisch konjugierten Feldimpuls

1= g—é = iyf (2.5)

!Dieses Kapitel folgt im wesentlichen [32] und den Arbeiten [23, 26].
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folgt fiir den Hamiltonoperator des Systems
H =TV — £ =T(x,t) (—iyV + er" A*t) + m,) U(x, 1) (2.6)

Durch Anwendung der Euler-Lagrange-Gleichung

oL oL

folgt aus Gl. (2.4) die Bewegungsgleichung fiir die Dirac-Wellenfunktion:
(i7°0, + 17V — ey* A, (t) — m) ¥(x,t) = 0. (2.8)

Da das Viererpotential A#(t) rein zeitabhéingig ist, bietet sich die Modenentwicklung

U(z,t) = / (;ﬁ;  (p, t) exp(ip) (2.9)

an und man erhélt mit dem zeitabhédngigen Feldimpuls 7 (p,t) = p — eA,(t) €,
(i7°0, — vy (p,t) — me) ®(p,t) =0 (2.10)

fiir die Dirac-Gleichung in Impulsdarstellung. Um diese zu losen, wihlt man den iterativen

Ansatz

O(p,t) = (i708t —~m (p,t) — me) A(p,t), (2.11)

woraus sich eine gewohnliche Differentialgleichung zweiter Ordnung

(02 + w?(p, t) +ieE.(t)7"y") A(p,t) = 0 (2.12)

mit w(p,t) = \/ei+ (p” —eAz(t))2 und €2 = m? + p? ergibt. Dabei bezeichnet p, =
\/m > 0 den Impuls senkrecht und p; = p. den Impuls parallel zur Feldrichtung des
Hintergrundfeldes A, (t).

Im folgenden ist es aufgrund der Struktur von GL sinnvoll, das Feld A(p,t) nach den

Eigenvektoren der Matrix v°v3 zu entwickeln. Letztere ist durch

0 o 1 O
0.3 _ 0. = 2.13
ol (az 0) (0 _1> (2.13)
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gegeben und hat daher die vier Eigenwerte Aj; = 1 und A3;4 = —1 mit den dazugehdorigen

Eigenvektoren W;. Hat man diese bestimmt, lédsst sich die Entwicklung

Ap.t) = _gi(p,t) Wi (2.14)

vornehmen. Da die Figenvektoren W; linear unabhéngig sind, ergibt sich nach dem Einsetzen
von Gl. (2.14) in Gl. (2.12) fiir jeden Koeffizienten g; eine gewohnliche Differentialgleichung

zweiter Ordnung

(07 + w* (p,t) +ieE.(t)\;) gi(p, t) = 0, (2.15)
weshalb
9:(p,t) = ai(p) (¢ (p,1) + g; (p,1)) (2.16)

in zwei unabhéngige Losungen gz-i (p, t) zerfillt. Damit erhélt man insgesamt acht unabhéngige
Losungen. Da die urspriingliche Bewegungsgleichung jedoch erster Ordnung ist, inter-
essieren von den gefundenen Lésungen nur vier. Die restlichen sind beziiglich Gl. red-
undant. Ohne Beschrankung der Allgemeinheit wird daher im Folgenden ¢ = 1,2 gewéhlt. Da
A1 = Ao gilt, erfiillen die Koeffizienten gf/z die gleiche Differentialgleichung . Damit folgt

9i (p,t) = g5 (p.t) = g*(p, 1), (2.17)

weshalb die Dynamik der Felder nicht von der konkreten Spineinstellung ¢ abhéngt. Dies
erscheint plausibel, da kein zusétzliches Magnetfeld B angekoppelt ist. Einsetzen von GI.

(2.17)) in die Gln. (2.16)) und (2.14)) ergibt

2

A(p,t) = Z a;(p) (g7 (p,t) + g™ (p, 1)) Wi (2.18)

und nach der Identifikation mit den zeitabhéingigen Basisspinoren

ui(p,t) = (17’0 — ym(p,t) + me) g* (p, 1) W;

) (2.19)
v (=p,t) = (IV°0, — ym(p,t) + me) g~ (p, t) W,
erhilt man nach GI. schlieBlich
2
O(p,t) = (w(p,t)ai(p) + vi(—p,t) a;(p)) . (2.20)

i=1
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Bei der Quantisierung des Dirac-Feldes ersetzt man die Modenamplituden a;(p) und af(p)
durch fermionische Erzeugungs- und Vernichtungsoperatoren é;(p) und a! (p), die die Antikommutator-

Relation

{ap).al(a)} = 2m)*dyé(p — a) (2.21)

erfiillen. Alle nicht aufgefiihrten Antikommutatoren verschwinden. Der Vakuumzustand |0) ist

durch
as(p) [0) = 0 (2:22)

fiir alle Impulse p und Spineinstellungen 14 deﬁniertﬂ Dabei ist |0) ein Zustandsvektor des
eindimensionalen Hilbert-Raums Hy. Fiir den Fall ohne Hintergrundfeld A* = 0 lasst sich GI.
(2.16)) explizit losen und man erhélt:
exp(Fiw(p)t
Glp.t) = —SPEPI) (2.23)
V2w(p) (w(p) F p:)
Der impulsabhéngige Nenner dient ausschliefilich der Normierung der Basisspinoren ([2.19)).

Die Losungen sind damit ebene Wellen mit positiver und negativer Energie €¢(p) = fw(p) =

+./m? + p?. Nach der Diracschen Lochertheorie lisst sich dann der physikalische Vakuumzu-
stand |0) definieren, indem man alle Zusténde mit ¢(p) < —m als besetzt und alle Zusténde

mit €(p) > —m als unbesetzt annimmt (, Dirac-See®):

e(p) > +m. : a;(p) |0) =0,

e(p) < —me 1 al(p)[0) =0 (2.24)

fiir alle Impulse p und Spineinstellungen . Damit ist |0) ein nicht-trivialer antisymmetrischer
Vielteilchenzustand eines Produkt-Hilbert-Raums. Die physikalischen Erzeuger und Vernichter

definiert man durch

€(p) > +m. : ¢(p)|0) =0,

e (p) < —me. : di(p)|0) =0 (2.25)

fiir alle Impulse p und Spineinstellungen . Fiir €(p) > m, ist a;(p) = ¢ (p) und fiir e(p) < m
ist d}zm(p) — di—y1(—p). Damit erzeugt der Operator & (p) Teilchen der Energie w(p) > 0,
interpretiert als Elektronen e, und der Operator cZZT (p) Antiteilchen (Locher im ,, Dirac-See“
mit entgegengesetztem Impuls —p und entgegengesetztem Spin) der Energie w(p) > 0, inter-

pretiert als Positronen e®. Man priift leicht, dass die so definierten Erzeuger und Vernichter

2Vgl. Abschnittund 13, [8].
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die Antikommutator-Relationen

{éi(p) é}(Q)} = (21)"0;6(p — @)

. (2.26)
{d(p).di(@)} = 05,5 - @)

erfiilllen. Alle nicht aufgefithrten Antikommutatoren verschwinden. Damit ist der Feldoperator
fiir den Fall ohne Hintergrundfeld, d.h. fiir A* = 0, gegeben durch
2
®(p, 1) = Z <uvac,i(p) e W@ (D) + Vyaci (—D) ei‘”(p)tdj(—p)> : (2.27)
i=1
Fiir den Fall, dass das Hintergrundfeld A#(t) ~ (0, A(t)) # 0 ist, sind die gem&f Gl. (2.16])
zu bestimmenden Koeffizienten g;t (p, t) nicht trivial. Insbesondere enthalten sie im Allgemei-
nen keine ebenen Wellen positiver bzw. negativer Energieﬁ Dann ist eine einfache Teilchen-
Antiteilchen-Interpretation nicht mehr méglich und die Bedeutung der Operatoren ¢;(p) bzw.

~

d;(p) nicht geklart. Der Feldoperator

2

O(p,t) = (ui(p, t)ci(p) + vi(—p,t) d! (—p)> (2.28)

i=1
hat dann keine unmittelbare physikalische Bedeutung. Von Interesse sind daher Hintergrund-
felder A.(t), bei denen fiir Zeiten ¢t < t; bzw. t > t; die Koeffizienten g*(p,t) beziiglich ihrer
Zeitabhéngigkeit ausschliellich ebene Wellen enthalten. Dies kann zum Beispiel durch das
Einfithren einer Ein- und Ausschaltfunktion K(¢/t,) des Hintergrundfeldes realisiert werden

mit
A(t) = %K(t/tr) h (vt) (2.29)

und der Ein- und Ausschaltfunktion

0 fir t < t;,
K(t/t)=0<CO(t) <1 firt; <t<ty (2.30)
0 fiir t > t.

Die Funktionen K(t/t,) und h(rt) werden in Kapitel |3 spezifiziert. Dabei ist ebenfalls die
Asymptotik t; — —oo und t; — oo moglich. Fiir die Zeiten ¢ < t; bzw. t > t; besitzt der
Feldoperator ® damit eine unmittelbare physikalische Bedeutung.

3In [32] werden Losungen fiir das konstante elektrische Feld mit A,(t) = —Ept und fiir den Fall A,(t) =
—FEyt, tanh (t/t,) ermittelt.
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2.2 Bogoliubov-Transformation

Setzt man den Feldoperator aus Gl. in GL und diese wiederum in Gl.
ein, so erhdlt man den Hamiltonoperator H des Systems in Impulsdarstellung. Es zeigt sich,
dass dieser im Allgemeinen Nichtdiagonalelemente besitzt. Diese sind in [36] aufgefithrt und
werden im Folgenden durch eine unitdre Bogoliubov-Transformation beseitigt. Ein Teil der
Zeitabhingigkeit wird auf neue fermionische Operatoren C; (p,t) und D; (p,t) iibertragen. Da-
durch ldsst sich nach gelungener Diagonalisierung ein Quasiteilchenkonzept einfiithren. Die

Bogoliubov-Transformation ist von der Form

N

Ci(p,t) = a(p,t) &(p,t) — B°(p) di(—p), 2:31)
Di(=p,t) = B(p,t) é:(p) + o* (p) d!(—p)
Aufgrund der geforderten Unitaritat gilt fiir die Bogoliubov-Koeffizienten
la(p, )* + B(p,1)|* = 1. (2.32)
Dadurch sind die Antikommutatoren
{Cip.1) . Cllan} = 2m) 05— ).
(2.33)

{ﬁi(p, t), Di(q, t)} = (27)*6,,0(p — q)

erfiillt. Alle nicht aufgefithrten Antikommutatoren verschwinden. Fiir Zeiten t < ¢; gelte au-

Berdem
a(p,t <t;) =1,
( ) (2.34)
B(p,t <t)=0.
Dann ist vor dem Einschalten des Hintergrundfeldes, d.h. fir A,(t < t;) =0,
Ci(p,t < t) = éi(p),
(p ) = &(p) (2.35)

Di(p,t < t;) = d;(p)

und eine Interpretation der neu eingefithrten Operatoren C’i(p,t <t;) und lA)i(p,t <t als
Erzeuger und Vernichter von Elektronen bzw. Positronen mdglich. Fithrt man zudem neue

Basisspinoren U;(p,t) und V;(—p,t) mit

uz(pv t) = a(pa t) Uz(pa t) + B(pa t) V;(_p7 t) P

(2.36)
O./(p, t) ‘/Z(p7 t) - 5*(1)7 t) Ui(_pa t)

&

0

=
~

~—
I
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ein, so erhdlt man nach Einsetzen dieser in Gl. (2.28) unter Verwendung von Gl. ([2.31]) fiir
den Feldoperator

=3 (Uip.t) Cilp.t) + Vil—p.t) Di(~p.1)). (2.37)

Fiir den Fall ohne dufleres Feld, d.h. fiir A,(t) = 0, miissen die neuen Basisspinoren mit den
alten aus Gl. (2.19)) iibereinstimmen. Dies ist fiir die Wahl

Ui(p7 t) = (’yow(pv t) - ’)’71'(]), t) + me) G+(pa t) Wi

. (2.38)
Vi(=p) = (-7 w(p,t) —y7(p.t) + me) G~ (P, ) W;
mit
eTO)
GE(p,t) = (2.39)
\/200 (p,t) (w(p,t) F 7 (1))
und der dynamischen Phase
t
Op.t) = [ dt' w(p.t) (2.40)
to

offensichtlich erfiillt. Die Bogoliubov-Koeffizienten sind damit gemafi Gl. (2.36)) eindeutig fest-
gelegt:

a(p,t) =ie, G~ (p,t) (0, — iw(p,t)) g* (P, 1),

(2.41)
B(p,t) = —ie . GT(p,t) (0; +iw(p,t)) g (P, 1) .

Durch Ableiten nach der Zeit t ergibt sich daraus das Differentialgleichungssystem

(éé(pi)) :1< 0 Qp.1) exp@i@(p,t))) <a<p,t>> (2.4)
Bp,t)) 2 \~Q(p.t)exp(—2i0(p, 1)) 0 B(p.t) |

mit
€l GEZ (t)

DR (2.43)

Q(p,t) =
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Unter Verwendung des Feldoperators i) (p,t) aus Gl. (2.37) erhélt man in der neuen Basis den

diagonalen Hamiltonoperator

H(t) = / (;17;; $(p,1) (yr(p.1) + m.) b(p,1)

- [k Zewn (Clpn Cip) + Dlp.0) Di-p.1).

(2.44)

Die durchgefiihrte Diagonalisierung ermdglicht schliellich die Definition einer Quasiteilchen-
dichte f(p,t) mit Bezug auf das Phasenraumvolumen Vpy,, die fir Zeiten ¢ < ¢; und ¢t > t;
als Dichte erzeugter Elektronen bzw. Positronen physikalisch interpretiert werden kann. Sie

lasst sich direkt aus dem Bogoliubov-Koeffizienten §(p,t) bestimmen. Dies wird im folgenden

Abschnitt gezeigt.

2.3 Vom Konzept der Quasiteilchendichte zur

quantenkinetischen Gleichung

Nach der Quantisierung und Diagonalisierung des Dirac-Hamiltonoperators H (t) mit mini-
maler Kopplung an ein klassisches Hintergrundfeld A*(t), siche Gl. , wird im Folgenden
ausgehend von GI. die Quasiteilchendichte f(p,t) definiert. Sie ldsst sich fiir endliche
Hintergrundfelder sowohl vor dem Einschalten ¢ < ¢; als auch nach dem Ausschalten
t > t; als die physikalisch relevante Groflie der Dichte erzeugter Elektronen bzw. Positronen
interpretieren.

Aufgrund der Diagonalitéit des Systems in den Operatoren C;(p, t) und ﬁj (p,t) ist der
jeweilige Grundzustand |Q(t)) zur Zeit t gegeben durch

Ci(p, 1) [%(t)) = Di(p, 1) |Q(t)) = 0 (2.45)
mit dem Erwartungswert der Grundzustandsenergie
(Qo(t)] H(t) [20(1)) = 0. (2.46)

Fiir Zeiten t < t;, also bevor das &uflere Hintergrundfeld A#(t) eingeschaltet wird, sei der
Grundzustand des Systems (12.44)) identisch mit dem physikalischen Vakuumzustand

1Q0(t < 1)) = |0). (2.47)
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Damit ist
Ci(p,t < 1;)]0) = &(p)|0) =0,
<00 =30)10 = i
Di(=p,t < )]0) = di(~=p) |0) = 0,
d.h. fiir die Bogoliubov-Koeffizienten aus Gl. (2.31)) gilt
a(p,t <t) =1
(pt<1) (2.49)

Der Feldoperator ﬁ)(p,t < t;) ist dann durch GIL. gegeben. Von physikalischem Interesse
ist der sich einstellende Grundzustand |y (t)) des Systems fiir ¢, > t¢;, wenn das Hintergrund-
feld A, (t) dauerhaft verschwindet. Dann enthélt der Feldoperator aus Gl. erneut ebene
Wellen mit positiver bzw. negativer Energie +w(p) = ++/m2 + p?, wodurch die physikalische
Interpretation der fermionischen Operatoren & (p), & (p) und d; (p), d! (p) als Vernichtungs-
und Erzeugungsoperatoren fiir Elektronen bzw. Positronen wieder méglich wird. Von physi-
kalischem Interesse ist die Zahl erzeugter Elektron-Positron-Paare fir A,(t > ¢;) = 0, wenn
das Hintergrundfeld ausgeschaltet ist. Dies fiithrt auf die Frage, wie viele Elektronen bzw.
Positronen der Grundzustand |y(ts)) enthélt. Im Allgemeinen kann er sich vom physikali-
schen Ausgangszustand |0), der keine Elektronen bzw. Positronen enthélt, unterscheiden. Die
Teilchenzahl einer Sorte mit Impuls p und Spineinstellung ¢ erhdlt man dann aus dem Er-
wartungswert des entsprechenden Teilchenzahloperators ﬁ(c) (p) = & (p) & (p) fiir Elektronen
bzw. ﬁgd)( ) = d!(p)d;(p) fiir Positronen. Fiir beliebige Zeiten ¢ ergibt sich mit der inver-
sen Bogoliubov-Transformation (/2 und unter Verwendung der Antikommutatorrelationen

=
—
S
~
~—
> T
e
DN
N
N
w
<>,

(0),
Q(0)| 75" (p) 12 (1))

Q(t)|[a” DID; + |B]* C:Cf — aB*DICT — a”BCDi |Q(t))
= [B(p,1)|* (21)" 6(0).

ngd) (p.1) = (2.50)

Fiir Zeiten t = t,, > t; erhdlt man damit die gesuchte Anzahl erzeugter Elektronen bzw.
Positronen. Da der Erwartungswert beider Teilchenzahloperatoren identisch ist, geniigt es,
die Anzahl erzeugter Elektron-Positron-Paare durch einen der beiden Erwartungswerte zu

ermitteln. Um den aus dem Antikommutator stammenden divergenten Faktor (27)3§(0) zu
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eliminieren, definiert man die Quasiteilchendichte als

S S () .
flp,t)= lim 7 =2[B(p. )], (2.51)
i=1 e

VOrt —00

wobei man das betrachtete Ortsraumvolumen V¢ gegen unendlich gehen ldsst. Nur in Ab-
wesenheit des Feldes A*(t) besitzt die so definierte Quasiteilchendichte eine physikalische In-
terpretation als Dichte erzeugter Elektronen bzw. Positronen. Vor dem Einschalten des Hin-
tergrundfeldes, d.h. fiir A, (¢t < t;), ergibt sich mit S(p,t < t;) = 0 nach der obigen Definition
f(p,t <t;) = 0. Die physikalisch interessante Grofle ist die nach dem Ausschalten des Feldes,
d.h. fiir A,(t) = 0, verbleibende Residualdichte

f(Pts0) = 218(p,teo) [ (2.52)
Da Q(p,ts > t;) = 0 gilt, folgt aus Gl. (2.42)

B(p;t) =0, (2.53)

d.h. der Koeffizient 3 #indert nach Abschalten des Feldes seinen Wert nicht mehr [ Die Anzahl

erzeugter Paare bleibt konstant. Damit l&sst sich die Residualteilchendichte als

f(p.tss) = f(p.tr) = 2|B(p. 1) (2.54)

bestimmen. Die Paarerzeugungswahrscheinlichkeit pro Volumen Vi, und Zeit ¢, die bereits in

Kapitel [1] fiir verschiedene Hintergrundfelder diskutiert wurde, ist dann durch

-Pe*eJr - he*le = /dgp f<p7 too) (255)

gegeben. Die iiber den Impulsraum abintegrierte Anzahldichte

Ne-et = /dgp f(p,ts) = 27T/dp|| /dpL po(pL,p”,too) (2.56)

enthélt die Information tiber die Anzahl der durch das Hintergrundfeld A, (¢) erzeugten Elektron-
Positron-Paare pro Ortsraumvolumen Vo [| In den Kapiteln [5 und [6] wird zur Quantifizie-
rung des Verstarkungseffektes im Kontext der dynamisch assistierten Schwinger-Paarerzeugung

auch die lediglich {iber den Impuls p, senkrecht zur Feldrichtung abintegrierte Teilchendichte

e+ (p) = 27 /dlu pif(PL ) teo) (2.57)

4Fiir eine mogliche Bedeutung der Quasiteilchendichte zu intermediziren Zeiten ¢; < t < t; siehe [37].
®Die gewiihlte Definition folgt den Arbeiten [26,|27]. Mitunter findet sich in der Literatur noch ein Vorfaktor
von (2m) % wie in [32].
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betrachtet. Sie besitzt damit die Einheit 1/Fliche.

Es ergeben sich mehrere Moglichkeiten, um iiber den Bogoliubov-Koeffizienten [(p,t) die
Quasiteilchendichte f(p,t) fiir ein gewihltes Hintergrundfeld A, (¢) zu bestimmen. Man kann
versuchen, direkt mit Hilfe der Differentialgleichung die Koeffizienten g*(p, t) und durch
Auswertung der dynamischen Phase O(p,t) die Koeffizienten G*(p,t) aus Gl. zu be-
stimmen. Dann ist der Koeffizient 3(p,t) durch Gl gegebenff| Eine zweite Moglichkeit
besteht in der Auswertung des Differentialgleichungssystems . Dieses lasst sich unter
Ausnutzung der Identitat f(p, t)y=2 (B(p, t) B*(p, t) + B(p, t) B*(p, t)) auch umformen in die
Integro-Differentialgleichung

f(p,t) = Q(p,1t) /tdt' Q(p, ') (1= f(p,1)) cos(2[O(p,t) — O(p,1)]) . (2.58)

i

Damit erhélt man eine Variante der quantenkinetischen Gleichung zur direkten Bestimmung
der Quasiteilchendichte f(p,t). Unter Einfithrung der Hilfsgrofien

—2Re (a*(p, 1) B(p, t) exp(20(p, 1)) ,
—2Im (a*(p, t) B(p, t) exp(20(p, 1)))

p(p,t)

2.59
((p,t) (2:39)

lasst sich die quantenkinetische Gleichung (12.58)) auch als gewohnliches Differentialgleichungs-

system

f(p.t) 0 Q(p,t) 0 f(p.t) 0
plpt) | = Q1) 0 —2(pt)| | plpd) |+ Q1 |- (2.60)
((p,t) 0 2w(p, 1) 0 ¢(p,1) 0

erster Ordnung in der Zeit schreiben. Die Anfangsbedingungen sind durch

f(p7 ti) = p(p7 ti) = C(pu ti) =0 (2'61)

gegeben.

6So kann zum Beispiel, wie in [32] gezeigt wird, eine analytische Losung fiir den Sauter-Puls gefunden werden.



3 Betrachtete Feldkonfigurationen

3.1 Allgemeine Festlegungen

Gegenstand der Untersuchung sind rdumlich homogene, rein zeitabhéngige Hintergrundfelder
AR(t) ~ (0,A,(t)e,) mit ausgezeichneter z-Richtung. Zudem zielen die folgenden Betrach-
tungen auf 7' = 27 /v-periodische Felder der Frequenz v, die zusétzlich durch eine zunéchst
beliebig gewihlte Ein- und Ausschaltfunktion K(¢/t,) € C* modifiziert sind. Thre relevante
Zeitskala ist durch den Parameter £, CharakterisiertE] Das Vektorpotential ist damit gegeben
durch

AL(t) = %K(t/tr) h(vt). (3.1)

Daraus ergibt sich in Coulomb-Eichung das elektrische Hintergrundfeld als

dA,(t) Ey dK(T) dh(r)
E.(t)=— = — h(vt) — EoK(t/t,) ——= . .
2(1) dt vt, dr r=t/t; () o (/) dr |,_, (3:2)
Unter Einfithrung der zeitabhéngigen Feldamplitude

sind die mafgeblichen Funktionen der quantenkinetischen Gleichung (2.58)) bzw. (2.60) durch

w(p,vt, E(t/t,)) = \/ei + (p” - SE(t/tr) h(ut)>2,

1 (5B (11 o) + et /1) () (3:4)
Q(p,l/t,E(t/tr)):— w(p ¢ E(t/t ))2
darstellbar. Dabei bezeichnen
)= 0
dh( ) T=t/tr (35>
h(vt) = el

1Zur exemplarischen Bedeutung des Parameters ¢, siche die folgenden Unterabschnitte bis
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jeweils die Ableitung nach dem vollstdndigen Argument. Insbesondere gilt

w(p, vt + VT, E(ty/t,)) = w(p, vt, E(ty/t:)),

(3.6)
Q(p, vt + T, E(to/t:)) = Q(p, vt, E(to/t:)) -

Die Funktion h(vt) wird weiter spezifiziert. Gegenstand dieser Arbeit sind elektrische Hinter-
grundfelder, die sich aus der Superposition von bis zu drei Einzelfeldern ergeben mit unter-

schiedlichen Amplituden Ej; und Frequenzen v;. Es wird zudem

Eoy1 2> Eo2 > Eogs, (3.7)

vy < vy < s

gewihlt. Als Referenz fiir die anderen Felder dient das stérkste Feld mit der niedrigsten Fre-

quenz
Ey=FEy1, v=u. (3.8)
Dann lésst sich fiir den periodischen Anteil des Feldes
h(vt) = hi(vt) + asha(Novt) + ashs(Nsvt) (3.9)

schreiben mit

Eyov Y Eysv Y
o = 2 = —, q = u = — 310
27 Eo Vo ° 7 Eous V3 (310)
und
N2 - 2, N3 == @ (311)
v v

Da h(vt+vT) = h(vt) gelten soll, folgt unmittelbar N, N3 € N. Nach Gl. (3.7) gilt auBerdem

1§N2§N37

(3.12)
1 Z (6%) Z (0% Z 0.

Um spéter die Ndherung in GI. durchfithren zu kénnen, muss auerdem h(vt) = h(—vt)
gelten, d.h. der periodische Anteil des Vektorpotentials ist symmetrisch. Zudem wird die Start-
zeit des Feldes mit t; = 272 und Z € Z gewihlt. Dies bedeutet keine besondere Einschrankung,
da insbesondere auch der Fall Z — —oo betrachtet werden kann.

Man kénnte argumentieren, dass die Wahl des Vektorpotentials ,unphysikalisch® ist. Ei-

gentlich miisste man wie in [30] zu erst das observable elektrische Feld mit einer entsprechenden
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Ein- und Ausschaltfunktion vorgeben. Fiir entsprechend langsame Ein- und Ausschaltvorgéinge
mit vt, > 1 spielt der ,,unphysikalische” Term aus der Ableitung der Einhiillende jedoch keine

Rolle, da er mit (vt,)”" unterdriickt ist.

3.2 Abrupter Ein- und Ausschaltvorgang

1.5 . th.t. =627T . 1.5 . . th.t. =6'27T

1.0} { _ 1o}
K s

= 0.5} < 0.5}
< <

"2 0.0 2 0.0t
S .

= —0.5¢ = —0.5}
X 1.0} = —1.0}

—1.5—5 10 20 30 a0 1579 10 20 30 20
vt vt

Abbildung 3.1: Darstellung des abrupten Ein- und Ausschaltvorgangs (3.13) bzw. (3.14)
fiir feste Flat-Top-Zeit t¢y.. Fiir den periodischen Anteil h(vt) gilt ay = 0.01, az = 0.1,
N2 = 15 und N3 = 30.

Fiir den abrupten Ein- und Ausschaltvorgang wird der Skalenparameter ¢, = t;; als Flat-
Top-Parameter bezeichnet und gibt Auskunft iiber die Anzahl der Periodendurchgénge des
oszillierenden Anteils bei konstanter Einhiillfunktion K = 1. Die Formfunktionen sind konkret

gegeben durch

h(vt) = cos(vt) + ag cos(Novt) + az cos(Nsvt) ,

0 firt<O,

(3.13)
K(t/tey) =<1 fir 0<t<te,
0 firt > tf_t..
Fiir die Ableitungen nach dem jeweils vollstindigen Argument gilt?
h'(vt) = — (sin(vt) + aa Ny sin(Navt) + a3 N3 sin(Nzvt)) (3.14)

K'(t/ts) =0,

d.h. die formal auftretenden divergenten Beitriage in K'(t/t;y.) bei t; = 0 und t; = gy, werden
nicht beriicksichtigt. Der so gewéhlte Ein- und Ausschaltvorgang hat zunéchst nur mathe-

matischen Modell-Charakter und erleichtert die Fourier-Analyse zur Untersuchung von GI.

2Vgl. Gl. (3.5).
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(2.60) fiir zeitlich oszillierende Hintergrundfelder.ﬁ In Kapitel wird gezeigt, dass er eine
physikalische Bedeutung als Grenzfall von Ein- und Ausschaltfunktionen K (/t,) besitzt, die

ein ausgeprigtes (effektives) Flat-Top-Intervall #$ besitzen, wo die Einhiillende konstant ist.

Dieses muss weit grofler sein als die (effektive) Ein- bzw. Ausschaltzeit

3.3 GauB- und Super-GauB-Profil

n=1, vt, =40

teff

ramp 1

n =2, vt, = 40

S s
) )
< <
o5 o
ey ey
M —0.5' — l/t?gmp M _0°5- — thgmp
—1.0} ; _ Vgt —1.0 ; ; Vel
120 _80 —40 0 40 80 120 —120 —80 —40 O 40 80 120
vt vt
n =295, vt, = 40 n = 10, vt, = 40
T T Lol T T
3 Soosp b
< <
= ! —~ 0.0}
-~ " -~
ey ! =
~ —0.5} H eff 1 ~ —0.5} eff
E 0 5 E _— Vtramp M O 5 — Vtramp
—1.0f : viEL |- —1.0} : _ Vi
—120 —80 —40 O 40 80 120 —120 —80 —40 0 40 80 120

vt vt

Abbildung 3.2: Darstellung des (Super-)GauB-Profils fiir festen Zeitskalenparamter
vty = 40 mit nee. = 1073 und fpamp = 107°. Fiir den periodischen Anteil h(vt) wurde
as = 0.1, ag = 0.01, No = 15 und N3 = 30 gewahlt. Der Exponent n wird variiert und
dandert gemafl GI. das Verhiltnis zwischen der effektiven Ein- und Ausschaltdauer

tffmp und dem effektiven Flat-Top-Intervall t?'ftf..

Das GauB- (n = 1) bzw. Supergauf-Profil (n > 1) ist gegeben durch

h(vt) = cos(vt) + g cos(Novt) + az cos(Nsvt) ,

. (3.15)
K(t/t;) = e ¢/

mit n € Nsg. Entsprechend folgt fiir die Ableitungen nach dem jeweils vollstéindigen Argument]’]

3Vgl. insbesondere [27] und [28].
4Vgl. auch die folgenden Abschnitte und
*Vgl. Gl. (3.5).
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h'(vt) = — (sin(vt) + ag Ny sin(Novt) + az N3 sin(Nzvt)),

n (3.16)
K'(t/t,) = —2n (t/t,)?" " e W™,

Neben dem Skalenparameter ¢, bestimmt der Exponent n das Verhalten der Einhiillenden
K(t/t;). Um dies zu illustrieren und spéter den Anschluss an [27] herstellen zu konnen,
werden im folgenden ein effektives Flat-Top-Intervall ¢¢f in dem die Einhiillende K(t/t,)
ndherungsweise als konstant angenommen werden kann, und eine effektive Ein- und Aus-
schaltzeit tffmp bzw. eine effektive Pulsdauer tfﬁlse definiert. Die effektive Flat-Top-Zeit T

ergibt sich aus der Forderung
o (/)™ Ly (3.17)

als

1

Q

f 1 1/2n Nt —0 1/2n
toy =2t In 2tme (3.18)
L — 7. .

Dabei ist 7, < 1 und fixiert fiir das Intervall —¢¢ /2 <t < £ /2 die maximale Abweichung
der Einhiillenden K (t/t,) vom Maximalwert 1. Fiir grofie Exponenten n > 1 ldsst sich die
effektive Flat-Top-Zeit entwickeln als

1 1\ » 1
$o — o, (1 ¥ —n(;it') +O(E)) o, (1 ¥ —ngﬁ't')) (3.19)

und strebt asymptotisch gegen den doppelten Skalenparameter 2t, unabhéngig von der konkre-

ten Wahl des Parameters 7 . Die effektive Pulslange teff  wird definiert durch die Forderung

pulse
eop -~ Tttt 5L oo ]
s0b ¢ . JAd % ]
g2 40r {1 gs
< 30 IR '
sf 20l % { 82 7 ... T
10} J 1+ ...... S ]
Of ALY TIPSR PP S— Of Creece ]
1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 2 3 4 5 6 7 8 9 10
n n

Abbildung 3.3: Fiir die (Super-)GauBkonfiguration (3.15)) ist das Verhiltnis zwischen
der effektiven Ein- und Ausschaltzeit tﬁgmp und dem effektiven Flat-Top-Intervall #$I in
Abhingigkeit vom Exponenten n € Nsg gemifl Gl. (3.25) dargestellt. Dabei wurde ng¢, =

1073 und Nramp = 10~° gewiihlt.
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o (t5le/20)™ L) (3.20)

ramp

und ergibt sich daher zu

eff
tpulse == 2tr hl (

)Wn . (3.21)

Dabei ist 7yamp der gewéhlte effektive Start- bzw. Endwert der Einhiillenden K(t/t,). Daraus
folgt mit

Tlramp

teff _

ramp

(t(;)ilse - t?f) (322)

N —

unmittelbar eine Definition fiir die effektive Ein- und Ausschaltdauer

1 1/2n 1 1/2n
tor =t In ( ) - ln( ) : (3.23)
Thramp 1 — e,

Sie lasst sich in Analogie zur effektiven Flat-Top-Zeit fiir grofie n entwickeln:

— <% (In (= In[ieamp]) — In(nre)) +O (%)) | (3.24)

Damit zeigt sich, dass sie asymptotisch fiir n — oo verschwindet. Das Verhéltnis

e U (amp) )"
=T -1 (3.25)
239 2 In(1 — nes.)

ist unabhéngig vom Parameter ¢, und fiir festes n¢s. und 7amp allein durch den Exponenten n

festgelegt. Fiir den Grenzfall n — oo ergibt sich

eff

t n (o]
;‘f}‘p =°0. (3.26)
f.t.

Das bedeutet, dass fiir groe Exponenten n der Ein- und Ausschaltvorgang, charakterisiert

eff

putse 1M Wesentlichen

durch tfgmp, vernachléssigt werden kann und die effektive Pulsldnge ¢

durch die Flat-Top-Zeit {7 gegeben ist wie fiir den Fall des abrupten Ein- und Ausschaltens.
Dieses Verhalten ist in den Abbn. und dargestellt. Fiir gewahltes 7., 7ramp und festen
Exponenten n verlaufen sowohl Flat-Top-Zeit ¢ | Pulslinge tl‘fﬂse als auch Ein- und Ausschalt-
zeit tl‘fmp proportional zum Zeitskalenparameter t,, wie in Abb. festgehalten. Er legt damit

fest, wie viele Oszillationen des periodischen Anteils effektiv zwischen Ein- und Ausschaltzeit

moglich sind.



33

n=>5,vlt,=>5 n=>5, vt, =15
1.0} 1% ] 1.0}
20050 305 R
=< <
= 0.0 1 < 0.0 : :
-~ . " -~ L) "
e il |k ~ y :
t/ —0.5¢} E E off i t’ —0.5F E E eff 1
k : I _— Vtramp M : : : —_— Vtramp
—1.0} vit | —1.0 vigl |
—40 —20 0 20 40 60 80 —40 —20 O 20 40 60 80
vt vt
n =295, vt, = 25 n =25, vt, =35
= : : ~ : :
< : : < : :
< : : 5 : ]
Py : : ey \ J
~ _0.5} E E — Uteff 1 ~ —0.5 E E — Vteff 1
" . ramp " . ramp
—1.0t : : f.t. | —1.0} : : f.t. |

—40 —20 0 20 40 60 80 —40 —20 0 20 40 60 80
vt vt

Abbildung 3.4: Darstellung des (Super-)Gauf-Profils (3.15]) fiir festen Exponenten n =5

mit 7¢y. = 1073 und Neamp = 1075, Parameter des periodischen Anteils h(vt) wie in Abb.

(3.2). Der Zeitskalenparameter t, wird variiert und #ndert die Breite der Einhiillenden
K(t/t,).

Fiir die numerische Implementierung wird wie in Abschnitt festgelegt t; = —N - 27 und
tg = N - 27w gewahlt mit N € N. Dabei wurde in dieser Arbeit N immer mindestens so grofl
gewihlt, dass Mamp S 10712 giltE]

[

3.4 Flat-Top-Profil

Fiir das Flat-Top-Profil wird der Skalenparameter ¢, als Ein- und Ausschaltzeit t,,y,, identifi-
ziert. Er legt dann die Anzahl der Oszillationen des periodischen Anteils im Ein- und Ausschalt-
vorgang fest. Der Vorteil ist, dass separat dazu eine Flat-Top-Intervalllange ¢ existiert, fiir
die die Einhiillende K (f/t,amp) zwischen Ein- und Ausschaltvorgang konstant ist. Im Gegensatz
zum Gauf3- bzw. Supergau3-Profil aus dem vorherigen Unterabschnitt [3.3|lassen sich Flat-Top-
Zeit tey, und Ein- bzw. Ausschaltdauer t,,mp getrennt variieren und ihr Verh&ltnis tyamp/tet.

zueinander beliebig festlegen. Die exakte Pulsdauer ergibt sich dann als ¢yuse = 2tramp + tis.-

6An dieser Stelle sei einmal festgehalten, dass die notwendigen numerischen Integrationen in dieser Ar-
beit mit Hilfe der Intgrationsroutinen Odeint (https://docs.scipy.org/doc/scipy-0.18.1/reference/
generated/scipy.integrate.odeint.html) und Ode (https://docs.scipy.org/doc/scipy-0.18.1/
reference/generated/scipy.integrate.ode.html) unter Verwendung der Programmiersprache ,,python*
durchgefiithrt wurden. Siehe:http://www.python.org/.


https://docs.scipy.org/doc/scipy-0.18.1/reference/generated/scipy.integrate.odeint.html
https://docs.scipy.org/doc/scipy-0.18.1/reference/generated/scipy.integrate.odeint.html
https://docs.scipy.org/doc/scipy-0.18.1/reference/generate d/scipy.integrate.ode.html
https://docs.scipy.org/doc/scipy-0.18.1/reference/generate d/scipy.integrate.ode.html
http://www.python.org/.

34 3.4 Flat-Top-Profil
vige, =727, Vlap = 1 - 27 vieg, =721, Vlamp = 4+ 21

= =
S 3
< <
2 2

5 g
o : &
= —0.5} ¢ =
< _of #1111 < ANIE —

0 40 80 120 160 200 240 280 40 80 120 160 200 240 280
vt vt
vigy, =727, Vlamp = 8 - 27 vigg, =72, Vlamp = 12 - 27

< =
2 2
< <
2 “a
-~ -~
=-0.5 =
~ —1.0 <

Konkret ist die Konfiguration gegeben durch

Dabei ist H(z) = G(2)/(G(z) + G(1 — z)) mit

vt

h(vt) = cos(vt) 4+ ag cos(Novt) + ag cos(Nsvt)

K (t/tramp) = H(t/tramp) H (M)

zframp

() 0 fir z <0,
xr) =
exp(—%) fiir x > 0.

0 40 80 120 160 200 240 280

40 80 120 160 200 240 280
vt

Abbildung 3.5: Darstellung der Flat-Top-Konfiguration fiir feste Flat-Top-Zeit t¢+,
in Abhéngigkeit vom Ein- bzw. Ausschaltparameter t;amp. Fiir den periodischen Anteil h(vt)
gilt ap = 0.1, a3 = 0.01, Ny = 15 und N3 = 30. Fiir die getroffene Wahl n; = 1.5 - 1072
ergibt sich nach Gl. naherungsweise o = (0.185.

fir t <0,

H(t/tamp)  fiir 0 <t < tramp,

fiir tramp S tf.t. S tramp + tf.t.a

— ..
L) fiir tramp + tf.t. S t < tpulsea

fir ¢ Z tpulse'
(3.27)

(3.28)
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Entsprechend folgt fiir die Ableitungen nach dem jeweils vollstindigen Argument]|
h' (vt) = — (sin(vt) + aa Ny sin(Navt) + ag N3 sin(N3vt)) ,

K'(t/tramp) = H' (t/tramp) H(M) - H(t framp) H' (M) (3.29)

tramp tramp

mit H'(z) = —G'(1 —2)H(z)/(G(x) + G(1 — z)) und

, 0 fir z <0,
G'(z) = (3.30)
% exp(—1) fiir z > 0.

Betrachtet man den Fall ohne Flat-Top-Parameter, t¢; = 0, dargestellt in Abb. [3.5]oben links,

vigg, = 02, viamp = 10 - 27 vigy, = 22w, Viamp = 10 - 27

< o
2 S
< =
2 2

£ £

E E

-~ -~
= —0.5 = —0.5¢
< —1.0f : x —1.0f Al

0 40 80 120 160 200 240 280 0 40 80 120 160 200 240 280
vt vt
vigy, = 5 - 2w, Vi = 10 - 27 vigg, = 10 - 2w, vy, = 10 - 27

o o

2 2

< <

2 2

g g

[ ©

& W&

=05 = —0.5

< —1.0f 111 E < —1.0f : :

0 40 80 120 160 200 240 280 0 40 80 120 160 200 240 280

vt vt

Abbildung 3.6: Darstellung der Flat-Top-Konfiguration (3.27)) fiir festen Ein- bzw. Aus-
schaltparameter t;amp in Abhéngigkeit von der Flat-Top-Zeit ¢ . Parameter des periodi-
schen Anteils h(vt) und o wie in Abb. (3.5)).

so erscheint es sinnvoll, in Analogie zum Gauf- bzw- Supergauf}-Profil aus dem vorherigen
Unterabschnitt [3.3] zusétzlich eine effektive Flat-Top-Zeit

£ = 9 (3.31)

"Vel. Gl (3.5).
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zu definieren. Sie ergibt sich aus der Forderung

K<1 timp) -1 (3.32)
Qtramp '

mit 7y <K 1E| Fiir das Weitere ist es niitzlicher, Gl. (3.31)) nach ¢ umzustellen. Fiir 7y =

1.5 - 1072 erhdlt man niherungsweise o ~ 0.185. Nimmt man die Flat-Top-Zeit t¢; hinzu,

vergroflert sich das effektive Flat-Top-Intervall entsprechend zu
t(faftf = t?tmp + tey. = 2Utramp + tf.t.7 (333)

und man erhélt fiir t¢¢ > 20t,4mp ndherungsweise t?‘f. ~ try.. Die Parameterabhéngigkeit ist
exemplarisch in den Abbn. [3.5 und [3.6] dargestellt.

Das Flat-Top-Profil bietet einen gewaltigen Vorteil bei der numerischen Integration. Wie zum
Beispiel in [26] nachgewiesen wird, ist die quantenkinetische Gleichung mathematisch
aquivalent zu GI. fiir die Bogoliubov-Koeffizienten. Fiir das Flat-Top-Profil wird letztere
genutzt, um die Residualteilchendichte numerisch zu bestimmen. In Anhang [C] wird gezeigt,
dass fiir den Flat-Top-Bereich unter Anwendung des Satzes von Floquet, siehe [38], fiir die
Wahl t¢ = nge T mit ngy. € N und T = 27/v nur iiber eine Periode des Feldes integriert
werden muss, um den Wert der Quasiteilchendichte am Ende des Flat-Top-Intervalls zu be-
stimmen. Dadurch kann das Flat-Top-Intervall quasi beliebig vergréfiert werden, ohne dabei die
Rechenzeit signifikant zu erhchen. Daher wird das Flat-Top-Profil auch gewéahlt, um in Kapitel
[6] numerisch nach zusitzlichen Verstarkungseffekten zum ,einfachen® dynamisch assistierten

Schwinger-Effekt zu suchen.

8Vgl. Gl. (3.18).



4 Naherung der Residualteilchendichte
fiir langsame Ein- und

Ausschaltvorgange

4.1 Verallgemeinerung der Fourier-Reihenentwicklung in der

Niederdichte-Nadherung

Im Folgenden wird fiir die in Abschnitt [3| definierten Feldkonfigurationen der Spezialfall klei-
ner Dichten f(p,t) < 1 betrachtet. Dann folgt aus der quantenkinetischen Gleichung ([2.58))

naherungsweise

fp.t) = 5 ITp.0)f (1.1
mit

I(p,t) = /tdt’ Q(p,vt', E(t'/t,)) exp(2iO(p, t')). (4.2)
t
Wie in [26] gezeigt wird, liefert dieser Ansatz fiir das raumlich und zeitlich konstante Feld E, =
Ej den bekannten ersten Term Schwingers aus [7], festgehalten in Gl. (1.2)). Die Niederdichte-
Néherung lisst sich somit dadurch motivieren, dass sie das Verhalten der Paarproduktion im
Bereich stark unterdriickter Paarerzeugung f(p,t) < 1, dem ,,Calm-Valley*, hinreichend gut
beschreibt [T] Davon abgesehen kann die Niederdichte-N#herung immer als adiquate Niherung
fiir das ,,Kurzzeitverhalten* der Teilchenproduktion herangezogen werden.

Nach [27] lésst sich fiir den abrupten Ein- und Ausschaltvorgang aus Gl. der Integrand
von [(p,t) teilweise in Fourierreihen entwickeln, was die Zeitintegration ermoglicht. Es ergibt
sich

oo

I(p,t)= > iFi(p, Eo)

k=—o00

exp(—ilkv — 2Q(p, Eo)]t) — 1
kv — 2Q(p, Ey) ’

(4.3)

Siehe Abb. (1.2).
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wobei sich die dynamische Phase mit Hilfe der Fourier-Reihenentwicklung schreiben lésst als

t
O(p, 1) = / dt' w(p,vt', By) = Qp, o)t + P(p, vt, Eo) (4.4)
t
Dabeli ist
P(p,]/t-'-I/T,Eo):P(p,Vt,Eo) (45)

und damit eine T" = 27 /v-periodische Funktion. Die maBgeblichen Fourier-Koeffizienten sind
durch

1 T
Q(vaO):T/ dt w<p7Vt7E0)7
0

o (4.6)
Fr(p, Eo) = T/ dt Q(p, vt, Ey) exp(2iP(p, vt, Ey) + ikvt)
0
gegeben. Anhand des Nenners in Gl. (4.3]) erkennt man, dass fiir den Fall
v —2Q(pw), Ey) =0 (4.7)

die Residualteilchendichte f(p,t.) fiit p = p ein resonantes Verhalten zeigt. Dieses héngt
vom Wert des entsprechenden Fourier-Koeffizienten Fj (p(g), EO) ab. Fiir k = ¢ folgt aus den

Gln. (4.1) und (4.3) unmittelbar

2

_1 . exp(—i [k — 2Q(pi, Fo) | 1) — 1
f(pw:t) = 5 Fy(p): Eo) t + gﬁ;lF’“ (o) o) kv — 29Q(p), Eo)
1 o (4.8)
=5 |Fs (P o) t + > iFise(peo, Fo) = lk:uy )
k0

Der zweite Summand ist wiederum eine T-periodische Funktion. Im Allgemeinen steigt die
Residualdichte f (p(g), too) im Resonanzfall fiir Fj (p(g), EO) = (0 quadratisch mit der Pulsléinge
respektive Flat-Top-Zeit t;, modifiziert durch die jeweils zeitlich oszillierenden Funktionen

Yi(p,t) und Zy(p,t) und durch einen zu t¢;, linearen Term:

1
F(Pw. ts) = f(P), ter.) = Q\Fe (P, Eo) P62, + Ye(Py. tee.) tee. + Ze(Peoy, ter.) - (429)

Insbesondere folgt fiir eine Pulsdauer von t¢; = ng T mit ngy, € N

1
f(Pw),ts) = §\Fk (P(eys Eo) |* (ne.T)*. (4.10)



39

Anschaulich ergeben sich daraus in der Umgebung der Resonanz bei p = p(, diskrete , Akku-
mulationsschalen® der Residualdichte f(p,t) im Impulsraum (pj, p l>E|

Dieses aus [27] iibernommene Resultat fiir den Fall des abrupten Ein- und Ausschaltens
zeitlich periodischer Hintergrundfelder wird im Folgenden auf beliebige Ein- und Ausschalt-
funktionen verallgemeinert | Aufgrund der Struktur der gewihlten Feldkonfigurationen sind
zwei Zeitskalen von Relevanz. Auf der einen Seite ist dies der Parameter ¢, mit Bezug auf
die Ein- und Ausschaltfunktion K (t/t;) und auf der anderen die Periodendauer 7' des peri-
odischen Feldanteils h(vt). Ist fiir ein Zeitintervall die Einhiillende konstant, muss fiir diesen
Abschnitt der Anschluss an GI. hergestellt werden kénnen. Die Grundidee besteht dar-
in, die Einhiillende K (t/t,) mit der relevanten Zeitskala ¢, innerhalb eines Zeitintervalls At
im Gegensatz zum mit der Periode T oszillierenden Anteil h(vt) als konstant anzunehmenﬁ
Am Ende der Rechnung wird schliellich der Grenzfall At — 0 betrachtet. Das in GIL.

auftretende Integral ftt_dt’ wird nach folgender Umformung in M Teilintervalle aufgeteilt

/ t' = lim Z/ s (4.11)

M—00 m=0 ¥ titmAt

mit ¢t = t; + M At und M € N. Dabei wird die Feldstérke E(t/t,) fiir das jeweilige Teilintervall
von t; + mAt bis t; + (m + 1)At als konstant angenommen. Dadurch kann lokal im Punkt
tm = t; + mAt fur die im Intervall At festgehaltene Feldstiarke E(t,,/t,) in Analogie zu [27]

vorgegangen werden. Eine ausfiihrliche Darstellung der hier nur angedeuteten Vorgehensweise
findet sich im Anhang . Der Limes M — oo und At — 0 liefert schlieﬁlichﬂ

[e.e]

I(p,t) = > L(p,t) (4.12)

k=—o00
mit dem Integral

I(p,t) = /ttdt Fi(p, (t’/tr))exp( [25(p,t E({'/t,) + /tt dt” Q(p, E(t"/t,)) — kl/lf’])

i i

(4.13)

und der Funktion

S(p,t', E(t'/t,)) = /tt dt” R(p,vt", E(t"/t,)) — P(p,vt', E(t'/t,)) . (4.14)

i

2Siehe Kapitel .

3Zur genauen Struktur der betrachteten Hintergrundfelder und zur Notation siehe Kapitel

4Die Idee der Separation der Zeitskalen zwischen Einhiillender und oszillierendem Anteil wurde u.a. aus [39)
entnommen, urspriinglich mit der Idee eine Naherungslosung fiir die vollstdndige GI. herzuleiten.

>Vgl. Gln. —.
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Dabei sind die Funktionen R(p,vt, E(ty/t;)) und P(p,vt, E(ty/t,)) fir festen Zeitparameter

tg periodische Funktionen mit der Periodendauer 7T'. Ihr Zusammenhang ist gegeben durch

P(p,vt, E(ty/t,)) = /tdt’ R(p,vt', E(to/t,)) (4.15)

ti

Das Integral iiber alle Zeitabhéngigkeiten von R ist der in Vergleich zu Gl. (4.4) fiir beliebige

Ein- und Ausschaltfunktionen verallgemeinerte oszillierende Anteil der dynamischen Phase

O(p,t) = /t dt’ w(p,vt', E(t'/t,)) = /tdt’ {Qp, E(t'/t,)) + R(p,vt', E(t'/t,))}. (4.16)

i ti

Die restlichen beiden Gréfien in Gl. (4.14) sind die im Vergleich zu [27] nun implizit iiber die
Feldstirke E(t/t,) zeitabhingigen Fourier-Koeffizienten

Q(p, B(# /1)) = % / At wip, vt E(E/1),
0 (4.17)

T
Fu(p, E(t'J1,)) % /O At Q(p, vt", E(t' /1)) exp(2iP(p, vt", B(t' 1)) + ikut").

Man sieht sofort, dass fiir den Grenzfall des abrupten Ein- und Ausschaltens (3.13) wieder Gl.
(4.3)) folgt. In diesem Fall gilt fiir t; = 0 < ¢/ < t; = tgy,

Fi(p, Ey) = const.,
Q(p, Ey) = const., (4.18)
S(p, t/, Eo) =0

und das Integral aus Gl. (4.12)) ist trivial:

I(p,t) Z / dt" Fy.(p, Ey) exp(i [2Q(p, Ey) — kv]t)
= (i kv — 29(p, Bl 1) — 1 1)
. EXP(—1 RV — D, Ly -
B kz_:oo it Fo) kv — 2Q(p, Eo) '

Der Beitrag der Funktion S(p, t', E(t'/t,)) ist aufgrund von Gl. (4.15)) vor allem von Bedeutung,
wenn sich die Amplitude E(t/t,) in einem Zeitintervall stark dndert. In Anhang wird
gezeigt, dass die Abschétzung

1S(p,t, E(t/t))] <

WtzqutMWOW% (1.20)
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durchgefiithrt werden kann. Dabei bezeichnet

cng@»:%A(nGE“T%Z;%Eﬁwnw (4.21)

die Ableitung des Fourier-Koeffizienten Cy(p, E(7)) der Quasiteilchenenergie w(p, t, E(7)) nach
der Feldamplitude ]| Eine mégliche Abschéitzung der unendlichen Reihe in GI. wird in
Anhang vorgeschlagen. ISt Tyax = tmax/tr die Zeit, in welcher der erste Summand auf der
rechten Seite in der Ungleichung maximal wird und definiert man C’,’C = Cj/me, so ergibt
sich unter der Vernachldssigung der quadratischen Ordnung in 1/t, eine formale Bedingung,

ab wann die Funktion S(p,t, E(t/t,)) vernachlissigt werden kann. Fiir

= 1
7_ma,x Zk‘_

k=1

2m,
vty > I/tr70 =

rmax))) (4.22)

gilt exp(2iS) — 1 und aus Gl. (4.13) ergibt sich néherungsweise

@mmgﬁwﬂmﬂwmw%lfwmm(wm—mﬁ. (4.23)

Dieser Ausdruck stellt eine plausible Verallgemeinerung von GI. dar. Die Bedingung
hiangt offenkundig vom Verhéltnis m./v ab. Fir die Paarerzeugung im Tunnelregime
mit v < m, sind mehr Periodendurchgénge des oszillierenden Anteils h(vt) notwendig als im
Multi-Photonen-Regime mit v 2 m,, um GI. zu erfiillen. AuBerdem héngt Bedingung
davon ab, wie stark sich die Einhiillende zur Zeit 7y, dndert. Umso hoher die Ableitun-
gen F'(1) ausfallen, d.h. je abrupter sich die Einhiillende d&ndert, umso mehr Oszillationen des
periodischen Anteils h(vt) sind notwendig, damit Gl. eine addquate Ndherung darstellt.
Fiir E'(Tmax) — 0o wiire sie ausgeschlossen. Diese Problematik wird in Unterabschnitt
anhand der Diskussion des Super-Gauf3-Profils deutlich.

Um ausgehend von der Nidherung das Verhalten der Residualteilchendichte f(p,t..) in
Abhéngigkeit vom Zeitskalenparameter ¢, der Ein- und Ausschaltfunktion K'(¢/t,) zu untersu-
chen, wird in GI. die Substitutionen ¢ = t,7 und ¢’ = ¢,7/ vorgenommen. Damit folgt

Tf T -
Ie(p,7t) = tr/ dr Fi.(p, E(1)) exp (Qimetr/ dr’ Q(p, E(T")) — ikutﬂ') = Ji(p, t) tr (4.24)

i

mit den dimensionslosen GroBen 7, = t;/t,, 7t = t¢/t, und Q(p, E(1')) = Q(p, E(1')) /me.
Nach den Gln. (4.1)) und (4.12) folgt damit fiir Zeitskalenparameter ¢, > ¢, fiir die Residual-

6Siehe Gl. (A.7)).
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teilchendichte

2

t2. (4.25)

> J(p.ty)

k=—o00

f(p,t) N%

Unter der Beriicksichtigung beliebiger Ein- und Ausschaltfunktionen K (t/t,) wird das Ver-
halten der Residualdichte f(p,ts) erzeugter Elektron-Positron-Paare in Abhéingigkeit vom

Parameter ¢, zusédtzlich durch das Betragsquadrat der Summe iiber alle Integrale
Tf _
Jk (p7 tr) = / dr Fk: (pv E(T)) exXp (imetr¢k<p7 T)) (426)

modifiziert mit der dimensionslosen Phase

or(p,7) =2 / dr’ Q(p, E(r')) — L (4.27)
Der Zeitskalenparameter t, kommt im Integranden nur noch linear im Exponenten der Expo-
nentialfunktion vor als dimensionslose Grofie me.t,. Fiir m.t, — oo oszilliert der Integrand so
stark, dass, je nach Feldkonfiguration, ab einem bestimmten Parameter ¢,; und fiir ¢, > ¢,
nur Integrale Ii(p,t.) beitragen, fiir die die zeitliche Ableitung der Phase qgﬁﬁ (p, 7o) an einem
Punkt 71 < 79 < 7 verschwindet. Jenseits des stationdren Phasenpunktes heben sich die
Beitréige gegenseitig auf, siehe [40]. Dann ist der Wert des Integrals unter Anwendung der
Methode der stationdren Phase in erster Ordnung durch den Wert des Fourier-Koeffizienten
Fi.(p, E(19)) am stationédren Phasenpunkt 7y, bestimmt. Unter dieser Vorgehensweise lassen
sich je nach gewéhlter Ein- und Ausschaltfunktion K (¢/t,) Modifikationen zum Zeitverhalten
der Residualteilchendichte f(p,t) im Vergleich zu Gl. ableiten. Das hier nur skizzierte
Vorgehen wird im Folgenden anhand der in Kapitel |3| eingefithrten symmetrischen Feldkonfi-

gurationen systematisch ausgefiihrt.

4.2 Auswertung fiir symmetrische Ein- und

Ausschaltfunktionen

4.2.1 Reduktion des Problems auf den Einschaltvorgang

Fiir den Fall symmetrischer Ein- und Ausschaltfunktionen, d.h. fiir

E(Ti;Tf—l—T) :E(Ti;Tf—T>,
(4.28)
E’(Ti—;Tf—i-T) :—E’<Ti—57f —7')
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lasst sich das Integral Ji(p,t,) aus Gl. (4.26)) weiter vereinfachen. Zunéchst ergibt sich aus der
Definition von (4.17) und der Funktion Q(p,t, E(t/t,)), die durch Gl. (3.4) gegeben ist,

Fi(p, E(7)) = V%E’(T) Bi(p, E(1)) + ieE(1) A(p, B(7)) (4.29)

mit den Koeflizienten

Ar(p, E(7)) = 1E—L/O dt’ %exp@iP(p, vt', BE(T)) + ikvt'),

T p.t, E(7)) (4.30)

h(vt
(vt) sexp(2iP(p, vt', B(r)) + ikvt).

Bi(p, E(1)) = —%/0 dt’ w(p,t', B(7))

Das Einsetzen von Gl. (4.29)) in Gl. (4.26) liefert nach einigen Substitutionen und Umformun-

gen unter Verwendung der Relationen (4.28)

Rlp.t) =2 (390 + I p.t0) exp (it (. T ) ) (4.31)

mit den Integralen

JApt)=e [ dr E(r) Aulp, E(r)) cos (fx(r) mets),
n (4.32)

TitTE

dr E'(7) Bi(p, E(7)) sin (k(7) met;) .

e
JkB(p7 tr) =

T Ti

Die modenabhéngige Frequenz ist dabei in dimensionsloser Darstellung gegeben durch

i) = (aor) - in (.57 )

Tt I (4.33)
—2 [ T ar By + 2 (B ) <

e

Die explizite Herleitung von Gl. (4.31)) ist in Anhang ausfiihrlicher dargestellt. Fiir den
Fall des abrupten Ein- und Ausschaltens (3.13)) mit ¢, = ¢ ergibt sich fiir die Phase

meon(p,7) = (2Q(p, o) — kv) 7. (4.34)
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Da die Ableitung der Feldamplitude E’(7) fiir alle Zeiten verschwindet, folgt fiir den Beitrag
JP(p,tr:) = 0 und es verbleibt mit (7 + 7¢)/2 = 1/2 das Integral

. . les.
Ji(p, tey.) = 21 exp (1 2Q(p, Ey) — kv %) eFEoAx(p, Eo)

g

= — eEyAi(p, Ev)

ol

dr cos (tf.t_ [2Q(p, Ey) — k] {T - %D (4.35)

exp(—ilkv — 2Q(p, Eo)] tee) — 1
tre. (kv — 2Q(p, Eo)) .

Das Einsetzen von Gl. in Gl mit iF(p, Fy) = —eFEoAk(p, Ey) ergibt wieder das
Ergebnis aus [27], festgehalten in Gl. ([4.3)).

Die Integrale aus Gl. durchlaufen nur noch Zeiten n < 7 < (1 + 7¢) /2. Wie fiir sym-
metrische Ein- und Ausschaltvorgénge nicht anders zu erwarten, reicht es daher aus, den
Einschaltvorgang isoliert bis zum Maximum E((1; + 7¢) /2) = Ej zu betrachten. Da das In-
tegral JP(p,t,), wie in GI. festgehalten, gegeniiber J(p,t,) um den Faktor (vt,)~*
unterdriickt ist und im Folgenden der Fall vt, > 1 betrachtet werden soll, wird im Weiteren
von ihm abgesehen. Es handelt sich dabei um den , unphysikalischen* Beitrag des elektrischen
Feldes, das durch GI. gegeben ist. Er entsteht durch die spezifische Vorgabe des Vektorpo-
tentials nach GI. , die notwendig ist, um die Fourier-Reihenentwicklungen durchfiithren zu
konnen. Prinzipiell kann der Beitrag durch das Integral J2(p, t,) auch mitgenommen werden,
indem analog zur Auswertung des Integrals Ji(p,t,) vorgegangen wird. Diese ist Gegenstand
des folgenden Abschnitts [£.2.2]

4.2.2 Explizite Anwendung der Methode der stationdaren Phase

Wie in Abschnitt angekiindigt, kann in der Niederdichte-Ndherung das Verhalten der
Residualteilchendichte f(p,ts) in Abhéangigkeit vom Zeitskalenparameter ¢, der Ein- und Aus-
schaltfunktion K (t/t,) fiir den Fall m.t, — oo unter Anwendung der Methode der stationéren
Phase bestimmt werden. Sie ist ein Spezialfall des Verfahrens des steilsten Anstieges (,, Method
of Steepest Descents®) zur asymptotischen Auswertung exponentieller Integrale und wird zum
Beispiel in [40] beschrieben. Ausgangspunkt ist das fiir vt, > 1 dominante Integral J(p,t,)
aus GI. . Der Integrand besteht aus einem oszillierenden Anteil und einer Einhiillenden
abhéngig von der Feldstérke E(7). Fiir geniigend groBe Werte des Kontrollparameters met,
tragen aufgrund des stark oszillierenden Anteils nur die Koeffizienten Ay (p, E(7%)) am sta-
tiondren Phasenpunkt 7 wesentlich zum Wert des Integrals bei. Als Erstes werden fiir das

Integrationsintervall < 7 < (1,+7¢)/2 die stationédren Punkte 7 der dimensionslosen Phase
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or(p,7), festgehalten in Gl. (@.27), bestimmt. Dies fiihrt auf die Bedingun

dqgk‘(p7 T) e kv !
a1 =2Q(p, E(1o.x)) — o =0. (4.36)
T=T0,k
Wihrend die Lage der stationdren Phasenpunkte 7y auf der Zeitachse abhéngig ist vom
= F (7'0719)
davon unabhingig. Die Bedingung (4.36)) ldsst sich auch umformulieren als Bestimmungsglei-

chung fiir die Feldstérke Eo -

gewéhlten Ein- und Ausschaltvorgang, sind die resultierenden Feldstirken FE ,

2Q(p, Eyy ) — L =0 (4.37)

und ist damit unabhéngig von der konkreten Wahl der Funktion K(7). Sind die Feldstdrken
E,, einmal bestimmt, erhilt man {iber die Umkehrfunktion 7o = E-! (ETO,k) oder implizit
tiber die Bedingung F , = £ (7o) die stationédren Phasenpunkte fiir beliebige Ein- und Aus-
schaltvorgéinge. Fiir beziiglich der Feldamplitude £ monoton steigenden Koeffizienten Q(p7 E)
folgt aus 0 < E < Ejy unmittelbar

Finin = [2XE (P)] < b < b = | 24P, Eo) | (4.38)

wobei k € N istff| Dabei bezeichnet [2] die Aufrundungs- und |z die Abrundungsfunktion.
Das heifit, nur fiir £y, < b < kpax kann Bedingung (4.37)) erfiillt werden und es folgt im Zuge

der Stationdre-Phasen-Néherung fiir den (im Folgenden noch zu prézisierenden) Grenzfall

Mty — OO
kmax
I(p, Tf) ~ tr Z Jk(pa tr) (439)
k=Fkmin

als endliche Summe. Die Beitridge, in denen die Phase qgk(p, T) nicht stationédr wird, tragen
fiir Bereiche, in denen die Amplitude E(7) ungefihr konstant bleibt nach Gl. hochstens
mit der Ordnung O(¢;') bei und konnen deshalb vernachlissigt werden. Im Allgemeinen ist
es natiirlich moglich, dass fiir eine Mode k£ mehrere Zeiten Téf,l existieren, in denen gz~5k (p, Té%)
stationér ist. In diesem Fall muss fiir jede Mode k zusétzlich iiber alle stationédren Phasen-
punkte Téf; summiert werden. Im Folgenden werden jedoch geméfl der Abschnitte bis
nur monoton steigende Einschaltvorgénge, E (1) < E(m) fiir iy < 1 < (73 + 71)/2, betrachtet.
Dann existiert aufgrund der Monotonie von Q(p, F) fiir jedes k nur ein einziger stationirer
Phasenpunkt 7 .

Davon ausgehend wird unter Anwendung der Methode der stationidren Phase das Integral

"Vgl. insbesondere mit der Resonanzbedingung (4.7) fiir den Fall des abrupten Ein- und Ausschaltens.
8Das dies eine sinnvolle Annahme darstellt, wird in Abschnitt gezeigt.
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JA(p,t,) aus Gl. (4.32)) ausgewertet. Fiir gegebenes kyin < k < kpax wird zuerst die Pha-
se &k(p, 7) am stationdren Phasenpunkt 7y, bis zur ersten nicht verschwindenden Ordnung

ég”“} (p, 7o) # 0 mit ng > 2 in eine Taylorreihe entwickelt:

S ~In n
or(P, T) = ¢r(P, To k) + n_:' M“ ¢ (p, TO,k)’ (7 —70k)"™" (4.40)

Dabei kennzeichnet s = sgn (&f’“] (p, 7'07;{)) das Vorzeichen der entsprechenden Ableitung.
Diese folgt aus Gl. (4.27) unmittelbar als

ggl[?k] (p7 To,k) — 9pne—1] (To,k) O (p’ ETO,k) . (4.41)

Dabei ist

SE(T)h(vt) — p”) Sh(vt)
(

O (p, B(r)) = % /0 ar b B0 (4.42)

w

die Ableitung des Fourier-Koeffizienten Q(p, F(7)) aus Gl. (4.17) nach der Feldamplitude E.
Damit hat Q'(p, E(1)) = Q(p, E(t)) /m. die Dimension 1/Energie?. Den Ausdruck (4.40)
setzt man in Gl (4.32) ein und erhélt ndherungsweise

Ti+Tf

2 ~ S 7In n
st e [ dr ) At B cos (met [l + 25 [ )] = ] ).
T k*
(4.43)
Die Methode der stationdren Phase besagt in nullter Ordnung, dass fiir
TInk metr
‘QSEC k] (p, TO,k)‘ n— — OO (444)
k

der wesentliche Beitrag des stark oszillierenden Integrals J{'(p,t,) durch die am stationiiren

Phasenpunkt 7, ;, ausgewertete Amplitude E(7 ) Ax(p, £(70,)) gegeben ist. Daraus folgt nach
~ 1/n
der Substitution y = <’¢L"’“] (p, 707;{)‘ Mety/ nk!> ' (1 — 7o) die Ndherung

n “ne —1/nk
Jid(p, ) = eE(mo1) Ar(p, E(To1)) (nk!>1/ * <‘¢E€ } (p, TO,k)‘ metr>

/ dy cos(met: [Fi (7o) + sky™])

o0

(4.45)
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Das verbleibende Integral ldsst sich unter Verwendung der Relationen

o 1
/ dy cos(y™) :2cos( T )F(nk+ ),
o 2ny g
> . . 7 n, +1
d ") = (14 (—1)™ r
[y st = (1 aysin( ) ()

auswerten. Die Herleitung dieser erfolgt in Anhang @ Man beachte, dass fiir den Fall 7, =

(4.46)

(1: + 7¢)/2 und damit am Rand des Integrationsintervalls nur die halbe Umgebung um den

stationdren Phasenpunkt 75, zum Wert des Integrals beitragt:

1
I (P t) — §Jé4(p(e),tr)- (4.47)

Um das Endergebnis kompakt darstellen zu konnen, ist es sinnvoll den Koeffizienten

ikv

- —1/n
A?(Z% tr) = exXp (_7 [ti + tf])eEOAk’ (pv 70, k) <2EOQ/(p’ ETO,k)) k

T ("’fn: 1) {2 cos(QLnk> cos( (o) £) (4.48)

—sp {1+ (—1)”k}sin<2%k) sin(#x(7o,1) tr)}

mit der Dimension einer Energie zu definieren. Fiir T}, = 27 /Ky (70 ) gilt

und der Koeffizient Afl(p,t,, E(moy)) ist beziiglich des Parameters ¢, nach oben und unten
beschrankt. Damit lasst sich der fiir vt, > 1 mafigebliche Anteil aus Gl. (4.45) nach Anwendung

der Methode der stationdren Phase zusammenfassen als

r) R eXp| — U T ) :
k p, p 2 f |K[nk_1] (To’k>| m. 0,k p

Durch Einsetzen von Gl. (4.50) in die Gln. (4.32) und (4.25) ergibt sich fiir die Residualteil-

chendichte unter Beriicksichtigung der Bedingungen (4.22)) und (4.44]) ndherungsweise

2
1 .2

2

Fmax 1/ng
. nk' 1/n
2 ) K(7o05) Af(p,t,) 71/
1 (|K[nk—11(70,k)yme> (o) 2 (. ) +O<tr>

k=i

de ' 1/nk
2| 2 ( ) K (1) A (p, ) 471/

Kme=11( TOk)| Me

, (4.51)
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Fiir den abrupten Ein- und Ausschaltvorgang mit konstanter Feldamplitude Ey gibt es nur
die Resonanzbedinung aus GI. , die erfiillt werden kann. Fiir einen nicht abrupten Ein-
und Ausschaltvorgang treten mehrere Feldstiarken F(7) auf. Dadurch werden geméf Gl.
zusatzliche Modenbeitrige kyin < k < kpax generiert. Betrachtet man in GI. den Ex-
ponenten des Zeitskalenparameters t., so ldsst sich die Aussage treffen, dass der Beitrag einer
angeregten Mode k zur Residualteilchendichte mit dem Wert der ersten nicht verschwindenden
Ableitung ny — 1 der Einhiillenden am stationédren Phasenpunkt steigt. Das bedeutet anschau-
lich, je linger das Feld mit einer Amplitude in unmittelbarer Umgebung der Feldstéarke E(7q )
oszilliert, umso grofler ist der Beitrag der entsprechenden Mode zur Paarproduktion.

Der Ausdruck vereinfacht sich fiir den Fall, dass die Einhiillende K (7) im Zeitintervall
7, < 7 < (7 + 7¢)/2 streng monoton steigend ist. Dann gilt fiir die erste Ableitung E’(7) > 0
und die erste nicht verschwindende Ordnung in GI. ist nach GI. ny = 2 mit
dem Vorzeichen s, = 1. Liegt der stationdre Phasenpunkt 79, = (73 + 7¢)/2 genau auf dem
Maximum der Einhiillenden, ist E(ro,) = Ep, { = k:max = 2xﬂ( Eo) und damit der in
[27] festgehaltene Resonanzfall p = p(,) aus Gl. erfiillt. Die erste nicht verschwindende
Ordnung n, ist dann abhéingig von der gewéhlten Feldkonﬁguration, aufgrund der Symme-
trie jedoch ungerade. Daher ist s, = —1. Aulerdem verschwindet die Frequenz ry(79,). Der
entsprechende Koeffizient ist unter Beriicksichtigung der Bedingung gegeben durch

. ~ —1/n +1
A () tr) = —iF(p), Eo) (2EOQ'(p<e),Eo)> Z F(W > cos(l>

Ty 271@
ikv
rexpl =~ [ti + t]

und sein Betragsquadrat ist unabhéngig vom Zeitskalenparameter ¢,:

27 (p) [ = [Fe(py Bo)|* (2B (e EO)>W F<W ; 1)2C08(i)2

Ty

— | Fe(pg), Bo)|” (1 _2 (m [QEOQ’(p(g), EO)} n 'yEuler> n (9(%)) .

Ty

(4.52)

‘Af (P(f),tr) ?=

(4.53)

Dabei bezeichnet vguer =~ 0.577 die Euler-Mascheroni-Konstante. Insbesondere wird seine
GroBlenordnung in Analogie zum abrupten Ein- und Ausschaltvorgang durch den Fourier-
Koeffizienten Fy(p, Ey) aus Gl. bestimmt.

Zusammenfassend folgt somit fiir den Nichtresonanzfall p # p(, in fithrender Ordnung eine

lineare Abhéngigkeit vom Parameter t,

Fmax 2
7'0k: A
f( p,t t) t.. (4.54)
me k%}n \/K/ 7_0k
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Fir den Resonanzfall p = p(, ergibt sich je nach Gréfle der ersten nicht verschwindenden
Ableitung der Phase aus Gl. (4.41)) mit ny, = 2N + 1 und N € N in fithrender Ordnung eine
3 pis t2-Abhéngigkeit der Residualteilchendichte vom Skalenparameter. Allgemein tragen

gemaf

! Ve s (ne—2)/2
- A t,) tl\ne—=)/ene
(|Kw—ﬂ<m,z>|me) (pen )

2
\l To’k) AII? (p(€)7 tr)
O,k)

k kmln

f(Puy tos) = 2

(4.55)
.

auch die Nichtresonanzmoden k.;, < k < kpna.x zur Residualdichte bei. Fiir Ableitungen
K'(19x) > 1 und Ordnungen n, > 3 ist die fithrende Ordnung

l 2/n 1
o012 =2 (Gafg) 1800 (4.56

| Kl (7o.0) e

dominant. Dies entspricht letztlich Funktionen K (7), die in unmittelbarer Umgebung des Ma-

ne=1 abfallen, in groferer

ximums bei 79, = (7 + 7¢)/2 nur sehr langsam in hoher Ordnung 7
Entfernung von 7y, dafiir umso schneller verschwinden, sodass K'(7o ) fir 7 < 70 < (1+7¢)/2
entsprechend grof§ wird. Anschaulich ergibt dies einen Ein- und Ausschaltvorgang mit (effek-
tivem) Flat- Top Intervall 7¢ welches wesentlich grofier ist als die (effektive) Ein- und Aus-
schaltzeit 7¢% . Entwickelt man die Einhiillende um die erste nicht verschwindende Ordnung

ramp*

am Maximum bei 79, = (s + 7¢)/2, sodass

K[néfl] (7‘07£)

K(r)~1+ (= 1)

(rog— 7)™, (4.57)

und definiert man die effektive Flat-Top-Zeit 7 in Analogie zu Abschnitt und |3.4| durch

Tfeﬁ !
K\ 10— 5 ) =1 M. (4.58)

mit g, < 1, so folgt aus den Gln. (£.57) und (4.58) mit 7£ = ¢ /¢, die Niherung

1y \ V(ne=1)
el ~ 9 e (ne = DY t (4.59)
" | Klre=1(7,0)|

Fiir ny > 1 gilt 1/(ny — 1) &~ 1/n, und man kann

2/n e 2/n €
o N (e N 2 () O(n;?) (4.60)
[ Kme= 1 (o,0)| A\ 4t e\ T g
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entwickleln. Wird aulerdem beriicksichtigt, dass

21In(met,)
Mg

(mety) 2" =1— +0(n;?) (4.61)

gilt, so erhélt man nach Einsetzen der Gln. (4.53)), (4.60) und (4.61) in GIl. (4.56|) fiir den

Resonanzfall p = p(y) in einer Entwicklung fiir grofie n, > 3

1 2 -
(P, te) = 5 |Fu(peey, Eo) |2 ( ?.%.)2 (1 - — (111 {2nf"t'EoQ'(p(e)7 Ey) metr:| + VEuler) + O(ﬂf))

Ty n_g
(4.62)

und damit in nullter Ordnung in 1/n, eine quadratische Zeitabhéngigkeit der Residualdichte
f(p(g),too) von der effektiven Flat-Top-Zeit T analog zum Ergebnis fiir den abrupten Ein-
und Ausschaltvorgang in Gl. . In Anhang ist schematisch das Vorgehen fiir die Aus-
wertung der Gln. (4.54) bis (4.56) fiir eine beliebige streng monotone und symmetrische Ein-
und Ausschaltfunktion K (t/t,) festgehalten. In den folgenden Abschnitten werden anhand
der Feldkonfigurationen aus den Unterabschnitten [3.3] und die bis hierhin sehr allgemein

gehaltenen Resultate konkret ausgewertet.

4.2.3 Verhalten der Residualdichte im GauB3- und Super-GauB-Profil

2 40 2 40
= Do e —
n‘;’ 36 E:’ 36/
S 34 T 34f
S 32 < 32f 5
g 30 S B0t 1 S 30; e 00 TOk
] 28 : - - ' [ 28 ' - - [ 28 : - -
~2.0 —1.5 —1.0 —0.5 0.0 ~2.0 —1.5 —1.0 —0.5 0.0 ~2.0 —1.5 —1.0 —0.5 0.0
T T T
(a) n=1 (b) n=2 (c) n=5

Abbildung 4.1: Darstellung der Bedingung zur Bestimmung der stationdren Pha-
senpunkte 79, fiir das (Super-)GauB-Profil und unterschiedliche Exponenten n im
Resonanzfall p = p(y. Feldparameter wie in Gl. angegeben. Mit py () /me = 0 und
P1,e) = 0.07m, ergibt sich £ = kpax = 40 und kpin = 29.

In diesem Abschnitt sollen die grundlegenden Resultate der Gln. (4.54)) bis (4.62) konkret auf
das GauB3- bzw. Supergauf3-Profil aus Unterabschnitt angewendet werden. Die Einhiillende
erreicht ihr Maximum bei 7y, = 0. Es ist noch darauf hinzuweisen, dass in Gl. (4.31]) die Phase

or(p,0) =2 / ’ dr’ Q(p, E(7')) (4.63)

—0o0
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Abbildung 4.2: Darstellung der Bedingung zur Bestimmung der stationdren Pha-
senpunkte 79, fiir das (Super-)Gauf3-Profil und unterschiedliche Exponenten n im
Nichtresonanzfall p # p(y). Feldparameter wie in Gl. angegeben. Mit p = 0.5m, und
p1 = 0.3m, ergibt sich kpax = 42 und ki, = 34.

EE(TI)Ag(T) ICOS(Fu‘k(IT)tT') eE(TI)Ag(T) Icos(nk(l‘r)t'r) eE(TI)A((T) Icos(nk(l‘r)t'r)

3f 3f 3f
« 2} 1 o 2} 2|
o 1} { &5 1} 1}
0 {1 7o 0
h_l. ] l_l_ 1F

—2} , , , —2t , , , ] —2t , , , ]

—-2.0 —-1.5 —1.0 —0.5 0.0 —-2.0 —-1.5 —1.0 —0.5 0.0 —-2.0 -1.5 —1.0 —0.5 0.0

T T T
(a) met, =1 (b) met, =450 (c) mety =900

Abbildung 4.3: Darstellung des Integranden des ersten Integrals aus Gl. (4.32) in
Abhéngigkeit des Kontrollparameters met, fiir das Super-GauB-Profil (3.15) mit n = 2
und fiir den Resonanzfall p) () /me =0 und p 1,(¢) = 0.3me mit £ = 40. Feldparameter wie

in Gl. (4.75)) angegeben.

formal divergiert, da fiir den Koeffizienten

Q(p, E(T' = —0)) = é(p) #0 (4.64)

gilt. Diese ist jedoch unabhéngig von der Modenzahl k£ und kann entsprechend vor alle Summen
iiber k gezogen werden. Damit verschwindet der divergente Ausdruck bei der Bildung des
Betragsquadrats zur Bestimmung der physikalisch relevanten Residualdichte f(p,ts) und ist
nicht von Bedeutung. In GI. wurde dieser Schritt bereits ausgefiihrt. Fiir die erste
Ableitung an den stationdren Phasenpunkten g5 < 0 ergibt sich nach GL. unmittelbar

K'(tox) = —2n Tg,ﬁ’lexp(—rg”}c) > 0. (4.65)

Fiir den Resonanzfall 75, = 0 ist die erste nicht verschwindende Ordnung der Phase aus GI.

(4.27) ny = 2n + 1 mit

KE(0) = — (2n)! < 0. (4.66)
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Der relevante Koeffizient aus Gl. (4.48)) ist fiir k£ # ¢ gegeben durch

Ad(p,t,) = eEy Ay (p, ETM) \/4E0Q’(7T - ) (cos(kg(Tok) tr) — sin(ky(T0k) t)) (4.67)

p? TO,k

und aus Gl. (4.54) ergibt sich fiir den Nichtresonanzfall p # p(

kmax 2n 2
2 _ T,
f(p,te) =~ Adp, t) s P exp | =25 ¢, (4.68)
nm k ’ 2
¢ k:kmin

Fiir die Resonanzmode k = ¢ folgt entsprechend nach Gl. (4.52))

) ~ —1/@2n+1) _ (2n 4 2 T
A?(p([)) = —lF[(p(g), E()) <2EOQ/(p(Z)7 E0)> F(Qn T 1) COS<4n T 2) . (469)

und der Resonanzfall p = p(y) ergibt sich aus GI. (4.55) als

1/(2n+1)
<2n +1 ) A (p(z)) t£2n71)/(4n+2)

f(pu)tes) = 2

Me

AA (1-2n)/2 0k .
nm. Z k (pa tr) |7—0,k| €Xp 9 tr
k:kmin
Fiir n > 1 ist die fithrende Ordnung
2n +1 2/(n+1) 2 2(1—L-

f(pu) te) = 2 ( - ) 1A ()] 20-m) (4.71)

dominant. Entwickelt man
1/(2n+1) n—oo In(2n) -2
2t, (2n + 1) =20 {14+ ——+ O(n™?) (4.72)
n

fiir groe n, dann ergibt sich nach Definition der effektiven Flat-Top-Zeit in Gl. (3.18)) und
ihrem asymptotischen Verhalten, siche Gl. (3.19)),

n

1
482 (20 + 1)/ HD = (peffy2 (1 - 1n(%) + o(w?)) . (4.73)

Damit erhélt man fiir die Resonanz p = p(,) die Entwicklung der Residualteilchendichte fiir
n> 1:

1 1 -
(oo t) = Felpa, B0 ()7 (1= 5 (i [ B (. ) mit] + ) + O ).
(4.74)



4.2.3 Verhalten der Residualdichte im Gauf- und Super-Gauf3-Profil 53

und somit eine Bestétigung der allgemeinen Abschétzung aus Gl. unter Beriicksichtigung,
dass ny = 2n+ 1 ~ 2n ist. Die Bedingung n > 1 entspricht nach Unterabschnitt und Abb.
(3-3) gerade dem Fall ¢§f > I . Die effektive Ein- bzw. Ausschaltzeit ¢S5 ist wesentlich
geringer als die effektive Flat-Top-Zeit t¢f. Dann erhélt man in fiihrender Ordnung das Er-
gebnis wie fiir den abrupten Ein- und Ausschaltvorgang aus GI. .

Um die Ergebnisse zu veranschaulichen, werden in den Abbn. bis exemplarisch die

Feldparameter

Eo=0.1E,, Eys = 0.05E,, Eo3 = 0.01E,,

(4.75)
v =0.0"m,, vy = 0.49m,., v3 = 0.98m,

betrachtetﬂ Die Bedingungsgleichung zur Ermittlung aller stationédren Phasenpunk-
te 7ok ist in den Abbn. (4.1) und fiir die getroffene Parameterwahl und un-
terschiedliche Exponenten n der Konfiguration dargestellt. Dabei ist in Abb. der Punkt
T0,6 = T0,kmax = U stationérer Phasenpunkt. Der Resonanzfall p = p(,) aus Gl ist erfiillt.
Mit ki = 29 tragen in Form von GI. insgesamt zwolf Moden zur Residualdichte bei.
Fiir die Wahl des Impulses in Abb. ist der Resonanzfall aus nicht erfiillt. Alle sta-
tiondren Phasenpunkte 79 sind ungleich Null. Die Residualteilchendichte ist dann durch Gl.
gegeben. Fiir die gewéhlten Feldparameter ergibt sich mit k,;, = 34 und k.« = 42 eine
Anzahl von neun beitragenden Moden. In beiden Abbn. und ist erkennbar, dass
die Nichtresonanzmoden 7y, # 0 fiir groer werdende Exponenten n immer néher beieinander
liegen.

In der Abb. wird fiir einen konkreten Resonanzfall p = p(,) veranschaulicht, dass fiir ent-
sprechend grofle Kontrollparameter m.t, tatsédchlich nur die Umgebung um den stationéren
Phasenpunkt 79, zum Wert des Integrals aus Gl. beitragt. Fiir grofler werdende Parame-
ter met, treten jenseits des stationiren Phasenpunktes immer stérker werdende Oszillationen
auf, die destruktiv interferieren.

In in Abb. ist die fiir unterschiedliche Exponenten n erzeugte Residualteilchendichte
f(p,t,ts) im Impulsraum (p,, p) dargestellt. Sie ist das Ergebnis der numerischen Integrati-
on der vollen quantenkinetischen Gleichung aus GI. . Dabei zeigt sich, dass die Analyse
mit Hilfe der Niederdichte-Néherung aus GI. in Parameterbereichen unterdriickter Paa-
rerzeugung, das Verhalten der vollen Losung sehr gut beschreibtm Dies ergibt zum Beisiel
der Vergleich der Groflenordnungen der erzeugten Residualteilchendichten in Abb. mit
den Ergebnissen aus Abb. und Abb. fir vt, = 10 - 2w bzw. m.t, ~ 900. Dies
entspricht jeweils dem letzten Wert der fiir unterschiedliche Exponenten n in Abhéngigkeit

vom Skalenparameter ¢, dargestellten Residualdichten. Die grau und durchgéngig unterlegten

9Zur Diskussion des Einflusses der Feldparameter in Zusammenhang mit der Ein- und Ausschaltfunktion auf
die Paarerzeugung siehe Kapitel
10yg]. Kapitel



54 4.2 Auswertung fiir symmetrische Ein- und Ausschaltfunktionen

0.00 0.25 0.50 0.75 1.00 0.00 0.25 0.50 0.75 1.00
pL/me pL/me pL/me
(a)n=1 (b) n=2 (c)n=5
108 10-7 106 10-5 101 10-3
f(Pa tac:)

Abbildung 4.4: Darstellung der Residualdichte f (p(g),too) im Impulsraum (p,,py) fiir
das (Super-)GauB-Profil und unterschiedliche Exponenten n. Fiir den Zeitskalenpa-
rameter wurde vt, = 10 - 2 und damit met, ~ 900 gewdhlt. Die Darstellung folgt der
vollstandigen Losung und ergibt sich aus der numerischen Integration von GI. . Feld-
parameter wie in GL angegeben.

Kurven folgen aus der numerischen Integration von GI. in der Niederdichte-Nédherung.
Die dariiber gelegten rot-gestrichelten Kurven stammen aus den entsprechenden Resultaten
der Stationdre-Phasen-Néherung. Es zeigt sich, dass diese mit den numerischen Ergebnisse fiir
entsprechend grofle Parameter m.t, sehr gut {ibereinstimmt.

In Abb. ist der Resonanzfall py ) /m. = 0 und p, () = 0.07m, und in Abb. der
Nichtresonanzfall py = 0.5m, und p; = 0.3m, dargestellt. Nach GI. ergibt sich firn =1
und p = p(y in fiihrender Ordnung eine £ 3—Abhéingigkeit. Damit unterscheidet sich der Reso-
nanzfall unwesentlich vom linearen Verhalten des Nichtresonanzfalles aus Gl. . Auch die
Moden k # /¢ tragen mafigeblich zur Residualdichte bei. Entsprechend sind die ,, Akkumulati-
onsschalen® im Phasenraum kaum ausgeprigt, was in Abb. deutlich erkennbar ist. Durch
die nicht zu vernachlissigenden Beitriige der Koeffizienten Af(p,t,) aus Gl. ergibt sich
sowohl im Resonanzfall als auch im Nichtresonanzfall ein &uflerst unregelméfliges Verhalten
der Residualteilchendichte in Abhéngigkeit von ¢,. Fiir n = 2 folgt in fithrender Ordnung ei-

/5

ne Proportionalitdat zu /" und die Resonanzmode ¢ ist wesentlicher dominanter gegeniiber

den anderen. Das Verhalten im Resonanzfall erscheint regelméfliger als im Nichtresonanzfall.

/M yund damit fast eine quadratische Abhéngigkeit. Die ande-

Fiir n = 5 ergibt sich eine £
ren k—Moden sind im Fall p = p(;) gegeniiber der resonanten /—Mode vernachldssigbar und
der wesentliche Beitrag ist durch das effektive Flat-Top-Intervall ¢ gemif Gl. gege-
ben. Die ,,Akkumulationsschalen® im Phasenraum sind deutlich ausgepragt. Zur Anschauung
sei erneut auf Abb. verwiesen. Der Effekt wird noch dadurch verstérkt, dass die Re-
sidualteilchendichte im Nichtresonanzfall nach GI. in fiihrender linearer Ordnung fiir

steigende Exponenten n zusétzlich mit 1/n unterdriickt ist. Das ldsst sich in Abb. daran
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erkennen, dass das lineare Verhalten der Residualteilchendichte in Abhéngigkeit von ¢, unter
Vernachléssigung der Oszillationsbeitrége fiir alle Exponenten n fast identisch ist.m

Damit ldsst sich festhalten, dass der mafigebliche Unterschied in Bezug auf die erzeugte Teil-
chendichte durch die Resonanzmoden ¢ fiir Impulse p = p(y) hervorgerufen wird. Fiir gréflere
Exponenten n > 1, was mit dem Fall #T > tfgmp korrespondiert, werden mehr Teilchen er-
zeugt als fiir kleine Ordnungen. Super-Gau-Konfigurationen mit n; > 1 sind effektiver bei
der Erzeugung von Elektron-Positron-Paaren als das einfache Gauf3-Profil mit n = 1 und zei-
gen aufgrund der dominanten Resonanzmode ¢ eine wesentlich regelméflige Abhéngigkeit vom
Skalenparameter t,.

Es ergibt sich jedoch fiir gréfler werdende n eine mafigebliche Einschréinkung fiir die Giiltigkeit
der Néherungen (4.68)) bis (4.74). Da die Ableitung der zeitabhéngigen Feldamplitude E'(7)
nach GI. linear mit n skaliert, folgt daraus, dass dies fiir die Bedingung der
Giiltigkeit fiir die Stationédre-Phase-Ndaherung ebenfalls der Fall ist:

0o
< 4nme EO 2n—1
I/tr:O — v ‘Trnax | eXp max

= |Cip, E(re))| - (4.76)

Anschaulich gesprochen bedeutet dies, dass der Ein- und Ausschaltvorgang charakterisiert
durch ¢t trotz der Bedingung ¢ > ¢°ff

ramp ramp Dicht beliebig klein gemacht werden kann, ohne

die Néherung und damit das regulére (t?f.)Q—Verhalten zu zerstoren. Fiir ¢, < 1, tragen
nach Gl. auch zusétzliche Moden jenseits von ki < bk < kpax zur Paarerzeugung
bei. Thr Beitrag wird zunéchst umso grofler, je kleiner ¢, und damit umso kleiner die Ein- und
Ausschaltzeit tﬁgmp wird. Dieses Verhalten ist in den Abbn. . bis (4.6)) anhand der fiir kleine

met, S 50 stark wachsenden und oszillierenden Re&dualteﬂchendmhte f (p,ts) zu erkennen.

1 Ganz im Gegensatz zum Resonanzfall in Abb. (4.6)).



56 4.2 Auswertung fiir symmetrische Ein- und Ausschaltfunktionen

100- T T T T T T T T 3 100 T T T T T T T T 3
1074 1 1074 ]
$10F e AL STV AL S [ ]

-~ L/ M P ¢ v & i
§ 108 =_:"-2 ;\:" ]
= 10710F il ]

10-2[ .§= 5 ]
10~14[ I I ] ]
0100 200 300 400 500 600 700 800
Mol
(a) n=

100— T T T T T T T T - 100 T T T T T T T T -]
107 e e I [ ]
‘H8 10,6_: .“":‘o " 0y, ~ e LY ] -p8 .................. i
S 107%F 1 & 1
S —10f T B i
< 10777 1 <07 .. o t8/5 |

10-12[ ! off )2 |1
Lo-uf i — o ()% ]
0100 200 300 400 500 600 700 800 0100 200 300 400 500 600 700 800
metr metr
(b) n=2
100 T T T r T T — 10° T T T T T T T —
102 o SPN 10-2 ]
. 10—4: ______________ P '-.....,....--..: - 10—4 _____________________________ o
£ 1070 fay ] 2 100fp= ]
§ 10 8¢ | § 10-8 -
= 10—10E ] = 10—10: _____ . t?O/ll .
10—12 | i 10—12 | o ]
—14[ 7 —14[ —_— X (tff{)2 -
10 il 1 1 1 1 1 1 1 1 ] 10 [ 1 1 1 1 1 1 1 1 ]
100 200 300 400 500 600 700 800 0100 200 300 400 500 600 700 800
met, mel,
(c)n=5

Abbildung 4.5: Darstellung der Residualdichte f (p(g), too) in Abhéngigkeit vom Zeitska-
lenparameter ¢, fiir das (Super-)GauB-Profil und unterschiedliche Exponenten n im
Resonanzfall p = p(,) mit pH,(g)/me = 0 und py () = 0.07me. Die graue und durchgéngig
unterlegte Kurve ergibt sich aus der numerischen Integration von Gl. . Die rote ge-
strichelte Linie kennzeichnet das Resultat der Stationdre-Phasen-N#herung (SPN). Links:
komplett, siehe Gl. . Rechts: in fithrender Ordnung, siehe Gl. . Die durchgéingig
und dunkelblau gezeichneten Kurven ergeben sich in nullter Ordnung in n~! aus Gl. .
Feldparameter wie in GI. angegeben. Aus Bedingung folgt £ = kmax = 40 und
kmin = 29.



4.2.3 Verhalten der Residualdichte im Gauf- und Super-Gauf3-Profil

57

f(pyto)

f(pyto)

f(pyt)

....................
.....................
.......
.

Met,

......................
.................
..........
.
.

Met,

....................
......................
........
.

1009 T r T T T T — 10°€
072 | SPN |] 10~2f
10~4f i 10~4f
1070F e o™, e i AN T8 10-8)

N CTOaR NE W LY MUY Y = _sf
ok v W HE R ] & ok
10-0FF || i i1 =10
10—12 _-I H E. g ! : 10—12:
10714: I ' : 10714:

0100 200 300 400 500 600 700 800 0
Mt
(a)y n=1

100- T T T T T T T T = 100_
072 | SPN |] 10~2[
10~4f i 10~4f
10~SF .. T P P Ay W I T ¢

LT W A TR L™ L T I -
107 ik P 53[ o £ 107
10-10f E§ il = 101f
-2 r3 LA 1022
10—14-_' : 10—14:

0100 200 300 400 500 600 700 800

Mot
(b) n=2

1009— T T T T T T — 10°€
02t | SPN |] 102}
104} ] 104}
10-F PN N S A Y W AT W ';,,-"‘-:'“-'-E E 105t

----- Sl R wEy RT WIAT RV Y B -
0°E T S OB EE OHG | § S 0%
-k HHoE D ER O fE| T S0
T S DL A i 10-12f
10-14f A ) 10-14[

100 200 300 400 500 600 700 800
Met,
(c)n=>5

100 200 300 400 500 600 700 800
Met,

Abbildung 4.6: Darstellung der Residualdichte f (p(g),too) in Abhéngigkeit vom Zeitska-
lenparameter t, fiir das (Super-)GauB-Profil und unterschiedliche Exponenten n im
Nichtresonanzfall p # p(y) mit pj = 0.5me und p; = 0.3me. Die graue und durchgingig un-
terlegte Kurve ergibt sich aus der numerischen Integration von Gl. . Die rote gestrichel-
te Linie kennzeichnet das Resultat der Stationire-Phasen-Néherung (SPN) aus Gl. (4.68).
Links: komplett. Rechts: unter Vernachlissigung der Oszillationsbeitrdage in Gl. , d.h.

fur ki(70) = 0. Feldparameter wie in Gl. (4.75) angegeben. Aus Bedingung (4.36]) folgt
kmax = 42 und kpin = 34.
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4.2.4 Verhalten der Residualdichte im Flat-Top-Profil

2Q(py, E(T)) /v
2Q(p, E(1))/v

(a) Resonanzfall p = p(y (b) Nichtresonanzfall p # p(y)

Abbildung 4.7: Darstellung der Bedingung zur Bestimmung der stationdren Pha-
senpunkte 79, fiir das Flat-Top-Profil und die Wahl vts; = 0. Feldparameter wie
in Gl angegeben. Fiir den Resonanzfall mit pHV(g)/me = 0 und p, (4 = 0.07me er-
gibt sich £ = kmax = 40 und kpin = 29. Fiir den Nichtresonanzfall mit py = 0.5m. und
p1 = 0.3m, folgt knax = 42 und ki, = 34.

Im Folgenden wird die Naherung fiir die Residualteilchendichte f(p,t.,), zu entnehmen aus den
Gln. (4.54) bis (4.62)), exemplarisch fiir das Flat-Top-Profil aus Unterabschnitt [3.4] ausgewertet.

Entsprechend gilt fiir die Einschaltzeit 7; = 0 und fiir die Ausschaltzeit 7 = Tpu1se Mit Tpuse =

2 4 7. Zunéchst wird gezeigt, dass sich die Auswertung des allgemeinen Falls mit beliebigem
Flat-Top-Intervall 7¢; wesentlich reduzieren lasst auf den Fall ¢y, = 0. Da nach Definition
fir das Intervall 1 < 7 < 1 + 73, die Einhiillende K(7) = 1 und damit konstant ist, folgt
fiir diesen Bereich bis auf einen zusétzlichen Phasenfaktor der Beitrag des abrupten Ein- und
Ausschaltvorgangs aus GI. , der sich dann fiir beliebige Zeiten 7t einfach dazu addieren
ldasst. Um dies zu sehen, spaltet man das erste Integral aus Gl. in die beiden Intervalle

Tpulse

—z 1 A
/ dr = / dr +/ dr (4.77)
0 0 1

auf.H Fiir JA(p, 7r) ergibt sich das Flat-Top-Integral nach der Substitution 7/ =7 — 1 als

Tt

CEoA(p. Eo) [ A7 o5 tuumn [20(p. Eo) — o] [+ = 5]
0 (4.78)
eEyAi(p, E ‘ by
~ (29(p (J]Eof(fk‘u(;)t Sln<[29(pv Eo) — kv %) :
) ramp

Das ist das gleiche Ergebnis wie fiir den abrupten Ein- und Ausschaltvorgang, siehe Gl. (4.35]).
Da im Nichtresonanzfall k¥ # ¢ der Flat-Top-Term (4.78) mit ¢, = skaliert, wird auch er

ramp

2Im Flat-Top-Bereich liefert das im Vergleich zu JA(p, tramp) um den Faktor vt, unterdriickte Integral
JB(p, tramp) keinen Beitrag, da die Ableitung der Feldamplitude E’(7) fiir alle Zeiten verschwindet.
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gegeniiber dem Einschalt-Term analog zu Gl. (4.51) konsequenterweise vernachléissigtﬂ Nur

fiir den Resonanzfall k = ¢ beriicksichtigt man den zusétzlichen Beitrag

tes.

Jf (p(é)a tramp) — Jf (p(é)a tramp) - IFE (p(€)7 EO) (479)

2tramp

gegeniiber dem Fall t¢;, = 0. Das Einschalt-Integral von 0 bis 1 kann dann wie in Unterab-
schnitt iiber die Stationdre-Phasen-Néherung ausgewertet werden. Dabei fithrt der Flat-
Top-Parameter 7 zu weiteren Phasenverschiebungen. Die modenabhéingige Frequenz aus GI.
(4.33) ist fiir die Wahl ¢y, = 0 durch

(7o) = —2 / dr Op, E(r)) + kv (1 — 7o) (4.80)

gegeben und wird fiir den Fall 7¢4 # 0 verschoben um

(7o) = Ke(ro) + (kv = 20(p, By)) 5= (4.81)

Zu dem ergibt sich aus Gl. (4.31)) fiir 75, = 0

mod(p,1) = 2 /0 \dr Qp. B(r)) — kv (4.82)

Fiir allgemeine Zeiten ¢4, # 0 wird daraus

Tt 4.

medi(p,1+ 5 ) = medu(p,1) + (2p. Eo) — kv) . (483)

Aus GI. (4.48)) folgt damit fiir den Nichtresonanzfall k # ¢

. 1739
A4 s tramps trt. ) = eEg Ak (p, E-, - T ex (—1k1/ {tram + —})
’ <p ’ f.t.) o (p O’k) \/4EOQ/ (p7 ETO,k) b ’ 2

x {cos (nk(m,@ framp + [k — 20, Eo)] %) (4.84)

t
—sin (ﬁk(To,k) tramp + [kV — 2Q(p, Ey)] %) } )

Da die stationdren Phasenpunkte der Nichtresonanzmoden im Intervall 0 < 75, < 1 liegen,

folgt nach den Gln. (3.27)) und (3.29) auerdem

K(rox) = H (10),

4.85
KI(TO,k) :Hl (TO,k)' ( )

13Dies entspricht der Vernachlissigung der Oszillationsbeitrige Yy und Zy) aus Gl. (4.9)), die auch in [27} 28]
durchgefiithrt wird.
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Abbildung 4.8: Darstellung der Residualdichte f (p(g),too) im Impulsraum (p,,py) fiir
das Flat-Top-Profil und unterschiedliche Flat-Top-Zeiten t¢¢ . Fiir die Ein- und Aus-
schaltzeit wurde vt amp = 10 - 2 und damit metramp ~ 900 gewihlt. Die Darstellung folgt
der vollstéindigen Losung und ergibt sich aus der numerischen Integration von GI. .
Feldparameter wie in GI. angegeben.

Damit erhdlt man nach Gl. (4.54) fiir p # p( als Néherung fiir die Residualteilchendichte

2
A p7 ramp7tft) tramp (486)

kmax 7_
Ok
A
me Z \/Hl Tgk
k kmll’]

und damit eine lineare Abhéngigkeit von der Ein- bzw. Ausschaltzeit ¢,,5p. Insbesondere fithren

f(p, s

steigende Flat-Top-Zeiten tg¢. in diesem Fall unter Beriicksichtigung von Gl. (4.84) zu keinem
kontinuierlichen Anstieg der Paarproduktion.

Fiir den Resonanzfall k& = ¢ ist die erste nicht verschwindende Ordnung asymptotisch. Man
muss also in Gl. (4.48)) den Grenzfall n, — oo betrachten und erhélt nach Gl. (4.29))

. . t
A (Pys s 1) = —iFu(Proy Eo) exp (_lky { g %} ) (4.87)
Zur Bestimmung des Beitrages der ersten nicht verschwindende Ableitung Kl () nihert
man die Ein- und Ausschaltfunktion fiir den Fall 75y = 0 am Punkt 75, = 1 mit einem
Super-Gauf3-Profil der Form
r—1\(np—1)
K(7)~ lim e (7F)

Ny—r00

(4.88)

unter Verwendung der Definition fiir die effektive Flat-Top-Zeit ¢} " = 20tamp aus Gl. (3.31]).
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Dann ist K®l(r9, = 1) = lim (n, — 1)!/c™~Y und man erhilt niherungsweise
Nyg—r00

ng!

1/me
i ~ 0. 4.89
e (|K[W—11(707£)| m) g (4.89)

Dies kann nur als eine asymptotische Néherung fiir met,amp — 00 betrachtet werden, die jen-

seits des effektiven Flat-Top-Bereichs fiir 7 < 1 — o keine gute Ubereinstimmung mit dem
tatsidchlichen Verlauf der Einhiillenden K (7) zeigt. Insbesondere kann damit die Bedingung
(4.22) nicht addquat angewendet werden. Fiir Frequenzen im Multi-Photonen-Bereich mit
m. 2 v bedarf es daher sehr vieler Oszillationen des periodischen Anteils h(vt) bis m.t, ent-
sprechend grof} ist und Gl. eine gute Ndherung darstellt. Insgesamt muss berticksichtigt
werden, dass die Wahl von o, dhnlich wie bei der Bestimmung des effektiven Flat-Top-Intervalls
in der Gauf3- und Super-Gau-Konfiguration, durch die willkiirliche Setzung von 7¢; < 1 eine
gewisse Spannbreite zuldsst. Diese ist insofern unbedeutend, als dass fiir dominante Flat-Top-
Zeiten tiy > 20tamp, Wie im Folgenden zu sehen sein wird, das effektive Flat-Top-Intervall
tri P ohnehin vernachléssigt werden kann. AuBerdem muss an dieser Stelle betont werden, dass
die Beitrdge der Nichtresonanzmoden unabhéngig von der Wahl von ¢ sind und im Kontext
der Stationdre-Phasen-Néherung korrekt ausgewertet werden konnen.

Damit ergibt sich insgesamt fiir den Resonanzfall p = p(,) aus Gl. unter Beriicksichtung
des zusétzlichen Flat-Top-Beitrages aus GI.

) tes. ) tes.
f(p; too) ~ 2 |iF, (p(f)a EO) (U =+ Qtf:mp) exXp <_1€V {tramp + %})tiérznp
-1 2 (4.90)
2 H (T()’k)
- E@ mAﬁ (P» tramp7 tf.t.) tramp-
k:kmin ’

Wie nach Gl. (4.92)) fiir den Grenzfall n, — oo nicht anders zu erwarten, erhdlt man schliefilich

in fithrender Ordnung

1 1
f(pts) = 3 | Fu(pey. Eo) |2 (t?.ftf.)Q =3 |Fu (P, Eo) }2 (20t samp + ts.) (4.91)

und damit eine quadratische Abhéngigkeit der Residualteilchendichte f(p,ts) von der effek-
tiven Flat-Top-Zeit t?ftf. = 20tamp + tir.. FUr tpy > 20t4mp ist der wesentliche Beitrag zur
Residualteilchendichte iiber die Gleichung

1
f(p,ts) = 3 |Fe(P(£), Ey) |2t?,t, (4.92)

durch die reine Flat-Top-Zeit t¢;. bestimmt. Das bestétigt die Behauptung aus [27]. Die Flat-
Top-Zeit kann immer so grofl gewéhlt werden, dass der Ein- und Ausschaltvorgang fiir die

Paarproduktion keine mafigebliche Rolle spielt und das Verhalten der durch das Flat-Top-Profil
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erzeugten Residualdichte in sehr guter Naherung durch den an sich physikalisch unrealistischen
Fall des abrupten Ein- und Ausschaltens aus Abschnitt beschrieben werden kann. Da o
in jedem Fall wesentlich kleiner als Eins ist, kann fiir die Abschétzung dominanter Flat-Top-

Zeiten

|
tf.t. Z 2tramp (493)

als obere Grenze angesetzt werden.

Zur Mlustration der Ergebnisse wurden die Feldparameter in den Abbn. bis geméf
GL festgelegt. In Abb. ist fiir den Fall t;; = 0 die Bedingungsgleichung zur
Bestimmung der stationidren Phasenpunkte fiir den Resonanzfall p = p() und den Nichtre-
sonanzfall p # p( dargestellt. Dabei sind die aktivierten Moden ky, < k < kpay identisch
zum GauB- bzw. Super-GauB-Profil, wie der Vergleich mit den Abbn. und zeigt. Al-
lerdings unterscheidet sich die Lage der stationdren Phasenpunkte 7 auf der Zeitachse und
ihr Beitrag iiber die entsprechende Ableitung der Ein- und Ausschaltfunktion KM—1(7 ).
Im Resonanzfall fiir ¢ = k., = 40 liegt der stationdre Phasenpunkt auf dem Maximum der
Einhiillenden bei 79, = 1. Damit ist die Residualdichte néherungsweise durch GI. be-
stimmt und wichst fiir ¢y, = 0 in fithrender Ordnung geméafl Gl. quadratisch mit der
Ein- und Ausschaltzeit ¢;am,. Fiir den Nichtresonanzfall gilt fiir alle stationéren Phasenpunkte
To, 7 1 und somit nach GL lediglich eine lineare Abhéngigkeit von f(p,t) in Bezug
auf tamp. Dennoch ist fiir den Fall ¢;; = 0 die ,,Akkumulationsschalenstruktur® im Flat-Top-
Profil etwas stérker ausgeprégt als zum Beispiel im Gauf3-Profil, wo der Beitrag der resonanten
(-Mode geméaf #/% skaliert und sich damit vom linearen Nichtresonanzverhalten kaum unter-
scheidet. Dies zeigt der Vergleich von Abb. , wo die Residualteilchendichte im Impulsraum
(p1, p”) fir vtramp = 10 - 27 und unterschiedliche Flat-Top-Zeiten t¢; dargestellt ist, mit der
analogen Abb. fiir das (Super-)GauB-Profil. Allerdings heben sich auch im Flat-Top-Profil
die nichtresonanten Bereiche p # p(,) erst fiir Flat-Top-Zeiten t¢; # 0 stérker von den nicht-
resonanten Bereichen ab. Wéhrend der Beitrag der Nichtresonanzmoden weiterhin lediglich
linear zu t.amp anwichst, steigen die Resonanzmoden quadratisch in Bezug auf das (effekti-
ve) Flat-Top-Intervall t8f = 20, + tr.. Mit der Wahl ng, = 1.5-1072 folgt o ~ 0.185. Dann
ergibt sich fiir die Abschéatzung der Giiltigkeit von GI. : tre. > 0.37tamp, und fiir die
Wahl vtamp = 10 - 27 folgt entsprechend vigy, > 3.7-2m. Nach [27] wird in Abschnitt ge-
zeigt, dass fiir dominante Flat-Top-Zeiten die Halbwertsbreite (FWHM) der Schalen mit 1/¢4.
skaliert. Je grofler die Flat-Top-Zeit gewéhlt wird, umso schmaler werden die Resonanzschalen
bei p = p(y.

In den Abbn. und ist die Stationire-Phasen-Néherung der Gln. (4.86)) bis (4.92))
fir die Parameterwahl aus GI. in Abhéngigkeit von der Ein- und Ausschaltzeit t;amp
und fiir unterschiedliche Flat-Top-Zeiten tg; dargestellt. In Analogie zum vorherigen Unterab-

schnitt ist in der Abb. (4.9) der Resonanzfall pjj ) /m. = 0.0 und p, ) = 0.07m, und in
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Abb. der Nichtresonanzfall pj = 0.5m, und p; = 0.03m, festgehalten. Fiir das gewéhlte
Intervall 0 < t,amp < 10 - 27 zeigt sich in beiden Abbn., dass die Stationére-Phasen-Néherung
das Verhalten der Residualdichte, das durch numerische Integration von GI. und unter
Ausnutzung von Gl. erhalten wurde, fiir geniigend grofle Parameter m.t, sehr gut be-
schreibt. Dies ist insbesondere fiir Flat-Top-Zeiten t¢;. # 0 in Abb. der Fall und damit
fiir starker wachsende Teilchendichten.

Man erkennt, dass die Abhéngigkeit von #,,mp, im Resonanzfall fiir alle Zeiten t¢; aufgrund
der Resonanzmode ¢ wesentlich regelméfliger verlduft als im Nichtresonanzfall. Das liegt an
den Oszillationsbeitragen der Koeffizienten A;;‘(p, tramps trs.) aus Gl , welche die lineare
Abhéngigkeit von t.mp fiir p # p() maBgeblich modifizieren. Eine VergréSerung des Flat-Top-
Bereiches fiithrt dabei nur zu Phasenverschiebungen innerhalb der Koeffizienten und zu keinem
kontinuierlichen Anstieg der Residualteilchendichte. Daher kann, wie bereits erwahnt, fiir die
Flat-Top-Konfiguration das Flat-Top-Intervall stets so grof3 gewéhlt werden, dass der Ein-
und Ausschaltvorgang vernachléssigt werden kann. Die Ein- und Ausschaltzeit ¢,4,, muss nur
so grof} sein, dass die Bedingungen (4.22]) und der Stationére-Phasen-Naherung erfiillt
sind. Sonst kann nicht ausgeschlossen werden, dass zusétzliche Modenbeitrage aus GI.
das regulire t7, -Verhalten iiberdecken. Dies ist in den Abbn. und fir metiamp S 50

anhand der extrem steigenden und oszillierenden Residualteilchendichte zu erkennen.



64 4.2 Auswertung fiir symmetrische Ein- und Ausschaltfunktionen

100- T T T T T T T T 3 100- T T T T T T T T 3
10_2: : 10—2: ----- X (2Utramp)2 :
1074} 1 104} ]
q.? 1076: ooy " -" ™ *5 ,_‘. oSy SIS .: *Qg 1076_ -------------------------------------------- :
S 108 1 £ 108L” ]
& o C10f ! 1 & . of ]
= 0 ] =107 ]
10_12- ] 10—12|_ -
10714: """ SPN ' 10-14[ i
0100 200 300 400 500 600 700 800 0100 200 300 400 500 600 700 800
metramp metramp
(a) I/tf_t_ =0
100— T T T T T T T T - 100— T T T T T T T T -]
1072 i 1072t -
— 1074f O [ e ]
‘Hg 1076 :_”_,.,.:..-, IS . : -Hg 1076: .......... :
S 10°%f ]l < 108 ]
& 10-10[ 1 S 10~10[ ]
= - - = e X (zatramp + tf.t.)z -
10—12_ i 10—12_ 9 ]
xt
10_14: """ SPN : 10_14: —_— f.t. :
100 200 300 400 500 600 700 800 100 200 300 400 500 600 700 800
metramp metramp
(b) vtgy, =2 - 2w
100 T T T r T T — 10— T T T T T T —
102} i 102} ]
P [ DRSS [ 11 o AU ]
£ 10-f 1 8 10¢f ]
S 108} ] £ 108 ]
& 10~10[ i & 10~10[ ]
= - - = Y X (2Utramp + tf.t.)2 -
10—12_ i 10—12_ 9 ]
P SPN | Lo-1f — o tiy, .
100 200 300 400 500 600 700 800 100 200 300 400 500 600 700 800
metramp metramp

(c) vtgy, =257

Abbildung 4.9: Darstellung der Residualdichte f (p 0 too) in Abhéingigkeit von der Ein-
bzw. Ausschaltdauer ty,mp fiir das Flat-Top-Profil (3.27) und unterschiedliche Flat-Top-
Zeiten tgy im Resonanzfall p = py) mit p||7(g)/me = 0 und p, (y) = 0.07m.. Die graue
und durchgéingig unterlegte Kurve ergibt sich aus der numerischen Integration von GI.
. Die rote gestrichelte Linie kennzeichnet das Resultat der Stationdre-Phasen-Ndherung
(SPN). Links: komplett, siche Gl. . Rechts: in fithrender Ordnung, siehe Gl. .
Die durchgéngig und dunkelblau gezeichneten Kurven ergeben sich in nullter Ordnung in

n~! aus Gl. ([£.92). Feldparameter wie in Gl. (4.75)) angegeben. Aus Bedingung (4.36)) folgt
= kmax = 40 und kpyin = 29.
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Abbildung 4.10: Darstellung der Residualdichte f (p 0 too) in Abhéngigkeit von der Ein-
bzw. Ausschaltdauer ¢,,mp fiir das Flat-Top-Profil und unterschiedliche Flat-Top-
Zeiten tgy im Nichtresonanzfall p # Py mit p| = 0.5m¢ und p; = 0.3me. Die graue und
durchgingig unterlegte Kurve ergibt sich aus der numerischen Integration von GI. . Die
rote gestrichelte Linie kennzeichnet das Resultat der Stationdre-Phasen-Néherung (SPN)
aus Gl. . Links: komplett. Rechts: unter Vernachlissigung der Oszillationsbeitriage in
GL ([484), d.h. fiir kg(7ox) = 0 und exp(—ikv [tramp + te1./2]) = 1. Feldparameter wie in
Gl. (4.75) angegeben. Aus Bedingung folgt kmax = 42 und kpin = 34.



5 Der Einfluss der Ein- und

Ausschaltfunktion auf die
Residualdichte

5.1 Die Struktur der Residualdichte im Multi-Photonen-

und Tunnel-Regime

Aus dem vorherigen Kapitel ergibt sich, dass die Struktur der Residualteilchendichte f(p,t)
im Impulsraum in der Niederdichte-Ndherung mafgeblich durch die Resonanzbedingung
gegeben ist, die als Verallgemeinerung von Gl. fiir nicht abrupte Ein- und Aus-
schaltvorgénge angesehen werden kann. Unter der Grundannahme f(p,t.) < 1 gibt sie die
Abhingigkeit der vollstéindigen Losung aus Gl. von den Feldparametern vermittelt iiber
die Naherungslosungen bis GI. sehr gut wider. In der Parameterlandschaft rein
zeitabhéngiger elektrischer Felder, die in Abb. dargestellt ist, entspricht dies dem ,,Calm-
Valley“, in dem die Paarerzeugung stark unterdriickt ist. Die Giiltigkeit der Niederdichte-
Néherung zeigt der Vergleich mit den Resultaten, die sich aus der vollstdndigen quantenkine-
tischen Gleichung bzw. fiir die Flat-Top-Konfiguration aus der dquivalenten Gleichung
fiir die Bogoliubov-Koeffizienten durch numerische Integration ergeben. Dies wird die
folgende Diskussion untermauern. Die Ergebnisse der Stationdre-Phasen-Ndherung kénnen
herangezogen werden, um die Abhéngigkeit der Paarerzeugung im Multi-Photonen- und im
Tunnel-Regime von den Parametern der Ein- und Ausschaltfunktion addquat zu beschreiben.
Als Erstes wird das Multi-Photonen-Regime, d.h. der Grenzfall v >> 1 betrachtet ] In Anhang
wird gezeigt, dass in diesem Fall

Q(p, E(1)) = Q(p, £(0)) = ¢ (p) (5.1)

folgt. Aus Gl. (4.38)) ldsst sich schlussfolgern, dass die Bedingung (4.36)) somit nur fiir

2
Fmin = Fmax = € = ;6 (p(()) (52)

1Zur Definition des Keldysh-Parameters siehe Gl. (1.10)).



67

100_ T T T T T 3 100_ r : . : i _
10_2- ] 10_2: ]

o 107 ] — 10_4: ]
S SO — T T .
< 10—8: .............................. : S 10_8:‘ -------- :
~ —101.‘ ] \E; _10_:. ]
= 1010F 1210 :
! S ox t4/3 ] 10_12: _____ o $29/11 |
10714 r ] 10-14f 2 :

1000 2500 4000 5500 7000 1000 2500 4000 5500 7000
Mt met,

Abbildung 5.1: Darstellung der Residualdichte f (p(g),too) in Abhéngigkeit vom Zeits-
kalenparameter ¢, fiir das (Super-)GauB-Profil (3.15) und unterschiedliche Exponenten
n = 1,5 im Resonanzfall p = p mit p /me = 0 und p, (y) = 0.75m.. Die graue
und durchgéingig unterlegte Kurve ergibt sich aus der numerischen Integration von GI.
(4.2). Die rote gestrichelte Linie kennzeichnet das Resultat der Stationdre-Phasen-N#&herung
(SPN) aus Gl. (4.70). Die gewéhlten Feldparameter sind Ey = 0.05E, und v = 0.5m, mit
Eo2/E. = Ep3/E. = 0. Aus Bedingung bzw. niherungsweise aus Gl. folgt
= kmax = kmin = 5.

erfiillt werden kann. Insbesondere ergibt sich fiir den Nichtresonanzfall p # p) gemil Gl.
kein Beitrag linear zum Zeitskalenparameter ¢.. Die Moden k # ¢ sind stark unterdriickt
und Beitrage zur Residualteilchendichte f(p,t.) mafBigeblich durch die Resonanzmoden ¢ >
P%W gemaf GI. gegeben. Dieses Verhalten ist exemplarisch fiir die Gauf- bzw- Super-
GauB-Konfiguration in Abb. fir den Resonanzfall py /me = 0 und p L) = 0.75m,
mit v = 10 dargestellt. Fiir das Gaufl-Profil mit n = 1 ergibt sich fiir die Residualdichte die
charakteristische #./ 3—Abhéingigkeit, wéhrend fiir n = 5 eine Proportionalitdt zu $20/11 folgt.

Die Bedingung (5.2) ldsst sich nach p umstellen, wodurch man

(EV)Z 9 (5 3)
D) = 5 )~ me :

erhélt. Die Paarerzeugung wird, wie in Abschnitt diskutiert, durch die Absorption von ¢
virtuellen Feldphotonen der Energie v dominiert.ﬂ Im Impulsraum resultieren daraus ausge-
préagte ,, Akkumulationsschalen*. E|Wie in Abb. fiir v = 10 und in Abb. firy =7
jeweils fiir den Schnitt p/m. = 0 dargestellt, treten diese unabhéngig von der konkreten Feld-
konfiguration, insbesondere auch fiir das Gau3-Profil auf. Einzig die Hohe der Resonanzschalen
wird durch die Ein- und Ausschaltfunktion modifiziert. Die Parameter der Einschaltvorgiange
wurden so aufeinander abgestimmt, dass sich fiir das Super-Gauss-Profil im Grenzfall n — oo

als effektives Flat-Top-Intervall mit ¢ = 2¢, der gleiche Wert ergibt wie fiir den Flat-Top-

2Siehe insbesondere Gl. (1.11]).
3Vgl. wa. |26] und [15].
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Parameter t¢; der Flat-Top-Konfiguration. Vergleicht man anhand dieser Wahl die iiber den
Impuls p, senkrecht zur Feldrichtung abintegrierte Teilchendichte a.-.+(0) aus GI. , SO
steigt die Anzahl erzeugter Paare pro Fliache mit zunehmendem (effektiven) Flat-Top-Intervall.
Sie ist iiber den jeweiligen Darstellungen in den Abbn. (5.2)) und festgehalten. In Abb.
(5.2)) ist sie fur das Flat-Top-Profil in etwa um den Faktor vier und in Abb. in etwa um
den Faktor fiinf grofler als fiir das GauB-Profil.
Wesentlich komplexer ist die Impulsraumstruktur der Residualteilchendichte im Tunnel-Regime,
d.h. fiir ¥ < 1. In Anhang [B| wird der Koeffizient Q(7, E(p)) in Anlehnung an [27] fiir die Falle
az < ag =0 und ag < as < 1 betrachtet. Dies schliefit den Effekt der dynamisch assistierten
Schwinger-Paarerzeugung mit ein, der ausfiihrlich in Abschnitt dargestellt wird. Aufler-
dem wird fiir die folgende Betrachtung fiir den periodischen Anteil hy(vt) = cos (nut) gewéhlt.
Davon ausgehend ergibt sich fiir die Grenzfélle p/m. > K(7)/v oder pj/m < K(1)/vy

100 Qe et (0) ~ 5 : 10—|8>\52_ 100 Qe et (0) ~ 1 : 10—|7>\52 100 Qoet (0) ~ 2 : 10—|7,\52_
T IR = SR I Bt SR O
B0 1 B0 e 1 B 1074 :
5 10760 - {1 51076 {1 51076
2 108} 1 S 108 1 S 108f
10-19f 1 Tiowf ] Tiowf :

10-12C . . . R 10-12L . . . L] 10-12C . . . L]
0.0 0.3 0.6 0.9 1.2 1.5 0.0 0.3 0.6 0.9 1.2 1.5 0.0 0.3 0.6 0.9 1.2 1.5
pL/me pL/me pL/me
(a) GauB-Profil (b) Super-Gaufl-Profil (c) Flat-Top-Profil

Abbildung 5.2: Darstellung der Residualteilchendichte f(p. ,tx) fiir den Schnitt pj/m. =
0 fur unterschiedliche Feldkonfigurationen. Fiir das Gau$- (n = 1) und Super-Gauf3-Profil
(n = 5) wurde vt, = 625 - 2r gewihlt. Fiir das Flat-Top-Profil gilt viégy, = 1250 - 27
mit vtramp = 125 - 2m. Die Feldparameter sind Fyp = 0.05E; und v = 0.5m, mit
Eo2/E. = Eo3/E. = 0. Dies entspricht der Paarerzeugung im Multi-Photonen-Regime.
Die das Impulsspektrum einhiillende Funktion (rote gestrichelte Linie) folgt aus Gl. .

néherungsweisd’]

Ofp, B(7)) = p, K (7)) ~ 22 \/ (e () B es) 6

mit der dimensionslosen Energie € (p) = €(p) /m.. Dabei bezeichnet Es(z) das vollstandige

elliptische Integral der zweiten Art mit Eq(0) = § < Ey(x) < Eo(1) = 1. Daraus folgt unmit-

4Da die Paarerzeugung im Allgemeinen nur fiir kleine Impulse p/m < 1 effektiv stattfindet und hier der
Grenzfall v~! > 1 interessiert, ist die zweite Bedingung auf jeden Fall erfiillt. Fiir y~! <« 1 folgt auBerdem
das Ergebnis fiir das Multi-Photonen-Regime aus Gl. (5.3)).
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Abbildung 5.3: Darstellung der Residualteilchendichte f(p. ,teo) fiir den Schnitt p|/m. =
0 fiir unterschiedliche Feldkonfigurationen. Fiir das Gau$- (n = 1) und Super-GauB-Profil
(n = 5) wurde vt, = 125 - 2w gewahlt. Fir das Flat-Top-Profil gilt viry, = 250 - 27
mit vtramp = 25 - 2m. Die Feldparameter sind Ey = 0.05E. und v = 0.35m, mit
Eoo/E. = Eyg3/E. = 0. Dies entspricht der Paarerzeugung im Multi-Photonen-Regime.
Die das Impulsspektrum einhiillende Funktion (rote gestrichelte Linie) folgt aus Gl. (5.16)).
telbar
2me. .
kmin ’V U - € (p)—‘ )

(5.5)

e | (V) o)

Beispielsweise folgt fiir die Wahl in Abb. und Abb. mit v = 0.1 fiir p ) = 0.0m,
und p ) =~ 0.3m, mit kyin = 105 und £ = kpay = 1650.99| ~ 651 dasselbe Ergebnis, das
man durch die numerische Integration des Koeffizienten Q(p, E(7)) erhilt. Das Einsetzen von
GIL. in Gl liefert schliellich eine transzendente Gleichung zur Bestimmung der
stationéren Phasenraumpunkte 79 bzw. der entsprechenden Feldstérken E .

Um die Feldparameterabhéingigkeit der Anzahl der durch den Ein- und Ausschaltvorgang

angeregten Moden kp;, < k < knax zu ermitteln, bietet es sich an die Differenz

b = e b (3 (1 E 007 B (g ) 1) 56

vé (p)]

unter Vernachlissigung der Auf- bzw. Abrundungsfunktion zu betrachten. Da ky, o< m./v
und 77! o (FEyme)/v gilt, erhoht sich die Anzahl der beitragenden Moden mit abnehmender
Frequenz v und/oder zunehmender Feldstirke Ej |E| Fiir v — 0 ergibt sich ndherungsweise
4me1
kmax - kmin ~ _ﬁ_- (57)
TV Yy
Im Allgemeinen tragen daher im Tunnelregime fiir kleiner werdende Keldysh-Parameter v im-

mer mehr Nichtresonanzmoden k # ¢ zur Residualteilchendichte f(p,t) bei. Ihr Beitrag ist

SFiir v — oo ergibt sich wieder der Grenzfall der Multi-Photonen-Absorption aus (5.2).
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Abbildung 5.4: Darstellung der Residualdichte f (p(g), too) in Abhingigkeit vom Zeitska-
lenparameter ¢, fiir das (Super-) Gau3-Profil und unterschiedliche Exponenten n = 1,5
im Resonanzfall p = p(, mit pj ) /me = 0 und p; (4) = 0.3me. Die graue und durchgéngig
unterlegte Kurve ergibt sich aus der numerischen Integration von GI. . Die rote und
rechts gestrichelte Linie kennzeichnet das Resultat der Stationdre-Phasen-N#herung (SPN).
Links: komplett, siehe Gl. . Rechts: in fithrender Ordnung, siehe GI. (4.71). Die
gewéhlten Feldparameter sind Ey = 0.2E; und v = 0.07m, mit Eys/E. = Ey3/E. = 0.
Aus Bedingung folgt £ = kmax = 651 und ki, = 105.

gegeben durch Gl. (4.54) fiir p # p(y) und durch Gl. (4.56) fiir den Resonanzfall p = p(,) und
verlduft in fithrender Ordnung unter Vernachlassigung der Oszillationsterme proportional zum

Zeitskalenparameter ¢,. Fiir Felder ohne ausgeprigtes Flat-Top-Intervall ergibt sich daraus ein
zunehmend komplexes Verhalten der Residualdichte f(p,t) in Abhéngigkeit von t,. Das lésst
sich anhand von Abb. fir den Fall des GauB-Profils (n = 1) gut erkennen. Dort ist die
Abhéngigkeit der Residualteilchendichte von ¢, fiir v = 0.1 fiir einen Resonanzfall p = py
dargestellt. Da sich im Gauf3-Profil der Beitrag der Resonanzmode k = ¢ nur unwesentlich von
den anderen angeregten Nichtresonanzmoden unterscheidet, tragen die Oszillationsbeitrige der
Koeffizienten A}(p, t,) aus Gl. mafgeblich zur Teilchendichte bei. Fiir die in Abb.
getroffene Parameterwahl ergibt sich mit k;, = 105 < k < £ = k. = 651 die Uberlagerung
von insgesamt 546 Oszillationstermen. Entsprechend kompliziert fillt die Abhéngigkeit vom

Skalenparameter t, aus.
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Fiir die Wahl n = 5 erkennt man in Abb. einen kontinuierlichen Anstieg der Residualteil-
chendichte proportional zu t?o/ " Fiir Felder mit ausgeprigtem (effektivem) Flat-Top-Intervall

spielen die Nichtresonanzbeitriige fiir geniigend grofie Zeiten 5 > ° eine vernachlissigbare

Rolle. Die Resonanzmoden p = p(, dominieren geméf Gl. das \p/erhalten der Residual-
teilchendichte im Phasenraum. Wihrend die Nichtresonanzbeitrége bei p # p(,) weiterhin in
fithrender Ordnung linear zu ¢, anwachsen, steigen die ,, Akkumulationsschalen® bei p = p
fiir n, — oo quadratisch in Bezug auf das Flat-Top-Intervall ST .

Im Gegensatz zum Multi-Photonen-Regime treten damit fiir Einschaltvorgdnge ohne ausge-
préigten Flat-Top-Bereich mit n, ~ 3 keine scharfen Resonanzschalen bei p = p( aufﬂ Die
Resonanzbeitrage heben sich kaum von den Nichtresonanzbeitridgen ab. Dieses Verhalten ist
in Abb. mit v = 0.1 und in Abb. mit v = 0.467 fiir das GauB-Profil und den Schnitt

p|/me = 0 dargestellt.

) Geer (0) = 4- 1075252 ) Geer (0) = 1- 1074252 ) Geer (0) =2 107422
100 . —— 1 100 ; —— 00— : ——]
el I S T ST ]
@ 10_4: i < . ] *)8 10_4- e . ]
q 10—6_ . ] q 10—6 . ]
2 10-8f 1 108 1
*10-10[ 1 S0 ]
—12[ ] ] —12[ ]
10 0.0 0.3 0.6 0.9 1.2 1.5 D 10 0.0 0.3 0.6 0.9 1.2 1.
pL/me pL/me pL/me
(a) GauB-Profil (b) Super-GauB-Profil (c) Flat-Top-Profil

Abbildung 5.5: Darstellung der Residualteilchendichte f(p. , %) fiir den Schnitt p) /me =
0 fiir unterschiedliche Feldkonfigurationen. Fiir das Gau$- (n = 1) und Super-Gau$-Profil
(n = 5) wurde vt, = 25-2m gewahlt. Fiir das Flat-Top-Profil gilt vty = 50-27 mit vtamp =
5 - 27m. Die Feldparameter sind Ey = 0.2E. und v = 0.02m, mit Ey/E. = Ey3/E. = 0.
Dies entspricht der Paarerzeugung im Tunnel-Regime. Die das Impulsspektrum einhiillende
Funktion (rote gestrichelte Linie) folgt aus Gl (5.16)).

Fiir ein ausgepriigtes (effektives) Flat-Top-Intervall mit T > 2 kann die Struktur der

ramp

Teilchendichte damit in Analogie zu und naherungsweise durch

R dQ(p, E .
f(pp,te) = 3 > Fipw(e). ¢, Eo) (t;ftf.)2s<[p — py ()] # tf.ftf.) (5.8)
0>lnin p P=p(0)(¢)

charakterisiert Werdenm Dabei bezeichnet —7/2 < ¢ < 7/2 den Winkel in der Impulsebene
p? = pﬁ + p7 mit p; = psin () und p; = pcos () > 0. Das Impulsspektrum wird dominiert

durch die ,,Akkumulationsschalen“ bei p = p(y). Dies ist in den Abbn. (5.2)), (5.3), (5.5)), (5.6)),
(5.7) und (5.8)) fiir das Flat-Top-Profil mit tgy, = 10 t,amp festgehalten. Mit der unteren Grenze

6Dies ist vergleichbar mit den Bemerkungen und Abbildungen in
"Die Abschitzung der Giiltigkeitsbedingung folgt dabei den Uberlegungen im Kontext von Gl. (4.93) aus dem

Unterabschnitt
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Abbildung 5.6: Darstellung der Residualteilchendichte f(p, ,t) fiir den Schnitt pj/m. =
0 fir unterschiedliche Feldkonfigurationen. Fiir das Gau$- (n = 1) und Super-Gauf-Profil
(n =5) wurde vt, = 25-2m gewéhlt. Fiir das Flat-Top-Profil gilt vtey, = 5027 mit vtamp =
5 - 2m. Die Feldparameter sind Ey = 0.15E; und v = 0.07m, mit Eys/E. = Ey3/E. = 0.
Dies entspricht der Paarerzeugung im Tunnel-Regime. Die das Impulsspektrum einhiillende
Funktion (rote gestrichelte Linie) folgt aus Gl. (5.16]).

linin = [0, Ep)] ergibt sich unter der Niaherung aus Gl. (5.5))

(= (\/E (Po)” +’Y_2) Ez( ! ) > [4—7” (\/T’Y_Q) E2<721+ lﬂ - (5.9)

e (pw)] +1) — 17w

Mit der Funktion S(x) = sin(x)?/2? folgt fiir die Halbwertsbreite (FWHM) um die Schale
p = p)(¢p) ein Verhalten

dQ(pv EO)

FWHM o (
dp

-1
t?f.) : (5.10)

P=D1,(¢) ()

Das heifit mit zunehmender (effektiver) Flat-Top-Dauer werden die Schalen immer schmaler.
Fiir die Impulsraumstruktur der durch das Super-Gauf-Profil mit n = 5 erzeugten Residualteil-
chendichte, festgehalten in den Abbn. und , ergibt sich eine Art ,,Zwischenstruktur®
im Vergleich zur Gau- und Flat-Top-Konfiguration. Wie in Abschnitt und insbesondere
in Abb. zu erkennen, entspricht die effektive Ein- und Ausschaltzeit 51 ungefihr der
effektiven Flat-Top-Zeit . Die Impulsraumstruktur weicht vom Verhalten in ab. Die
Resonanzschalen bei p = p(,) sind weniger stark ausgeprégt und steigen gemif3 Gl. nur
mit 7"

Vergleicht man in den Abbn. und die Anzahl der erzeugten Paare a.-.+(0) pro
Flache, so ist diese fiir das Flat-Top-Profil in beiden Abbildungen um den Faktor fiinf grofier
als fiir das Gauss-Profil. Auch im Tunnel-Regime zeigt sich, dass die Paarproduktion mit

zunehmendem Flat-Top-Intervall groler wird.
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5.2 Der Einfluss der Einhiillenden auf den dynamisch

assistierten Schwinger-Effekt

Die bisherigen Ergebnisse aus diesem und dem vorherigen Abschnitt konnten die Resultate
aus [27] und [28] fiir Einschaltfunktionen mit (effektivem) Flat-Top-Intervall £ bestiitigen. Die
entscheidenden Groflen, die Auskunft iiber die GroBenordnung erzeugter Elektron-Positron-
Paare geben, sind die Resonanzmoden Fy(p,t, Ey) aus Gl . Sie bestimmen fiir streng
monotone Ein- und Ausschaltfunktionen K (t¢/t,) auch noch die fithrende Ordnung beziiglich
des Zeitskalenparameters t,, wenn gar kein oder zumindest kein ausgepragtes Flat-Top-Intervall
vorhanden ist und die Residualteilchendichte von der quadratischen Abhéingigkeit beziiglich
t, abweicht und der lineare Beitrag der Nichtresonanzmoden beriicksichtigt werden muss.
Dies soll im Folgenden fir den bifrequenten Fall, d.h. fir Ey3/E. = 0 verdeutlicht wer-
den. Dies fithrt zu einer sehr allgemeinen Aussage beziiglich der Abhéngigkeit bzw. vielmehr
Unabhéngigkeit des nicht linearen Verstarkungseffektes im Zuge der dynamisch assistierten
Schwinger-Paarerzeugung in oszillierenden und bifrequenten Hintergrundfeldern.

Im Anhang von [28] wird gezeigt, dass die resonanten Fourier-Koeffizienten néherungsweise
durch

Fy(p, Ey) = —Z/ZIm(eXp [21/ de’ w(p,ut',Eo)D (5.11)

gegeben sind. Dabei bezeichnen die Zeiten ¢; die komplexen Nullstellen der Funktion w(p, vt, Ey)
aus Gl im Intervall 0 < Re(t;) < 7/2 und fiir Im(#;) > 0. Fiir den Fall pj/m. = 0 und
fir No = 4N 4+ 1 mit N € N erhélt man den maflgeblichen Beitrag durch die Nullstelle
to = £T'/4 + iz /v. Dabei folgt xy aus der Bestimmungsgleichung

1/2
sinh(zg) + ag sinh(Noxg) = (1 + Pl ) : (5.12)
m2

e

Das Einsetzen der dominanten Nullstelle ¢y in Gl. (5.11)) liefert schlieBlich die N#herung

|Fu(pp =0, p1, E0)|2 ~ SV2 (1= (=1)")E@py). (5.13)

mit der von der Resonanzmode ¢ unabhéngigen Funktion

Elp1) = eXp<—4%G (pl)). (5.14)
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Man erkennt, dass dann fiir gerade ¢ der Fourier-Koeffizient F (p” =0,p1, EO) verschwindet

und keinen Beitrag zur Paarerzeugung liefert. Die Funktion £(p, ) héngt im Exponenten

G(pL) = dz \/1 + 2L ’Yi (sinh(z) + o sinh(Nyz))?, (5.15)
0

von den entsprechenden Feldparametern v, v, as und N, ab. Davon ausgehend ldsst sich die in
[28] eingefiihrte spektrale Einhiillfunktion verallgemeinern. Unter ausschlieBlicher Beriicksichtigung
der fithrenden Ordnung in ¢,, d.h. unter Verwendung von GI. (4.56)), ergibt sich mit

4 2(1-L
W(pL, t,ng) = §V25(pl) m;””"lC(pL,ng) tr( ”e> (5.16)

die das Impulsspektrum einhiillende Funktion fiir einen beliebigen bis zum Zeitpunkt 79, =
(1: + 7¢)/2 streng monoton steigenden Einschalt- und fiir 7 > 7, streng monoton fallenden
Ausschaltvorgang. Sie besteht aus einem Faktor, der unabhéngig ist von der konkreten Wahl
der Einhiillenden K (7):

gVQE(pL), (5.17)

und einem geometrieabhingigen Term, der das konkrete Skalenverhalten in Abhéngigkeit vom

Zeitskalenparameter ¢, bestimmt:

1

me2K () 2077 (5.18)

mit

2/ng
! ne + 1 2 \°
Kpi,neg) =2 = F( ) cos(—) . (5.19)
2| Kre=U(10.0)| Eo€ (p1, Eo) ny 2n,

Dabei ist K™~1(75) mit ungeradem n, € N die erste nicht verschwindende Ableitung der
Ein- und Ausschaltfunktion am Maximum zur Zeit 7. Unter Beriicksichtigung von Gl. (4.59))

ergibt sich fiir den Grenzfall ny, — co
2 off \ 2
W(pbtr,ng — OO) = §V2€(pj_) (tfftf> (520)

und damit das Ergebnis wie in [28]. Fiir das Gauf- bzw. Super-Gauf-Profil mit n, = 2n + 1

erhélt man entsprechend

2 1 2/(2n+1) ) 92 2 2
K(pi,n) =2 _Pnvl] o222 cos( " . (5.21)
2B, (p., Eo) 2n + 1 An + 2
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Fiir das einfache GauB-Profil, d.h. fiir n = 1 ergibt sich damit exemplarisch

2 % ! " s
tr; = 1 = 2 — F = N t ’ 522
We (pr,ten=1) 3" £(.) (3) <2meEoQ’(pL, Eo)) ' o

Dass GI. offenbar eine gute Naherung fiir die Einhiillende des Impulsspektrum der vollen
Losung aus Gl. im entsprechenden Giiltigkeitsbereich der Niederdichte-Naherung dar-
stellt, lasst sich anhand der bereits diskutierten Abbn. und fiir das Multi-Photonen-
Regime bzw. anhand der Abbn. und fiir das Tunnel-Regime erkennen. In diesen ist
die das Impulsspektrum einhiillende Funktion aus Gl. in Form der rot gestrichelten Kur-
ve abgebildet. Die grau unterlegte Residualdichte folgt dabei aus der numerischen Integration
von Gl. fiir das Gauf3- und Super-Gauf3-Profil und von GI. fiir das Flat-Top-Profil.
Man erkennt, dass die das Spektrum einhiillende Funktion mit steigender Ordnung n, und da-
mit mit gréBer werdendem (effektivem) Flat-Top-Intervall £ gemif Gl. anwéchst. Sie

ist fiir das GauB-Profil bei festgehaltener Parameterwahl immer am kleinsten und fiir das Flat-

Top-Profil am gréfiten. Da im Tunnelregime in Bezug auf das Gau-Profil die Resonanzmoden
nicht dominieren, ist fiir v < 1 durch Gl. (5.22)) eine gute Naherung fiir das exakte Impulss-
pektrum bei pj/m. = 0 gegeben.

Ao+ (0) = 6 - 107302 Qe+ (0) = 21072052 Qe+ (0) = 2107202

10° . T 10°F T 10°

107 to2be . ro=f T [ <,
B 1w B 10 B 10
5 1076 5 1076 . 7 106
& 10-8 S 108 S 1078
EH]_0—10 %10—10: g"10—10
10—12 10—12_ 10—12

0.0 0.3 0.6 09 1.2 1.5 0.0 0.3 0.6 09 1.2 1.5 0.0 0.3 0.6 0.9 1.2 1.5
pL/me pL/me pL/me
(a) GauB-Profil (b) Super-GauB3-Profil (c) Flat-Top-Profil

Abbildung 5.7: Darstellung der Residualteilchendichte f(p. ,teo) fiir den Schnitt p|/m. =
0 fiir unterschiedliche Feldkonfigurationen. Fiir das GauB- (n = 1) und Super-Gauf-Profil
(n = 5) wurde vt, = 25 - 21 gewahlt. Fiir die Flat-Top-Konfiguration vty = 50 - 27 mit
Vtramp = 5-27. Die Parameter fiir das bifrequente Feld, d.h. fiir Ey 3/E, = 0, sind Ey = 0.2E,
und v = 0.02m, fiir das starke, Ep2 = 0.05E; und v = 0.5m, fiir das schwache Feld. Dies
entspricht der Uberlagerung eines Feldes aus dem Tunnel-Regime (Abb. ) mit einem
Feld aus dem Multi-Photonen-Regime (Abb. ) Die das Impulsspektrum einhiillende
Funktion (rote gestrichelte Linie) folgt aus GL (5.16)).

Davon ausgehend soll der Einfluss der Ein- und Ausschaltfunktion auf den dynamisch as-
sistierten Schwinger-Effekt betrachtet werden. In den Abbn. bis ist jeweils die
Uberlagerung eines Feldes aus dem Tunnelregime mit einem Feld aus dem Multi-Photonen-
Regime dargestellt. Dabei entspricht die Parameterwahl in Abb. der Kombination der
Felder aus den Abbn. und , wéhrend Abb. die Superposition der Felder aus
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den Abbn. (5.2) und (5.5) umfasst. Betrachtet man die Anzahl erzeugter Paare a.-.+(0) pro

S (1) IEST I 11 e et Ao+ (0) = 8- 107422 Qoo+ (0) = 1107302

100 —— 100 — 0°
2104 L T e T ]
:| 10_6: N : _‘|\ 10_6 .'~. T
& 108} 1 & 108
*10-10f 1 10100 :
10-12L ; ] 10-12L T 10-12L . [+ ]
0.0 0.3 0.6 0.9 1.2 1.5 0.0 0.3 0.6 0.9 1.2 1.5 0.0 0.3 0.6 0.9 1.2 1.5

pJ_/me

(c) Flat-Top-Profil

pJ_/me

(b) Super-GauB-Profil

pJ_/me

(a) GauB-Profil

Abbildung 5.8: Darstellung der Residualteilchendichte f(p, ,tx) fiir den Schnitt pj/m. =
0 fur unterschiedliche Feldkonfigurationen. Fiir das Gau$- (n = 1) und Super-Gauf-Profil
(n = 5) wurde vt, = 25 - 27 gewihlt. Fiir die Flat-Top-Konfiguration vtgy, = 50 - 27 mit
Vtramp = 5 - 2m. Die Parameter fiir das bifrequente Feld, d.h. fiir Ey3/E. = 0, sind Ey =
0.15E; und v = 0.07m, fiir das starke, Fy2 = 0.05E; und o = 0.35m, fiir das schwache
Feld. Dies entspricht der Uberlagerung eines Feldes aus dem Tunnel-Regime (Abb. )
mit einem Feld aus dem Multi-Photonen-Regime (Abb. ) Die das Impulsspektrum
einhiillende Funktion (rote gestrichelte Linie) folgt aus Gl. .

Fléche, so zeigt sich in beiden Fiéllen ein nichtlinearer Verstarkungseffekt, der die einfache Ad-
dition der Anzahldichten der einzelnen Felder um zwei bzw. drei GroBlenordnungen {ibersteigt.
Dies ist in Abb. (5.9) zusammenfassend dargestellt. Dabei liegt der Verstarkungsfaktor fiir alle

G-+ (0) /A2 ae-c+(0) /A

Gaufl | Super-Gaufl | Flat-Top Gaufl | Super-Gaufl | Flat-Top

1: 4.107° 1-1074 2.1074 1: 2.1077 7-1077 1-1076
2: 5-1078 1-1077 2-1077 2: 1-1071 3-1071 5-107H
1+2:|6-1073 2-1072 2-1072 1+4+2:(2-107 8-1074 1-1073

Abbildung 5.9: Auflistung der iiber den Impuls p; abintegrierten Teilchendichte a,-.+(0)
aus Gl. (2.57)) in Abhéngigkeit verschiedener Feldparameter und Feldkonfigurationen. Fiir
das GauB- (n = 1) und Super-GauB-Profil (n = 5) wurde jeweils vt, = 125 - 27 gewihlt.
Fiir das Flat-Top-Profil gilt jeweils vty = 250 - 2m mit vtramp = 25 - 27, Links: Feld 1 mit
Ey = 0.2E, v = 0.02m, und Feld 2 mit FEyo = 0.05E., vo = 0.5m,. Rechts: Feld 1 mit
Ey = 0.15E;, v = 0.07m, und Feld 2 mit Fy2 = 0.05E, v2 = 0.35m,.

Konfigurationen in der gleichen Groflenordnung. Nach den bisherigen Ergebnissen und den
Resultaten aus und resultiert der dynamisch assistierte Schwinger-Effekt aus einer
exponentiellen Verstiarkung des Fourierkoeffizienten Fy(p, Ey) und damit fiir No = 4N + 1 der
Funktion &(p,) geméB Gl (5.15). In Bezug auf die spektrale Einhiillfunktion aus GI.
ist die Verstdarkung damit mafigeblich durch den Faktor bestimmt, der unabhéngig ist
von der konkreten Ein- und Ausschaltfunktion K(7). Fiir die Untersuchung des dynamisch

assistierten Schwinger-Effekts kann daher mit Fokus auf die Fourier-Koeffizienten Fy(p, Ey)
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vom konkreten Ein- und Ausschaltvorgang abgesehen werden. Deren Beitrag wird nach

maBgeblich durch die imagindren Nullstellen der Quasiteilchenenergie w(p, vt, Ey) bestimmt.



6 Numerische Resultate zum doppelt

assistierten Schwinger-Effekt
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Abbildung 6.1: Links: Darstellung der iiber den Impuls p; abintegrierten Teilchendichte
a0+ (0) in Abhéngigkeit des kombinierten Keldysh-Parameters -y, = Ny fiir unterschied-
liche Kombinationen der Felder 1 bis 3 mit Feldstédrken wie in GI. festgehalten. Die
Frequenz des ersten Feldes, v = 0.07m,, und die des dritten Feldes, v3 = 0.98m,, sind fest.
Variiert wird die Frequenz des zweiten Feldes mit 15 = Nov und 1 < Ny < 14. Rechts:
Darstellung des aus GI. resultierenden Verstiarkungsfaktors.

In diesem letzten Abschnitt soll der Frage nachgegangen werden, inwiefern der durch die
Uberlagerung zweier Felder auftretende dynamisch assistierte Schwinger-Effekt durch die Hin-
zunahme eines dritten Feldes zusétzlich verstarkt werden kann. In [35] wird gezeigt, dass durch
die Hinzunahme eines einzelnen hochenergetischen Photons mit einer Energie im MeV-Bereich,
als Beispiel wird e, = m,. angegeben, zusétzliche Verstarkungseffekte in Bezug auf die Paarer-
zeugungswahrscheinlichkeit P,-.+ auftreten. Dies ist wesentlich abhéngig von der Feldstérke
des (nédherungsweise) als zeitlich konstant angenommenen starken Feldes Ey und der Wahl der
Frequenz des Feldes aus dem Multi-Photonen-Regime mit der Feldstérke Ey, < Ey und der
Frequenz vy < m, im keV-Bereich. Die variierte Grofe ist der kombinierte Keldysh-Parameter
aus Gl. . Nach [35] wird die Paarerzeugungswahrscheinlichkeit P,-.+ ungefihr ab einem
Wert von v 2 |In(Ep2/Ep)| im Vergleich zu den Konfigurationen, wo mindestens einer der
aufgefithrten Bestandteile fehlt, exponentiell verstarkt. In [35] wird daher der Ausdruck , dop-
pelt assistierter Schwinger-Effekt“ eingefiihrt.

Davon ausgehend soll in diesem Abschnitt fiir die Flat-Top-Konfiguration durch numerische
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Abbildung 6.2: Darstellung wie in Abb. (6.1)) jedoch mit v3 = 0.98m, und 1 < N < 48.

Integration von GL. der Frage nachgegangen werden, ob ein zu [35] vergleichbarer
Verstarkungseffekt auch auftritt, wenn man statt eines hochenergetischen Photons ein drit-
tes Feld der Stiarke Ey3 < Epo und der Frequenz v ~ m, hinzufiigt und damit einen dritten
kohérenten Vielteilchenzustand. Zusétzlich wird das starke Feld mit Ey < E. und v < m,
zeitabhéngig gewéhlt. Der kombinierte Keldysh-Parameter wird wie in [35] aus der Feldstarke
Ey des stiarksten Feldes und der Frequenz vy des mittleren Feldes gebildet und ergibt sich
damit als v, = vN,. Ein zusétzlicher Verstarkungseffekt in Analogie zu [35] ist dabei aufgrund
des quasiklassischen Zugangs nicht unbedingt zu erwartenﬂ

Die Ergebnisse der Untersuchung sind exemplarisch in den folgenden Abbn. bis
dargestellt. Dabei wurden keine Verstirkungseffekte gefunden, die den ,einfach® assistierten
Schwinger-Effekt noch mal um mehrere GréBenordnungen verstirken. Ahnlich wie in [23], wo
die Uberlagerung eines niederfrequenten Sauter-Pulses mit einem hochfrequenten oszillieren-
den Hintergrundfeld untersucht wird, treten nur relativ kleine Verstarkungseffekte auf. Dies
ist insbesondere der Fall, wenn die durch die bifrequenten Felder erzeugte Teilchenzahl nicht
fiir eine der moglichen Kombinationen wesentlich gréfer ist als fiir die beiden anderen. Dafiir
ist es insbesondere notwendig, dass sich die hochfrequenten Frequenzen 15 und v3 hinreichend
unterscheiden. Ansonsten dominiert aufgrund der Relation Eyo > Ej3 zusehends das zweite
Feld die Paarerzeugung. Das ist exemplarisch in den Abbn. und fiir den Vergleich
zwischen der Superposition des ersten und zweiten und des ersten und dritten Feldes zu er-
kennen.ﬂ Es ist die fiir pj/m. = 0 iiber den Impuls p, abintegrierte Teilchendichte a.-.+(0)
fiir unterschiedliche Frequenzen v, des zweiten Feldes dargestellt. Dabei wird die Frequenz im

Intervall v < vy < v3 variiert und mit ihr der kombinierte Keldysh-Parameter v;. In beiden

Vgl. dazu auch Abschnitt .

’Die Darstellung der Kombination zwischen zweitem und dritten Feld wurde dabei zuniichst auBen vor gelas-
sen, da aufgrund der Forderung N5, N3 € N die Zahl der erlaubten kombinierten Keldysh-Parameter stark
eingeschréinkt wire. Siehe Kapitel [3] In den Abbn. und ist jedoch zu erkennen, dass in den relevan-
ten Verstdrkungsfillen die Kombination ,,24-3“ im Vergleich zu ,,142* und ,,1+3“ beziiglich der erzeugten
Teilchendichte vernachléssigbar ist.
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Abbildung 6.3: Darstellung der Residualdichte f(p,to) im Impulsraum fiir p”/me =0
und die moéglichen Kombinationen dreier Felder. Die jeweiligen Feldstérken sind in GI.
festgehalten, die Frequenzen in Gl. (6.3)). In der Tabelle ist die jeweils iiber den Impuls
p1 abintegrierte Teilchendichte a,-.+(0) verzeichnet. Es wurden immer diesselben Zeiten
Vtramp = 9 - 2m und vtgy = 50 - 27 mit Bezug auf das erste Feld gewihlt.

Abbn. (6.1) und (6.2) gilt fiir die Feldstarken

Feld 1: Ey = 0.1E,,
Feld 2: E072 = 005EC, (61)
Feld 3: E[)’g = 001EC

Fiir die Frequenz des ersten Feldes gilt jeweils v < m,/10 und fiir das dritte Feld v3 ~ m,.
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Abbildung 6.4: Darstellung der Residualdichte f(p,ts) im Impulsraum (p,p)) fiir die
moglichen Kombinationen dreier Felder. Feld- und Zeitskalenparameter wie in Abb. (6.3)).
In der Tabelle ist die jeweils {iber den Impulsraum abintegrierte Teilchendichte n, -+ fest-

gehalten.

Der Verstarkungsfaktor V.- .+ (p”) ist definiert als

Veet (p1) =

Ae— e+ (p”) [1 + 24+ 3}

Qe—et (pH) [1 + 2] t Qe—et (pH) [1 + 3] .

(6.2)

Er kennzeichnet das Verhéltnis der durch das trifrequente Feld erzeugten Anzahldichte zur

Summe der durch die bifrequenten Felder erzeugten Anzahldichte. Dabei ergibt sich fiir V -+
sowohl fiir v = 0.07m, als auch fiir v = 0.02m, eine komplizierte Abhéngigkeit vom kombi-
nierten Keldysh-Parameter v, und damit von der Frequenz des zweiten Feldes v,. Dennoch
lasst sich aus dem Vergleich der beiden Abbn. (6.1)) und eine erste Abschéatzung treffen.
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Abbildung 6.5: Reskalierte Darstellung der Residualdichte f(p,too) im Impulsraum
(p1,py) fiir die Superposition der Felder ,,1 + 2%, ;1 + 3“ und ,1+ 2+ 3“ aus Abb. (6.4).

Kombination Verstarkungsfaktor

Ne-er (1424 3) /(320 e+ (i) 9086

Ne—et (14 2)/(Ne=et (1) + ne-e+(2)) | 1249

Ne—et (1 4+ 3)/(Ne=e+ (1) + ne-+(3)) | 3327
( (

Ne— o+ 2—1—3)/(716 et 2) +ne—e+(3)) 181

Abbildung 6.6: Auflistung der Verstarkungsfaktoren in Bezug auf die Anzahldichte er-
zeugter Paare n,- .+, die durch die verschiedenen Kombinationen der durch die Gln. (6.1)
und charakterisierten Felder moglich sind. Die Parameter der Ein- und Ausschaltfunk-
tion sind vtramp = 5 - 27 und vtgy = 50 - 2.

Die groiten zusétzlichen Verstarkungseffekte treten offenbar in den Bereichen 3 < v, < 7 auf.

Dabher ist fiir die Feldstérken (6.1]) in den Abbn. (6.3]) bis (6.5)) der Fall

Feld 1: v = 0.07m,,
Feld 2: vy = 0.49m,, (6.3)
Feld 3: v3 = 0.98m,

mit 7, = 4.9 und in den Abbn. (6.7)) bis der Fall

Feld 1: v = 0.02m,,
Feld 2: v, = 0.48m,, (6.4)
Feld 3: v3 = 0.96m,

mit v, = 4.8 festgehalten.
In der Abb. (6.3)) ist die erzeugte Residualdichte f(p,ts) im Impulsraum fiir pj/m. = 0 und
alle moglichen Feldkombinationen dargestellt. Unter Hinzunahme der Tabelle in (6.3) ist zu
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Abbildung 6.7: Darstellung der Residualdichte f(p,ts) im Impulsraum fiir p/me =0
und die mo6glichen Kombinationen dreier Felder. Die jeweiligen Feldstérken sind in Gl.
festgehalten, die Frequenzen in GI. . In der Tabelle ist die jeweils {iber den Impuls
p. abintegrierte Teilchendichte a,.-.+(0) verzeichnet. Es wurden immer diesselben Zeiten
Vtramp = 0 - 2m und vtg = 50 - 2m mit Bezug auf das erste Feld gewéhlt.

erkennen, dass die Zahl erzeugter Teilchen durch die Kombination mehrerer Felder im Ver-
gleich zur Paarproduktion in einem Feld um mehrere Groflenordnungen erhoht ist. Vergleicht
man die iiber p, abintegierten Teilchendichten a.-.+(0), so erkennt man, dass fiir jeden bi-
frequenten Fall im Vergleich zu allen einzelnen mindestens zwei Groflenordnungen liegen. Die
Anzahldichte ist im trifrequenten Fall noch einmal zusétzlich um etwa den Faktor zehn im Ver-
gleich zur Kombination zwischen erstem und drittem Feld verstéirkt. Dieser Effekt bestétigt
sich, wenn man die vollstindige Anzahldichte n.-.+ pro Volumen in Einheiten von A\;3 be-
trachtet. Diese wurde numerisch und damit ndherungsweise fiir das Intervall 0 < p; /m. < 1.5
und —1.5 < pj/m. < 1.5 bestimmt. Die Ergebnisse sind in der Tabelle in Abb. festgehal-
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Abbildung 6.8: Darstellung der Residualdichte f(p,t~) im Impulsraum (p,p)) fiir die
moglichen Kombinationen dreier Felder. Feld- und Zeitskalenparameter wie in Abb. .
In der Tabelle ist die jeweils {iber den Impulsraum abintegrierte Teilchendichte n, -+ fest-
gehalten.

ten. Daneben sind die Residualteichendichten f(p,ty) fiir alle moglichen Kombinationen im
entsprechenden Ausschnitt im Impulsraum (p,, pj) dargestellt. Hier kann man die in Kapitel
ausfithrlich diskutierte Abhéngigkeit der Struktur der erzeugten Teilchendichte im Impuls-
raum vom entsprechenden Paarerzeugungsregime noch einmal sehr gut nachvollziehen. Fiir
den Fall der einzelnen Felder dominiert fiir die getroffene Parameterwahl die Multi-Photonen-
Absorption der hochfrequenten Felder gegeniiber der Paarerzeugung des starken, niederfre-
quenten Feldes im Tunnel-Regime. Bei der Kombination zweier Felder dominieren beziiglich
der Anzahl erzeugter Teilchen die Kombinationen mit dem ersten, starken Feld gegeniiber
der Superposition der beiden hochfrequenten Felder. Die meisten Teilchen werden jedoch im
trifrequenten Feld erzeugt. In Abb. ist der Unterschied um etwa den Faktor 10 beziiglich
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Ne—c+ gegeniiber der Kombination des ersten mit dem zweiten bzw. dritten Feld anhand eines
reskalierten Ausschnittes der Residualteilchendichte im Impulsraum dargestellt.

Die relevanten Verstarkungsfaktoren sind in Abb. festgehalten. Dabei wird jeweils die
aus der Kombination mehrerer Felder erzeugte Teilchendichte n.-.+ ins Verhéltnis gesetzt zur

Summe iiber die durch die einzelnen Felder erzeugten Teilchendichte. Nimmt man diese Defini-

0.5

£ oo

Q
. - 5 0.5
0.00 0.25 0.50 0.00 0.25 0.50 0.00 0.25 0.50

pL/me pL/Me pL/me
(a) Felder 1+ 2 (b) Felder 1+ 3 (c) Felder 1 +2+3
10-5 10+ 10-3 10-2
f (Pu too)

Abbildung 6.9: Reskalierte Darstellung der Residualdichte f(p,to) im Impulsraum
(p1,p)) fiir die Superposition der Felder ,, 1+ 2%, ;1 + 3% und ,,1 42 + 3“ aus Abb. (6.8).

tion als Maflstab, dann ergibt sich fiir das trifrequente Feld mit einem Verstarkungsfaktor von
9086 ein fast dreimal so grofler wie fiir die Superposition des ersten mit dem dritten und ein
etwa siebenmal so grofler wie fiir die Kombination des ersten mit dem zweiten. Am geringsten
fillt der Faktor mit 181 fiir die Uberlagerung der beiden hochfrequenten Felder zwei und drei
aus.

Fiir die zweite Parameterwahl, die durch die Gln. und gegeben ist, ergibt sich ein
vergleichbares Resultat. In Abb. ist der Schnitt p;/m. = 0 im Impulsraum dargestellt.
In der dazugehorigen Tabelle ist wiederum die iiber p, abintegrierte Teilchendichte a.-.+(0)
in Einheiten von \;? festgehalten. Vergleicht man die Paarerzeugung der einzelnen Felder mit
den bifrequenten Feldern, so ergibt sich mindestens ein Unterschied um etwa den Faktor 230.
Auffallig ist, dass im bifrequenten Fall fiir pj/m. = 0 die Anzahl erzeugter Paare pro Fliche
fiir alle Kombinationsmoglichkeiten in erster Ndherung identisch ist und damit zumindest in
der gleichen Groflenordnung liegt. Der trifrequente Fall erzeugt noch einmal das 25-fache an
Teilchen pro Flidche im Vergleich zu jeder einzelnen Kombination des bifrequenten Falles.
Dieser Effekt spiegelt sich im vollen Impulsspektrum der Residualdichte wider, das in Abb.
dargestellt ist. In der dazugehorigen Tabelle ist die Anzahldichte n,-.+ erzeugter Teilchen
pro Volumen in Einheiten von A3 festgehalten. Sie wurde wiederum niherungsweise durch
numerische Integration iiber die Residualdichte, diesmal fiir das Intervall 0 < p, /m,. < 2 und
—1.5 < pj/me < 1.5 bestimmt. Die Anzahldichten der bifrequenten Felder sind im Vergleich

zu denen der Einzelfelder etwa um den Faktor 102 bis 10? gréfler. Fiir den Fall des trifrequen-
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Kombination Verstarkungsfaktor
Mot (1+ 2+ 3) /(37 ne-e+ (1)) 2500
oo (14 2)/(e-e (1) + 15 (2)) | 667
Ne—et (L + 3)/(Ne-et+ (1) + ne-e+(3)) | 1000
(

et (
Ne-et (2 + 3)/ (N et (2) + Ne-+(3)) | 150

Abbildung 6.10: Auflistung der Verstirkungsfaktoren in Bezug auf die Anzahldichte er-
zeugter Paare n,- .+, die durch die verschiedenen Kombinationen der durch die Gln.
und charakterisierten Felder moglich sind. Die Parameter der Ein- und Ausschaltfunk-
tion sind vtramp = 5 - 27 und vigy = 50 - 2.

ten Feldes ergibt sich mit Blick auf die jeweiligen bifrequenten Felder ein zusétzlicher Faktor
um ungefdhr 10. Dieser Effekt ist wiederum in Abb. nach entsprechender Reskalierung
festgehalten.

Die relevanten Verstiarkungsfaktoren sind abschliefend in Abb. notiert. Es ergibt sich
fiir das trifrequente Feld mit einem Verstarkungsfaktor von 2500 ein zweieinhalb-mal so grofler
wie fiir die Uberlagerung des ersten mit dem dritten und ein rund viermal so groBer wie fiir
die Kombination des ersten mit dem dritten Feld. Wieder am geringsten fallt der Faktor mit

150 fiir die Uberlagerung der beiden hochfrequenten Felder zwei und drei aus.



7 Zusammenfassung und Ausblick

In Kapitel dieser Arbeit ist es gelungen die Fourier-Analyse in der Niederdichte-Ndherung
der quantenkinetischen Gleichung , wie sie in 27} 28] fiir periodische Hintergrundfelder
entwickelt wurde, auf prinzipiell beliebige Ein- und Ausschaltfunktionen der Form K (t/t,) zu
verallgemeinern. Das Ergebnis ist in Gl festgehalten. Fiir geniigend langsame Ein- und
Ausschaltvorginge, die Bedingung erfiillen, ist es moglich mit Hilfe der Methode der
stationdren Phase eine Naherung fiir das Verhalten der Residualteilchendichte in Abhéngigkeit
vom Zeitskalenparameter ¢, fiir Kontrollparameter m.t, — oo zu erhalten ]

Dies fiihrt zu einer Verallgemeinerung der in [27] hergeleiteten Resonanzbedingung hin
zu GL ((4.36)). In [27] gibt es nur eine mogliche Amplitude mit der das Feld oszilliert. Diese
bestimmt allein das resonante Verhalten der Residualteilchendichte im Impulsraum. Durch
den Ein- und Ausschaltvorgang durchléuft das elektrische Hintergrundfeld mehrere Feldam-
plituden. Erreicht es zu einem Zeitpunkt gerade die Feldstérke, die einer Bedingung
entspricht, kommt es, je nachdem wie lange das Feld effektiv bei entsprechender Feldstérke
oszilliert, zu zuséatzlichen Beitrdgen zur Residualteilchendichte. Je linger dies der Fall ist, um
so grofler fillt der entsprechende Beitrag aus.

Die Anwendung der entwickelten Methode ist prinzipiell fiir beliebige Ein- und Ausschalt-
funktionen moglich und wird in Abschnitt exemplarisch fiir symmetrische und monotone
Ein- und Ausschaltvorgénge ausgefiihrt. Das wesentliche Resultat ist in GI. festgehal-
ten und fiihrt fiir streng monotones Ein- und Ausschalten auf die Gln. , und
. Dabei zeigt sich, dass die Impulsraumstruktur der Residualdichte weiterhin mafigeb-
lich durch die Resonanzmode aus GI. zur maximalen Feldstiarke Ey bestimmt wird. Im
Resonanzfall p = p(,) bestimmt die erste nicht verschwindende Ordnung N = n, — 1 der sym-
metrischen Ein- und Ausschaltfunktion am Maximum das Potenzverhalten der Residualdichte
beziiglich des Zeitskalenparameters ¢,. Es ergibt sich in fithrender Ordnung eine Abhéngigkeit
von t?N/ WN+D it N > 2 und gerade. Im Nichtresonanzfall steigt die Residualteilchendichte li-
near mit ¢, modifiziert durch zusétzliche Oszillationsbeitriage, je nachdem wie viele zusétzliche
Moden nach Bedingung angeregt werden. Grofle Ordnungen N entsprechen dabei einem
ausgeprigten effektiven Flat-Top-Intervall. Fiir N — oo ldsst sich damit das Ergebnis aus [27]
fiir den abrupten Ein- und Ausschaltvorgang reproduizieren.

Wie in Abschnitt gezeigt wird, steigt die Anzahl zusétzlich angeregter Moden mit klei-

ISiehe Gl. ([4.22).
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ner werdendem Keldysh-Parameter v an. Entsprechend kompliziert und sprunghaft kann die
Abhéngigkeit der Residualteilchendichte vom Skalenparameter ¢, im Tunnel-Regime fiir v < 1
ausfallen. Im Impulsraum treten dann nur fiir dominante Resonanzmoden mit n, > 3 bzw.
N > 2 ausgeprigte , Akkumulationsschalen” bei p = p(, auf. Im Multi-Photonen-Regime ,
d.h. fiir v > 1 werden ausschliellich die Resonanzmoden angeregt. Dann resultieren auch fiir
kleine Ordnungen N Resonanzschalen der Teilchendichte im Impulsraum.

Davon ausgehend wird in Abschnitt gezeigt, dass der Verstarkungsfaktor des dynamisch
assistierten Schwinger-Effektes unabhéngig von der konkreten Ein- und Ausschaltfunktion ist.
Zwar steigt mit grofer werdendem N und damit einhergehend mit grofier werdendem (effekti-
vem) Flat-Top-Intervall die Anzahl erzeugter Paare. Jedoch faktorisiert der fiir die Verstarkung
mafgebliche Anteil mit dem von der konkreten Ein- und und Auschhaltfunktion abhéngigen
Term, der das Zeitverhalten in Abhéngigkeit von t, festlegt.

Die damit in dieser Arbeit in der Niederdichte-Naherung abgeleitete Naherung fiir die Resi-
dualteilchendichte oszillierender Hintergrundfelder fiir beliebige Ein- und Ausschaltvorgéinge
sollte anhand weiterer konkreter Beispiele ausgewertet und iiberpriift werden. Insbesonde-
re sollte versucht werden, die Bedingungen und ihrer Giiltigkeit in eine noch
aussagekriftigere Form zu bringen. Auch kann noch in Analogie zu [27] versucht werden,
das Verhalten der Residualteilchendichte in der unmittelbaren Umgebung der Resonanzen fiir
P = Py + Ap zu entwickeln. Diese wurde in dieser Arbeit auBen vor gelassen. Eventuell ldsst
sich eine Naherungslosung fiir die Anzahldichte erzeugter Paare ableiten.

Im letzten Kapitel @ wird gezeigt, dass die numerischen Untersuchungen zu einem womoglich
,doppelt assistierten Schwinger-Effekt* durch die Uberlagerung dreier Hintergrundfelder un-
terschiedlicher Feldstédrke und Frequenz keinen Verstarkungseffekt ergaben, in dem zusétzlich
zum bifrequenten Fall die Anzahl erzeugter Paare nochmal um mehrere Gréflenordnungen
verstirkt wird. Dennoch fillt in den dargelegten Beispielen die Anzahldichte n.-.+ erzeugter
Paare im trifrequenten Fall am hochsten aus und ist noch einmal um etwa den Faktor zehn
im Vergleich zu den einzelnen bifrequenten Féllen erhoht. Dabei wurde jeweils ein starkes
Feld aus dem Tunnel-Regime mit zwei schwécheren Feldern aus dem Multi-Photonen-Regime
iiberlagert. Die Frequenz des mittleren Feldes lag im Bereich vy < m,, die des schwéchsten bei
v3 ~ m,. Moglicherweise sollten noch andere Feldparameterkombinationen ins Auge gefasst

werden, um nach zusétzlichen Verstarkungseffekten zu suchen.



A Rechnungen zur Entwicklung der

Naherungslosung

A.1 Explizite Rechnung zur Verallgemeinerung der

Fourier-Reihenentwicklung

In diesem Teil des Anhanges wird eine ausfiihrliche Herleitung von Gl. gegeben. Aus-
gangspunkt ist die Naherung der quantenkinetischen Gleichung fiir den Fall kleiner Dichten aus
Gl (1), die fiir die entsprechend in Abschnitt [3| definierten Feldkonfigurationen mit Ein- und
Ausschaltfunktion K (t/t,) € C* ausgewertet wird. Dafiir sind zwei Zeitskalen von Relevanz,
in Bezug auf die Einhiillende der Parameter ¢, und in Zusammenhang mit dem periodischen
Anteil h(vt) die Periodendauer T' = 27 /v. Die Grundannahme besteht im folgenden darin, dass
die Ein- und Ausschaltfunktion K(¢/t,) sich innerhalb eines Zeitintervalls At im Gegensatz

zum periodischen Anteil kaum &dndert

K(t+ At/t,) = K(t/t,) (A.1)
bzw.

E(t+ At/t,) = E(t/t,) . (A.2)

Daher kann punktweise in Analogie zu [27] vorgegangen werden, jedoch mit zusétzlich zeitabhéngigen
Fourier-Koeffizienten Cy(p, E(t/t;)) und Fy(p, E(t/t;)). Am Ende der Rechnung wird dann der
Grenzfall At — 0 betrachtet. In Gl. (4.2) auftretende Integrale fot dt’ werden geméif3

n—l—l)At

¢
' = lim / A3
/tl At—=0 Z titnAt (A.3)

N—oo0 n=0
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in N Teilintervalle aufgeteilt mit t = ¢t; + NAt und t¢,, = t; + nAt, wobei N € N ist.

Als erstes soll exemplarisch die dynamische Phase ausgewertet Werdenﬂ

@(p,t):/dt w(p,vt', E(t'/t,)) Z/twdt w(p,vt',E(t'/t,))
(A.4)

= lim Z/nﬂdt w(p,vt', E(t,/t))).

At—0
N—o00 n=0

Fiir konstantes Argument F(t, /t,) lasst sich die Quasiteilchenenergie w(p,t, E(t,/t;)) in Ana-

logie zu [27] in eine Fourier-Reihe entwickeln

w(p,vt, E(t,/t,)) Z Cr(p, E(t,/t,)) e *, (A.5)

k=—00

Dabei wird im folgenden wie in [27] fiir die Nullmode

Qp, E(tn/t:)) = Co(p, E(t,/t:)) (A.6)

geschrieben. Im Gegensatz zu Gl. (4.6)) ist der Fourier-Koeffizient C} nicht nur vom Impuls p
sondern zusétzlich von der Feldstiarke F(t,/t.) zum Zeitpunkt ¢, abhéngig,

Cr(p, E(t,/t:) = %/0 dt w(p, vt, E(t,/t.)) ™. (A7)

Einsetzen von Gl. (A.5)) in Gl. (A.4) und Auswertung des Integrals iiber t' liefert

N—1 —ikvAt
Ot = = {0, 10) 81 e ()

N0 n=0 k0

(A20) — lim Nz_l {Q(p, E(ta/t) At + Y Ci(p, Etn/t:)) e”f”tnAt} :

At—0
N—00 n=0 k0

L An dieser Stelle ist eine Aufteilung des Integrals in mehrere Teilintervalle nicht unbedingt notwendig. Man

kann auch direkt im Punkt ¢’ in eine Fourier-Reihe entwickeln und erhilt unmittelbar GI. . Die
ausfiihrlichere Darstellung soll lediglich der Illustration dienen, um das weitere Vorgehen verstéindlicher
zu machen. Zudem zeigt sich, dass beide Vorgehensweisen an dieser Stelle dquivalent sind.
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Das ist die Definition des Riemann-Integrals. Mit ¢,, = t; + nAt folgt schliellich

O(p,t) = /0 det’ (Q(paE([t/‘f‘ti]/tr))+ZCk(p,E(t’—|—ti/tr))e_ik"(t'+ti)>

k0

:/tdt’ ( (p. E(t'/t:)) + > Ci(p, E(t'/t,)) —IW) (A.9)

k40

-/ At [p, E(E/4)) + Bp, vt Bt /1)

i

mit der periodischen Funktion

R(vt + vT, E(to/t,)) = R(vt, E(to/t:)) = Y _ Ci(p, E(to/t:)) e . (A.10)
k#0

Diesen Ausdruck fiir die dynamische Phase O(p, ') setzt man in Gl. (4.2) ein und erhélt

1(p,t)=[dt’ Q(p, Vt',E(t'/tr))eXp< /t dt” [Q(p, E(t"/t:)) + R(p, Vt”vE(t”/tr»})

. mtl
—Altlglo Z/ dt’ Q(p,vt', E(mAt/t,))
M—o00 m=0

exp( /t ar €2 (p,E(t”/tr))+R(p,t”,E(t"/tr))])
(A.11)

Da t,, <t <t gilt, ldsst sich das Argument der Exponentialfunktion schreiben als

21 /t t dt" [Q(p, E(t"/t.)) + R(p,vt", E(t"/t,))]
- /t " At [p, B /6) + R(p. v, B /1,)) (A.12)
+/t dt" [QUp, E(tm/t,)) + R(p,vt", E(tm/t))] .

Aus dem zweiten Term ergibt sich

dt" [Qp, E(tm/t) + R(p,vt", E(ty/t,))]
e—ikl/t’ . e—ikutm)

kv

= O, Bt /1) (F — 1) + 3 1Cu(p, Bt 1)) & (A.13)

k=0
Q(p, E(tm/t:)) (t' — tm) + P(p,vt', E(tm/t:)) — P(p, Vtm, E(tm/t:)),
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wobei beziiglich des Argumentes vt

P(p,vt, E(to/t:)) = D iCi(p, E(to/t.)) @e%;_l) (A.14)
k0

eine periodische Funktion istE| Dabei wurde ausgenutzt, dass in Kapitel |3 ¢; = 2T mit z €
7 gesetzt wurde. Im Allgemeinen wiirde man sonst noch einen zusétzlichen Phasenfaktor

exp(ikvt;) erhalten. Damit folgt

tma1
I(p.t)= lim /‘chntmmﬁ»mmmmmuwwm»
M5 mzo (A.15)
- exp(2[O(p, tm) + Qp, E(tm /1) (' = tm) = P(p, vim, E(tm/t:))]).
In Analogie zu [27] wird die Funktion Qexp(2iP) in einer Fourier-Reihe entwickelt:
Q<p7 Vt? E(tm/tr)) 6Xp(21P(p7 ta E(tm/tr))) = Z Fk(pa E(tm/tr>> e—ikVt (A16)
k=—0o0

mit den nun implizit iiber die Feldamplitude zeitabhingigen Fourier-Koeffizienten
1 /7
Fulp, Bt /t)) = [0 QUpovt Bt /1) exp(2iP(p.#. Bt /1) + ikot). (A7
0

Das Einsetzen von Gl.(A.16]) in Gl.(A.15]) ergibt

I(p ﬂme% ) = P, Eltn /1)) b — PP, by Eltn /1))
~ §jza@xE@mﬁay[m“ &' exp(i [2p, E(t /1)) — k] )
= lim > (2 O ) = AP, Elt /1) b — P, v, Bt /1))

iFy(p, E(tm/t:))
k‘V — QQ(p, E(tm/tr))

{eXp( 29(p, E(tm/t:)) — kv] At) — 1}

(A.18)

exp(i 2Q(p, E(tm/t:)) — kv tn)

M-—1
V= dim > exp(2i{O(p,ti+mAl) = P(p,v (b +mAl), B([t + mA/4))})
M—o00 m=0
’ Z Fk(p, E([ti + mAt]/tr)) e_ik’/(ti-i-mAt)At.
k=—o00

2vgl. Gl. ([{@5).
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Der Grenzwert M — oo und At — 0 ergibt schlussendlich

k_zoo / " B, B+ 0)/1) .

cexp(i20(p, ti + ') — 2P(p,v (t; + t'), E([ti + t'] /1)) — kv (t; + 1')]).

Unter Verwendung von Gl. (A.9)) und mit der Substitution ¢; + ¢ — ¢’ folgt daraus Gl. (4.12)).

A.2 Abschatzung der Grundbedingung fiir die

Stationdre-Phasen-Ndherung

Im folgenden Abschnitt wird gezeigt, dass fiir geniigend grofie Kontrollparameter vt, die Funk-
tion S(p,t, E(t/t.)) aus Gl. (4.14) gegen Null geht. Dadurch wird die in Gl. (4.25) vorgenom-
mene Niherung legitimiert. Unter Verwendung der Definitionen (A.10]) und (A.14) und durch

zweimalige partielle Integration erhalt man

/dt R(p,vt', E(t/t,)) Z /dt Cy(p, E(t'/t, )) ekt

t; ]{?750 ti

Iﬂ- 1 —1kut
25 { L. Bt
k#0

[ At B¢ /t) Cilp, B( /1) - -W}

+(’)(tr2)}.

(A.20)

)

—ikvt

te(kv)?

2L p(p, vt,, B(t/t) + Y {ﬁ%p, B(t/t)) + E'(t/t) Cilp, B(t/t))

k=0

Das Einsetzen von Gl. (A.20)) in Gl. (4.14]) ergibt damit

S(0.0500/0) = 3 {4 Cu Ele/10) + /)l B /1) + 0 (7).

k40
(A.21)

Wie sich zeigen ldsst, gibt die unendliche Summe iiber k£ # 0 des ersten Summanden genau
Null. Dies erkennt man unter Ausnutzung der Symmetrie der Fourier-Koeffizienten Cj. Aus
ihrer Definition in Gl. (A.7)) folgt mit der Substitution ¢ = T — ¢ unmittelbar

1 [T ooy 1T o
Ce(p, E(7)) = f/o dt w(p, vt, B(r)) et =L tf/o dt’ w(p, —vt', B(1)) e ™!
(A.22)

= %/0 dt w(p,vt, E(1))e ™ = C_(p, E(1)).



94 A.2 Abschiatzung der Grundbedingung fiir die Stationédre-Phasen-Nédherung

Dabei wurde, wie in Kapitel |3 festgelegt, die Symmetrie des periodischen Anteils h(vt) des
Vektorpotentials ausgenutzt. Damit ergibt sich schliellich fiir den ersten Summanden in GI.
(A.21)):

S L Culp, Bt/t)) = 3 1 [Culp, B(t/8)) — C_ilp, B(t/1.))] = 0. (A23)

k0
Davon ausgehend lésst sich fiir Parameter vt, > 1 abschétzen:

1St Bt /1)) % | S B (t/1) Chlp, B(t/8)

2
V4t
T k=1

2 - (A.24)
ST B (/)] 2 [Cilp, E(t/8))]-

Durch N-fache partielle Integration der Gl. (4.21]) ldsst sich unter Ausnutzung der Periodizitét

von w'(p, vt, E(7)) und damit auch seiner zeitlichen Ableitungen beziiglich des Argumentes vt

fir den Betrag der Koeffizienten C}, die Néherung

1 /Tdt dN /( tE( )) ikvt
k)T J, g P Vs BT

Cy(p, E(7))] V2"

. N (A.25)
< e | el (9.1, o)) | = W, B0 )
ableiten. Einsetzen der Abschitzung in Gl. ({A.24]) ergibt schliefllich
18,1, B(t/1))] < —— F(1/t) W (p, E(r) , N) G (N +2). (A.26)

Dabei bezeichnet

=1
=> y (A.27)
k=1

die Riemannsche Zeta-Funktion. Die Forderung S(p,t, E(t/t,)) < 1 fithrt nach entsprechender
Umstellung von Gl. (A.25) nach m.t, auf die Forderung

vt >>( )K/(Tmax) W (p, E(Tmax) , N) G (N +2) (A.28)

14

mit der dimensionslosen Funktion W (p, E(7),N) = E,W (p, E(1),N) /m..
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A.3 Umformungen zur Reduktion des Problems auf den

Einschaltvorgang

In diesem Teil des Anhanges wird gezeigt, dass das Integral aus Gl. (4.26]) fiir symmetrische Ein-
und Ausschaltfunktionen unter Anwendung der Eigenschaften (4.28)) reduziert werden kann
auf Gl. (4.31)) und damit auf zwei Integrale, die nur noch iiber das Intervall 7 < (73 4+ 7¢) /2 des

Einschaltvorganges laufen. Dabei wird das Vorgehen exemplarisch anhand des Integrals iiber
den Koeffizienten Ag(p, E(7)) aus Gl. (4.29) demonstriert. Fiir das Integral iiber By (p, E(T))

geht man analog vor. Ausgangspunkt der Umformungen ist damit das Integral
Tf -
[ B0) vt B exp(imatdn(p. ) (A.20)
Dieses teilt man in die beiden Intervalle
T s Tt
/ dr = / dr ... +/+ dr ..=J + Jo. (A.30)

Das zweite Teilintervall wird so umgeformt, dass es auf den Einschaltvorgang reduziert wer-

den kann. Dazu fithrt man als Erstes die Substitution 7 = 7 — (7, + 7¢)/2 und erhélt unter

Anwendung von Gl. (4.28)

T
JQ:/ ’ dT’E(Ti+Tf+T> Ak(p,E(Ti+Tf+T))exp(imetr$k<p, Ti+Tf—i—7'))
0 2 2 2
A+ . . N :
:/ ’ dT’E(TI;TIC—T>Ak<p,E(TI;Tf—T>)exp(imetr@(p,Tl;Tf—l—T)).
0

(A.31)

Als néchstes fithrt man die Substitution 7/ = (7, 4+ 7¢) /2 — 7' aus. Daraus ergibt sich schliefilich

Ti+7f

Jo = / " E(1") Ap(p, E(7")) exp (imetrgzgk(p, T+ T — 7'”)). (A.32)

Gl

Im Phasenfaktor in Gl. (A.32) muss noch das Integral Jg, iiber den Koeffizienten Q(p, E(7))
umgeformt werden | Mit der Substitution 7/ = 7 — (7 + 7¢)/2 folgt

Titr—7" _ s —7! 5 .
Jo = / dr O(p, E(7)) = / a0 <p, E(“ i T>) (A.33)

3Siehe Gl. (4.27).
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und unter erneuter Anwendung von Gl. (4.28)) und mit der Substitution 7 = (7, + 7¢)/2 — 7/

erhalt man

TitTE—  _#
2

Jo = / dr’ Q(p,E(Ti;Tf = T)> :/ dr Q(p, E(r)) . (A.34)
TiTTf T

Dan < 7" < (7 + 7)/2 gilt, kann man dieses Integral aufteilen in

Tit7f

2 - Tt -
do= [ 7 ar B + [ dr e B ()
TitTE & (A.35)
= / dr Q(p, E(T)) + dr Q(p,E(T)).

Der zweite Summand wurde analog zum bisherigen Vorgehen unter erneuter Anwendung von
Gl. (4.28) und den beiden entsprechenden Substitutionen umgeformt. Setzt man Gl. (|A.35))
in Gl. (A.32)) ein, erhélt man unter Beriicksichtigung der Definition der modenabhéngigen

Frequenz Ry (7) in Gl. (4.33)) fir das Ausgangsintegral ({A.29)
Ti+7¢

/TQdT E(r) Aulp, E(r)) {exp (im.t.dn(p, 7)) )
+exp(—imet kg (T))exp (imetrgz;((ﬁ - Tf)/2)) } .

Zieht man noch den konstanten Faktor im zweiten Summanden vor das Integral und beriicksichtigt
den Faktor e, erhdlt man schliefllich das erste Integral in Gl. (4.31). Die Bestimmung von
JE(p, ) lduft analog.

A.4 Herleitung verwendeter Integrale

Im folgenden Teil des Anhanges werden die Integrale aus Gl. (4.46|) ausgewertet. Dazu beginnt

man mit der Betrachtung des des Integrals
I :/ dy e¥". (A.37)
0

Durch die Substitution y = i*/"2'/" erhilt man

. 00 :1/n
Iy = l/ dz e?p w1 = l—r(1> - i””P(” i 1) . (A.38)
n Jo n n n
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Daraus folgt

(A.39)

Analog folgt

/Oody sin(y") = w /Ooody (V" —e™") = (1 + (=1)") Im(i*/") F(n + 1) ‘

00 2i n
(A.40)
Mit
it/ = COS(%) + isin(%) (A.41)

ergibt sich schliellich Gl.

A.5 Anleitung zur Anwendung der entwickelten Ndherung

In diesem Abschnitt wird eine kurze Anleitung gegeben, welche Gréflen man fiir eine konkrete
Parameterwahl und Feldkonfiguration benétigt, um die Gln. bis entsprechend
auswerten zu konnen. Dabei liegt der Fokus insbesondere darauf, wie und in welcher Reihen-
folge diese bestimmt werden kénnen. Manche Groflen muss man fiir jede Feldkonfiguration,

andere fiir eine gegebene Parameterwahl nur einmal bestimmen.
1. Parameterwahl:
a) Festlegung der Feldstidrken und Frequenzen Ej bis Ej 3 und v bis vs.
b) Festlegung des Impulses in Form von p; und p; .

2. Bestimmung der Moden ki, = 2x€ (p) und kyax = 2X{~2(p, Ey) mittels numerischer
Integration des ersten Integrals in Gl. (4.6)).

3. Numerische Bestimmung der Feldstérken £, , aus der Bedingung (4.37).

4. Bestimmung der Koeffizienten Ay (p, ETM) und € (p, ETM) mittels numerischer Inte-
gration des ersten Integrals in der Gl. (4.30) und des Integrals in Gl. (4.42)). Fiir das
Flat-Top-Profil muss auch noch Q(p, £y, ,) aus Gl ({.17) bestimmt werden.

5. Durch konkrete Wahl der Ein- und Ausschaltfunktion K(7) Bestimmung der stationiren
Phasenpunkte 7, entweder iiber die Umkehrfunktion 79, = E~! (ETO’ k) oder falls nicht

explizit zu erhalten numerisch iiber die Bedingung F; , = F (Tok)-
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6. Daraus folgen entsprechend K(7y4), K'(70x) und im Resonanzfall K= (r,).

7. Zuletzt bestimmt man noch die modenabhéngige Frequenz k(7 ;) mittels numerischer
Integration von Gl. (4.33) und erhilt damit den Koeffizienten Af(p,t,) aus Gl. (4.48).

Nur die letzten drei Schritte miissen fiir jede konkrete Wahl der Einhiillenden K (7) durch-
gefithrt werden. Die anderen zu bestimmenden Grofien sind davon unabhéngig. Davon ausge-
hend kann nun die Residualdichte f(p,t,) in der Stationdre-Phase-Néherung nach Gl.
bzw. im Resonanzfall nach Gl. fiir beliebige Zeitskalenparameter t, ausgegeben werden.



B Nadherungen zur Nullmode der

Quasiteilchenenergie

In diesem Teil des Anhangs wird der Fourier-Koeffizient Q(p, E(7)) fiir
hi(x) = cos(x) (B.1)

fiir drei Spezialfille ausgewertetE] Es wird der Fall v > 1, was dem Paarerzeugungsregime
der Multiphotonen-Absorption entspricht, betrachtet. Die Naherung fiir v < 1 deckt fiir ag =
as = 0 die Paarerzeugung im Tunnel-Regime und fiir a3 < s < 1 die Paarerzeugung durch
den dynamisch assistierten Schwinger-Effekt ab. Ausgangspunkt ist damit die Definition des
Koeffizienten aus Gl (4.17)). In dimensionsloser Darstellung Q(p, E(1)) = Q(p, E(1)) /m, folgt
nach der Definition des Keldysh-Parameters aus Gl.

Q(p,vt, K (1 / dt \/EJ_ ﬂ - @h(ut))2. (B.2)

Me g

Die Taylor-Entwicklung des Integranden fiir v > 1 ergibt schliefilich

p K(7)
e(p) v

Gpt () = 7 [ a {e) - W) + O | =) +0(7%). (B3

Im letzten Schritt wurde der Ansatz aus Gl. (B.1]) verwendet. Damit ist fiir den Bereich der
Multiphotonen-Absorption Gl. (5.1)) hinreichend begriindet.
Im Folgenden wird der Fall v < 1 betrachtet. Es folgt fiir a3 = as = 0 exakt und fiir

a3 < ag < 1 ndherungsweise aus Gl. (3.9) und unter Beriicksichtigung von Gl. (B.1)

Q(p, vt, K(r / dt \/ p”e)2 + %@ cos(vt) + (%T)YCOS(W)?.
(B.4)

vgl. Kapitel (3)) bzgl. der hier verwendeten Notationen.
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Damit folgt fir Ky~' > p;/m, oder Ky~' < p;/m, néherungsweise

O(p, vt, K(7)) ~ % /0 Lt \/ e(p) + (KiT))zcos(yt)z
1

_ ¢ (p)? K(r) ’ o _ K(T)Q <in(0)?
Cor \/(p) +( Y ) /0 0\ ((’y%(p))2+K(T)2) (6)"

(B.5)

Mit der Definition

By (z) = /0de ST 250y (B.6)

des vollstandigen elliptischen Integrals der zweiten Art folgt somit Gl. ([5.4)).



C Verhalten der Quasiteilchendichte im

Flat-Top-Intervall

Im Folgenden soll gezeigt werden, dass sich aus Gl. mit Hilfe des Floquet-Theorems
eine fundamentale Aussage iiber das Zeitverhalten der Quasiteilchendichte in Bereichen zwi-
schen dem Ein- und Ausschaltvorgang gewinnen ldsst, wenn die Einhiillende K(t/t,) exakt
oder zumindest naherungsweise konstant ist. Fiir die symmetrischen Feldkonfigurationen aus
Abschnitt [3| entspricht dies Zeiten innerhalb des (effektiven) Flat-Top-Intervalls ¢ . Fiir die-
sen Bereich ergibt sich nach der Transformation y = « exp(—i©) und v = § exp(—i©) aus
Gl das Differentialgleichungssystem g(p,vt) = O(p, vt)y(p,vt) mit der periodischen

Koeflizientenmatrix

1 [ —2iw(p, Ey) Q(p,vt, Eo)) (C.1)

O(p,vt) = 5 (—Q(p, vt, Ey)  2iw(p, Ep)

und der Definition

y(p,t) = (M(p’ t)> : (C.2)

v(p, 1)

Die Anfangsbedingungen seien nach entsprechender (numerischer) Losung der vollstdndigen
Gl. (2.42) zu Beginn des (effektiven) Flat-Top-Intervalls zur Zeit to = (t; +t; — S ) /2 gegeben
durch yo(p) = y(p, to). Die Fundamentalmatrix W (p,t) des Systems enthélt den zweidimen-

sionalen Losungsraum und ist mit

y(p,t) = W(p,t) yo(p) (C.3)

gegeben durch

S (p,t) = O(p,vt) W(p,1). (C4)

Der Satz von Floquet besagt, dass sich die Losung der periodischen Matrixdifferentialgleichung
(C.4) in das Produkt

W(p,t) = G(p,vt)exp(C(p)?) (C.5)
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aufspalten ldsst [38]. Dabei ist G € C**? eine T = 27 /v periodische Matrix. Die Funktion
exp(C't) ist in diesem Fall eine Matrixexponentialfunktion. Die konstante C' € C**? wird auch

als Monodromie-Matrix bezeichnet. Sie ldsst sich mit G(p, vty) = 1 aus der Fundamentalmatrix
durch Umstellen von Gl. (C.5) zur Zeit t = to + ngy T als

In(W(p,ne 1))

Nty

C(p) = (C.6)

modulo einer Konstanten +ikv mit ng; , k& € N bestimmen. Da aufgrund der Unitaritat der

Bogoliubov-Transformation |u(p,t)|” + |v(p, t)|* = 1 gilt, folgt aus dem Skalarprodukt

y'(p, )y (p,t) = yh (P)W(p,t) W(p,t) yo(p) = ¥ (P)1o(p) = 1 (C.7)

die Unitaritdt der Fundamentalmatrix . Da die Matrixexponentialfunktion die Eigenschaft
exp(X )T = exp(X T) besitzt, folgt daraus, dass die Monodromie-Matrix C' schiefthermitesch
ist. Das heifit es gilt CT = (C*)T = —C und damit Cy = —Cf, fiir die Neben- und Coy =
Cy, = —Cy fur die Hauptdiagonalelemente mit Re(Cy;) = 0. Die Matrix C' besitzt also
insgesamt nur zwei unabhéngige Komponenten. Der periodische Anteil G der Losung ist nur
fiir Zeiten t # ngy T von Bedeutung. Der wesentliche Beitrag zur Quasiteilchendichte steckt in

der Monodromie-Matrix. Um diesen sichtbar zu machen, fithrt man die unitiare Transformation

J(p,t) = G (p,vt) y(p,t) (C.8)

durch. Die so erhaltenen neuen Koeffizienten i und © stimmen fiir Zeiten ¢t = n¢y T mit den

alten iiberein. Dann ergibt sich fiir volle Periodendurchgénge die Quasiteilchendichte aus

f(p,neeT) = f(P; ne. T) = 2[0(p, nf.t.T)|2' (C.9)

Unter Verwendung der Gln. (C.5) und (C.3) folgt nach einmaliger zeitlicher Ableitung das

Differentialgleichungssystem

i p.1) = )i, 1) (©10)

mit der Monodromie-Matrix C' als zeitlich konstanter Koeffizientenmatrix. Der Losungsraum

des Systems,
§(p,t) = kivie* + kovae?!, (C.11)

ergibt sich unter Ermittlung der Eigenwerte A, und Eigenvektoren v; o aus der Eigenwert-

gleichung C'vy 2 = A 2v12. Die Koeffizienten ky und ks werden durch die Anfangsbedingungen
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fio(P) = po(P) = a0 (p) exp(—iO(p, tp)) und Gy(p) = o(p) = Po (P, t0) exp(iO(p, to)) festge-
legt. Da C' schiefhermitesch ist, ergeben sich die rein imagindren Eigenwerte

My (p) = i€(p) = +iy/|Cu (B)F + |Cz (p) (C.12)

mit den dazugehorigen Eigenvektoren

Cr & i§>
Vijg = . - (C.13)
( Chy

Einsetzen der Anfangsbedingungen in Gl. (C.11)) fiir ¢ = ¢, liefert schliellich

N _ Ch@). Cii(P) 5 () (cos
O(p,t) = ) fio(p) sin(&(p) t) + ) o(p) (cos (§(p) 1)) - (C.14)

Daraus folgt fiir das Zeitverhalten der Quasiteilchendichte innerhalb des Flat-Top-Intervalls
der mafigebliche Anteil

F(0.1) == (100 @)F loo () sin(€(p) 1 + [Cu 1o () () cos (€(p) 1)°
¢(p)

—2Re (C7; (p) Crz (p) g (p) Bo (p) cos (§(p) 1) sin(€ (p) 1)) exp(2iO(p, to))) -

(C.15)

Er stimmt fiir ¢ = ngy T exakt mit der Quasiteilchendichtedichte f(p,t) iiberein. Diese wird
fiir ¢ # ngy T durch die entsprechenden Oszillationsbeitréige der periodischen Matrix G(p, vt)
modifiziert.

Fiir den Fall ohne Ein- und Ausschaltfunktion gilt fiir die Bogoliubovkoeffizienten zur Startzeit
des Feldes ag (p) = 1 und Sy (p) = 0. Dann ergibt sich mit der Pulslinge t;y = ney T die
Residualteilchendichte nach GI. Al

_ 2| (p)|*
¢(p)°

Fiir den Fall f <« 1 folgt daraus in Einklang zur Niederdichte-Nédherung ein quadrati-
sches Zeitverhalten f(p,ts) = 2|Cia (P)|* (ne.T)* der Residualteilchendichte in Bezug auf die
Flat-Top-Intervalllange t¢¢ = ng T

Der grofie Vorteil an Gleichung ist, dass man sie fiir numerische Berechnungen der Re-
sidualteilchendichte f(p,t) nutzen kann, wenn die gewéhlte Ein- und Ausschaltfunktion ein
Flat-Top-Intervall besitzt wie die Feld-Konfiguration aus Abschnitt und man auflerdem

tey. = nee T wahlt. Nur der konkrete Einschalt- und Ausschaltvorgang, wo die Einhiillende

f(p,tec) sin(£(p) nee 7). (C.16)

nicht konstant bleibt, muss vollstéandig mit Hilfe einer Integrationsroutine gelost werden. Fiir
den Flat-Top-Bereich muss man nur bis einem Zeitpunkt tg + n7T" mit n € N das Differenti-
algleichungssystem ((C.4)) numerisch losen. Dann kann mit Gl. (C.6) die Monodromie-Matrix
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bestimmt werden. Deren Eigenwerte und Eigenvektoren sind durch die Gln. (C.12)) und (C.13])
gegeben. Die Koeffizienten kq, ko folgen entsprechend aus den Anfangsbedingungen zur Zeit
to = (t; + tr— t£7) /2. Damit erhilt man mit Gl. sofort die Losung 4(p, t1) = y(p, t1) fiir
t = ( + t; + t57) /2. Die Koeffizienten u(p,t;) und v(p,t;) nutzt man als Anfangsbedingun-

gen fiir den Ausschaltvorgang, der wieder vollstéindig numerisch gelost werden muss. Dadurch
kénnen de facto beliebig grofie Flat-Top-Zeiten t¢y = ngy T betrachtet werden, ohne dass die
dafiir bendtigte Rechendauer signifikant steigt.
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