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Zusammenfassung

Zusammenfassung

Gegenstand dieser Arbeit ist die Untersuchung der Elektron-Positron-Paarerzeugung in elektri-

schen Hintergrundfeldern Ausschaltfunktion zusammen. Unter der Anwendung einer Fourier-

Analyse mit zeitabhängigen Koeffizienten im Bereich der Niederdichte-Näherung der quan-

tenkinetischen Theorie kann eine Näherung für die Residualteilchendichte erzeugter Paare für

langsame Ein- und Ausschaltvorgänge abgeleitet werden. Diese Näherung wird für symmetri-

sche Ein- und Ausschaltfunktionen ausgewertet. Die Resultate werden vor dem Hintergrund

verschiedener Paarerzeugungsregime untersucht. Es wird gezeigt, dass der Verstärkungsfaktor

im Kontext der dynamisch assistierten Schwinger-Paarerzeugung unabhängig von der konkre-

ten Form der Einhüllenden ist, wenn Ein- und Ausschaltvorgang streng monoton verlaufen.

In einer zweiten Untersuchung wird der Frage nachgegangen, ob die Überlagerung von drei

Feldern einen zusätzlichen Verstärkungseffekt im Vergleich zum bifrequenten Fall liefert. Die

numerischen Resultate werden für eine konkrete Auswahl an Feldparametern diskutiert. Dabei

weisen diese nicht auf einen zusätzlichen Verstärkungsfaktor über mehrere Größenordnungen

hin, wie es bei der Überlagerung zweier Felder vorkommen kann.

Abstract

This thesis investigates the electron-positron pair production in multiple time scale electric

backround fields characterized by an oscillating part and an arbitrary envelope. By apply-

ing harmonic analysis with time-dependent coefficients to the low density approximation of

quantum kinetic theory one can develope an approximation for the residual partical density

in the case of slow ramping and deramping. This approximation is analyzed for symmetric

envelope functions. The results are discussed for different pair creation regimes. It is shown

that the amplification factor in the context of dynamically assisted Schwinger pair production

is independent of the special shape of an symmetric envelope if the ramping and deramping is

strictly monotonically.

In the second part it is investigated wheter there is an additional amplification effect by supe-

rimposing three instead of just two backround fields. The numerical results for a special set of

field parameters are discussed. They show that there seems to be no additional enhancement

of the residual particle density over orders of magnitudes like in the bifrequent case.
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1 Einleitung und Vorbetrachtungen

1.1 Die Erzeugung von Elektron-Positron-Paaren aus dem

Vakuum

Die Möglichkeit der Erzeugung von Elektron-Positron-Paaren durch ein räumlich konstantes

elektrisches Hintergrundfeld wurde erstmals 1931 von Fritz Sauter [1] erforscht. Ausgangs-

punkt war die von Dirac ausgearbeitete Theorie des Elektrons, die dieser drei Jahre zuvor

veröffentlicht hatte [2]. Die ihr zugrunde liegende Wellengleichung, die Dirac-Gleichung, enthält

in ihrer freien Form als Lösungen ebene Wellen mit negativer sowie positiver Energie. Wie von

Dirac in [3] ausführlich diskutiert, bewegt sich ein Elektron mit negativer Energie in einem

externen Feld genauso, als würde es an Stelle der negativen Ladung −𝑒 die Ladung +𝑒 tragen.

Davon ausgehend entwickelte er eine Theorie der Positronen als Antiteilchen der Elektronen

noch bevor diese durch Carl David Anderson 1932 in hochenergetischer kosmischer Strahlung

nachgewiesen werden konnten [4].

Theoretische Untersuchungen von Oskar Klein [5] zur Streuung von Elektronen an einem Po-

tentialsprung 𝜑(𝑥) = 𝜃(𝑥)𝑉0/𝑒 hatten für Potentialenergien 𝑉0 größer als die doppelte Ru-

hemasse 𝑚𝑒 des Elektrons für einlaufende Teilchen im Energieintervall 𝑉0 − 𝑚𝑒 ≥ 𝜖 (𝑝) das

verblüffende Resultat ergeben, dass die Zahl der reflektierten die der einlaufenden übersteigt.

Dem entspricht ein negativer Transmissionsstrom auf der anderen Seite der Barriere. Nach der

Interpretation Diracs kommt dies der permanenten Erzeugung von Elektron-Positron-Paaren

am Potentialsprung gleich. Darauf aufbauend bearbeitete Sauter in seiner Arbeit [1] die Streu-

ung an einem zwischen zwei Punkten räumlich anwachsenden Potential der Form 𝜑(𝑥) = 𝐸0𝑥.

Daraus ergibt sich gemäß 𝐸(𝑥) = −𝜑′(𝑥)𝑒⃗𝑥 ein konstantes elektrisches Feld der Stärke 𝐸0 in

𝑥-Richtung. Ein wesentliches Resultat folgt unter der Bedingung 𝐸0 ≪ 𝐸c für den Koeffzienten

𝐷 transmittierter Teilchen als dem Verhältnis von aus- zu einlaufendem Strom:

𝐷 = exp

(︂
−𝜋

𝐸c

𝐸0

)︂
+𝒪

(︂[︂
𝐸c

𝐸0

]︂)︂2

(1.1)

mit der kritischen Feldstärke 𝐸c = 𝑚2
𝑒/𝑒. Das heißt der Transmissionsstrom ist für 𝐸0 < 𝐸c

exponentiell unterdrückt und liefert erst in der Größenordnung 𝐸0 & 𝐸c nennenswerte Bei-

träge.

Diracs-Theorie des Elektrons wurde in den vierziger Jahren durch Tomonaga, Feynman und
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Schwinger zur Quantenelektrodynamik, dem Prototyp der Quantenfeldtheorien, weiterentwi-

ckelt. Dadurch konnte zum Beispiel eine adäquate Beschreibung der Lamb-Verschiebung er-

reicht werden.1 Das exponentielle Verhalten in Gl. (1.1) findet sich auch in der quantenfeld-

theoretischen Arbeit Schwingers [7] zum quantenelektrodynamischen Vakuum aus dem Jahr

1951. Mit Hilfe des
”
Proper-Time“-Formalismus konnte Schwinger die Vorhersage ableiten,

dass durch das Anlegen eines räumlich homogenen und zeitlich konstanten elektrischen Feldes

der Stärke 𝐸0 das quantenelektrodynamische Vakuum ab der kritischen Feldstärke 𝐸c effektiv

zerfällt. Für die Elektron-Positron-Paarerzeugungswahrscheinlichkeit 𝑃𝑒−𝑒+ pro Ortsraumvo-

lumen 𝑉Ort und Zeitintervall Δ𝑡 ergibt sich in erster Näherung

𝑃𝑒−𝑒+ =
𝛼

𝜋2
𝐸2

0exp

(︂
−𝜋

𝐸c

𝐸0

)︂
. (1.2)

Dabei ist 𝛼 = 𝑒2/(4𝜋) ≈ 1/137 die Feinstrukturkonstante. Dieses als Schwinger-Effekt in

die Literatur eingegangene Phänomen ist in Analogie zur Arbeit von Sauter ebenfalls für

Feldstärken 𝐸0 < 𝐸c exponentiell unterdrückt. Im Bild des Dirac-Sees lässt sich der Schwinger-

Effekt veranschaulichen. Wie bereits erwähnt, sind die Lösungen der Dirac-Gleichung ohne

elektrisches Hintergrundfeld ebeneWellen der Energie 𝜖 (𝑝) = ±𝜔 (𝑝) mit der Relation 𝜔2 (𝑝) =

𝑚2
𝑒 +𝑝2.2 Der physikalische Vakuum-Zustand ist nach Dirac dadurch charakterisiert, dass alle

Niveaus im negativen Energiekontinuum 𝜖 (𝑝) ≤ −𝑚 besetzt und alle erlaubten Zustände

im positiven Energiekontinuum 𝜖 (𝑝) > 𝑚 unbesetzt sind. Ein erzeugter Zustand im Bereich

𝜖 (𝑝) > 0 wird dann als Elektron mit Energie 𝜔 (𝑝) interpretiert. Auch die Vernichtung eines

Zustandes im negativen Kontinuum mit 𝜖 (𝑝) < 0 erhöht die Gesamtenergie um 𝜔 (𝑝) und

wird als Erzeugung eines Positrons definiert. Der Vakuumzustand ist dann der Zustand, der

keine realen Teilchen enthält. Er ist schematisch in Abb. 1.1a dargestellt.3 Die Anregung

eines Zustandes aus dem negativen Kontinuum ins positive kostet mindestens die doppelte

Ruhemasse 2𝑚𝑒 und entspricht der Erzeugung eines Elektron-Positron-Paares. Das Anlegen

eines konstanten Hintergrundfeldes 𝐸(𝑥) = −𝐸0𝑒⃗𝑥 liefert den zusätzlichen Energiebeitrag

+𝑒𝐸0𝑥. Positives und negatives Kontinuum
”
verkippen“ und es entstehen auf beiden Seiten

energetisch gleichwertige Zustände wie in Abb.1.1b dargestellt. Dies ermöglicht ohne weiteren

Energieaufwand den Teilchenaustausch als quantenmechanischen Tunnelprozess zwischen den

beiden Kontinua in 𝑥-Richtung. Es können also permanent Elektron-Positron-Paare erzeugt

und nach entstandenen Löchern auch wieder vernichtet werden. Die auftretende Häufigkeit

1Siehe Einleitung in [6].
2Zur Löcher-Theorie von Dirac vgl. [3] und [8], S. 310-313. Siehe auch Abschnitt 2.1.
3Aus der auch in der Quantenfeldtheorie resultierenden divergenten Nullpunktsenergie muss durch entspre-
chende Regularisierungsverfahren zum Beispiel durch die Hinzunahme externer Randbedingungen ein end-
licher Anteil gewonnen werden.
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hängt von der minimalen Tunneldistanz

𝑙 =
2𝑚𝑒

𝑒𝐸0

=
𝜆c

𝜋

𝐸c

𝐸0

(1.3)

ab. Dabei ist 𝜆c = 2𝜋/𝑚 ≈ 2.4nm die Compton-Wellenlänge des Elektrons. Durch Einsetzen

in Gl. (1.2) ergibt sich

𝑃𝑒−𝑒+ ∝ exp

(︂
−𝜋2 𝑙

𝜆c

)︂
(1.4)

und damit eine für quantenmechanische Tunnelprozesse typische exponentielle Abhängigkeit

der Tunnelwahrscheinlichkeit von der Tunneldistanz. Wie zu erwarten ist erst ab einer Entfer-

nung 𝑙 im Bereich der Compton-Wellenlänge 𝜆c die Paarerzeugung effektiv möglich.

(a) 𝐸0 = 0 (b) 𝐸0 ̸= 0

Abbildung 1.1: Der Schwinger-Effekt als Resultat eines räumlich homogenen, zeitlich
konstanten Hintergrundfeldes der Feldstärke 𝐸0 im Bild des Dirac-Sees.

In Anlehnung an die hier aufgeführten Arbeiten [1] und [7] wird die kritische Feldstärke auch

als Sauter-Schwinger-Feldstärke bezeichnet. Sie hat in etwa einen Wert von 𝐸c ≈ 1018V/m.

Derartige Feldstärken konnten bis heute nicht auf den notwendigen Zeit- und Raumskalen rea-

lisiert werden. Der Schwinger-Effekt als eine fundamentale, nicht perturbative Vorhersage der

Quantenfeldtheorie entzieht sich daher bis heute seiner experimentellen Überprüfbarkeit. Die

Entwicklung und Planung neuer Laser-Technologien sowie im Bereich der optischen [9] als auch

der Freien-Elektronen-Laser (FEL) [10] mit subkritischen Feldstärken von bis zu 𝐸0 ≈ 0.1𝐸c

haben in den letzten Jahren dazu beigetragen, neue experimentelle Möglichkeiten auszuloten.4

Theoretische Arbeiten in diesem Bereich zielen daher vor allem auf der Erschließung und Un-

tersuchung potentieller Verstärkungseffekte, die die Paarerzeugung bereits im subkritischen

Bereich messbar machen könnten. Dabei entzieht sich der Schwinger-Effekt einer perturbati-

ven Betrachtung. Es zeigt sich, dass starke nichtlineare Effekte auftreten können, wodurch die

4Siehe auch [11].
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Zahl erzeugter Elektron-Positron-Paare exponentiell verstärkt wird.5 Ausgangspunkt ist da-

bei die Erweiterung des klassischen Schwinger-Effektes auf räumlich homogene, jedoch zeitlich

alternierende Felder 𝐸(𝑡), wie sie lokal im Schwingungsbauch zweier sich überlagernder elek-

trischer Felder erzeugt werden können. Der Darstellung des resultierenden zweidimensionalen

Parameterraumes dient der folgende Abschnitt 1.2.

1.2 Parameterlandschaft der Paarproduktion in zeitlich

oszillierenden Feldern

Ausgangspunkt ist die folgende experimentelle Überlegung. Durch die Überlagerung zweier

Laser, die charakterisiert sind durch die Feldstärke 𝐸0 und die Frequenz 𝜈, kann eine stehende

Welle der Form 𝐸(𝑥, 𝑡) = 𝐸0 sin(𝜈𝑡) cos(𝑘𝑥) erzeugt werden. Sie sei im Bereich der 𝑛-fachen

Comptonwellenlänge des Elektrons, d.h. für |𝑥| ≤ 𝑛𝜆c räumlich nahezu konstant. Dann folgt

aus der Bedingung 𝑘𝑛𝜆c ≪ 1 mit der Relation 𝑘 = 𝜈 für die Frequenz des Feldes

𝜈

𝑚𝑒

≪ 𝑛

2𝜋
(1.5)

und man erhält lokal das rein zeitabhängige mit der Periode 𝑇 = 2𝜋/𝜈 oszillierende Feld

𝐸(𝑡) = 𝐸0 sin(𝜈𝑡) . (1.6)

Édouard Brézin und Claude Itzykson zeigten 1970 in [12] mit Hilfe eines quasiklassischen

WKB-Ansatzes, dass auch für rein zeitlich oszillierende Felder ein Zerfall des quantenelek-

tromagnetischen Vakuums möglich ist. Aus ihrer Näherung für kleine Parameter 𝐸0/𝐸c ≪ 1

ergibt sich die Paarerzeugungswahrscheinlichkeit als

𝑃𝑒−𝑒+ =
𝛼

2𝜋

1

𝑔(𝛾) + 1
2
𝛾𝑔′ (𝛾)

exp

(︂
−𝜋

𝐸c

𝐸0

𝑔(𝛾)

)︂
. (1.7)

Sie ist in Abbildung 1.2 als Konturplot in Abhängigkeit von den Feldparametern 𝐸0/𝐸c und

𝜈/𝑚𝑒 dargestellt.6 Daraus lassen sich die charakteristischen Regime der Elektron-Positron-

Paarerzeugung in zeitabhängigen Hintergrundfeldern erkennen. Der schon bei Sauter in Gl.

(1.1) und Schwinger in Gl. (1.2) auftretende exponentielle Faktor wird modifiziert durch die

Funktion 𝑔 (𝛾). Sie ist gegeben durch das Integral

𝑔(𝛾) =
4

𝜋

∫︁ 1

0

d𝑢

(︂
1− 𝑢2

1 + 𝛾2𝑢2

)︂
(1.8)

5Siehe Abschnitt (1.3).
6In [10] sind Verallgemeinerungen von Gl. (1.7) aufgeführt, die in der Folgezeit entwickelt worden sind.
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und ergibt in den relevanten Grenzfällen

𝛾 ≪ 1 : 𝑔(𝛾) = 1− 1

8
𝛾2 +𝒪

(︀
𝛾4
)︀
,

𝛾 ≫ 1 : 𝑔(𝛾) =
4

𝜋𝛾
ln (2𝛾) +𝒪 (1/𝛾) .

(1.9)

Dabei bezeichnet

𝛾 =
𝑚𝑒𝜈

𝑒𝐸0

=
𝐸c

𝐸0

𝜈

𝑚𝑒

(1.10)

den Keldysh-Parameter.7 Er ist der entscheidende Feldparameter für die Charakterisierung

der Akkumulationsregime, die in Abb. 1.2 festgehalten sind und im Folgenden systematisch

erläutert werden.

Das Tunnelregime (TR) entspricht dem Grenzfall 𝛾 ≤ 1. Es dominiert der Effekt der klas-

sischen Schwinger-Paarerzeugung aus Gl. (1.2) als quantenmechanischer Tunnelprozess, wie

in Abb. 1.1 veranschaulicht. Dies entspricht insbesondere dem Bereich optischer Laser wie

ELI [9] mit Frequenzen 𝜈 ≪ 𝑚𝑒, aber auch dem geplanten XFEL im keV-Bereich aus [10]

mit 𝜈 = 0.02𝑚𝑒 und subkritischer Feldstärke 𝐸0 = 0.01𝐸c. Unterhalb der Sauter-Schwinger-

Feldstärke 𝐸c ist die Paarerzeugungswahrscheinlichkeit 𝑃𝑒−𝑒+ exponentiell unterdrückt. Sie

steigt ab Feldstärken 𝐸0 = 0.2𝐸c im sog. Starkfeld-Regime (SR) schlagartig an.

Das Multi-Photonen- (MR) und das Mono-Absorptions-Regime (MAR) entsprechen Parame-

tern 𝛾 ≫ 1. In diesen Bereichen dominiert der vom klassischen Schwinger-Effekt zu unterschei-

dende dynamische Paarerzeugungsprozess, der im Zuge des SLAC-Experiments E-144 bereits

experimentell überprüft werden konnte [14]. Die hohe Frequenz des Feldes unterdrückt den

Tunnelprozess, da die für Tunnelereignisse zur Verfügung stehende Zeit stark begrenzt ist. Es

dominiert der Effekt der Absorption von ℓ virtuellen Feldphotonen mit einer Gesamtenergie

von 𝜖𝛾 = ℓ𝜈, die mindestens doppelt so groß wie die Ruhemasse 𝑚𝑒 des Elektrons ist. Paare

werden mit einem jeweiligen Impuls von

|𝑝| =
√︂(︁𝜖𝛾

2

)︁2
−𝑚2

𝑒
(1.11)

erzeugt. In diesem Bereich liegt zum Beispiel der keV-Laser aus [10] mit Feldstärken von

𝐸0 ≈ 10−5𝐸c. Im Mono-Absorptions-Regime gilt für die Frequenz 𝜈 ≥ 2𝑚 und es reicht bereits

die Absorption eines einzigen Feldphotons zur Erzeugung eines Paares aus, was die Paarerzeu-

gungswahrscheinlichkeit rapide erhöht. Sie ist nach den Gln. (1.7) und (1.9) näherungsweise

7Der Keldysh-Parameter stammt aus dem Kontext der Berechnung von Ionisationswahrscheinlichkeiten in
Atomen [13]. Auch im Modell des

”
Dirac-Sees“ kann die Paarerzeugung als eine Art effektiver Ionisations-

prozess mit dem Ionisationspotential der Größe 2𝑚𝑒 aufgefasst werden.
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durch

𝑃𝑒−𝑒+ ≈ 𝛼𝐸2
0

8

(︂
1

2𝛾

)︂4𝑚𝑒/𝜈

(1.12)

gegeben und besitzt damit eine nahezu quadratische Abhängigkeit von der Feldstärke 𝐸0.

Entsprechend ist sie für kleine Feldstärken 𝐸0 ≪ 𝐸c und Bereiche 𝜈 ≤ 2𝑚 ebenfalls stark un-

terdrückt. Insbesondere sinkt die Wahrscheinlichkeit der Absorption mehrerer virtueller Feld-

photonen mit zunehmender Anzahl ℓ. Bei der dynamischen Paarerzeugung handelt es sich um

Abbildung 1.2: Die zweidimensionale Paramterlandschaft der Paarerzeugung in zeitlich
alternierenden Hintergrundfeldern. Als Konturplot ist die Paarerzeugungswahrscheinlich-
keit 𝑃𝑒−𝑒+ pro Volumen und Zeit nach Gl.(1.7) in Einheiten von 𝑚4

𝑒 dargestellt. Die
schwarze Linie entspricht dem Keldysh-Parameter 𝛾 = 1 und trennt das Tunnel-Regime
(TR, 𝛾 ≤ 1) vom Multiphotonen-Regime (MR, 𝛾 ≫ 1). Für Feldstärken 𝐸0 ≥ 0.2𝐸c

beginnt das Starkfeld-Regime (SR). Der Bereich mit Frequenzen 𝜈 ≥ 2𝑚𝑒 wird als Mono-
Absorptionsregime (MAR) bezeichnet. Im Quanten-Regime (Q), gekennzeichnet durch Gl.
(1.13), spielen Quanteneffekte eine Rolle. Das Gebiet 𝐸0 ≤ 0.2𝐸c und 𝜈 ≤ 2𝑚𝑒 wird nach
[15] als

”
Calm-Valley“ bezeichnet, da hier die Paarerzeugung stark unterdrückt ist. Das gel-

be Dreieck kennzeichnet ELI [9]. Die grünen Quadrate kennzeichnen die XFEL-Parameter
aus [10].

einen genuin quantenmechanischen Prozess, der für Feldstärken 𝐸0 ≪ 𝐸c auch perturbativ

zugänglich ist zum Beispiel als Breit-Wheeler-Prozess [16]. Als solchen bezeichnet man die

Entstehung eines Elektron-Positron-Paares durch die Kollision zweier reeller Photonen. Nach
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[15] ist die quasiklassische Kopplung des elektrischen Hintergrundfeldes unter Vernachlässigung

von Quantenfluktuationen nur für eine entsprechend große Anzahl an Photonen innerhalb des

Volumens 𝜆3 = (2𝜋/𝜈)3 zulässig. Für Feldstärken

𝐸0 ≤
𝛼

𝜋

(︂
𝜈

𝑚𝑒

)︂2

𝐸c (1.13)

spielen Quanteneffekte des Feldes eine Rolle, die innerhalb eines quasiklassischen Ansatzes

nicht berücksichtigt werden können. Dies entspricht dem Quanten-Regime (Q).

In Abb. (1.2) ist zu erkennen, das alle aktuellen Laser-Anlagen, inklusive derer die in abseh-

barer Zeit realisierbar erscheinen, innerhalb des Bereiches stark unterdrückter Paarerzeugung

liegen. Das sog.
”
Calm-Valley“ ist gekennzeichnet durch Feldstärken 𝐸0 ≤ 0.2𝐸c und Frequen-

zen 𝜈 ≪ 2𝑚. Die Anstrengungen der theoretischen Untersuchung der Starkfeld-QED gehen

deshalb dahin, für subkritische Feldstärken 𝐸0 . 𝐸c mögliche nichtlineare Verstärkungseffekte

in Abhängigkeit diverser Feldparameter und Feldkonfigurationen ausfindig zu machen. In die-

sem Kontext steht der dynamisch assistierte Schwinger-Effekt, auf dem im nächsten Abschnitt

(1.3) eingegangen werden soll.

1.3 Dynamisch assistierter Schwinger-Effekt

Der dynamisch assistierte Schwinger-Effekt lässt sich wieder im Bild des
”
Dirac-Sees“ sehr gut

veranschaulichen. Durch die Überlagerung eines Feldes mit der Feldstärke 𝐸0,1 . 𝐸c und Fre-

quenz 𝜈1 ≪ 𝑚 aus dem Tunnel-Regime, das damit näherungsweise als konstant angenommen

werden kann, mit einem schwächeren (𝐸0,2 ≤ 𝐸c) jedoch höherfrequenten (𝜈2 ≈ 𝑚𝑒) aus dem

Multi-Photonen-Regime wird die Tunneldistanz 𝑙 zwischen positivem und negativem Konti-

nuum durch die Möglichkeit der Absorption 𝑛 virtueller Photonen des hochfrequenten Feldes

effektiv reduziert. Dies ist schematisch in Abb. (1.3) dargestellt.8 Die effektive Tunneldistanz

lässt sich aus einfachen geometrischen Überlegungen abschätzen als

𝑙eff = 𝑙 − 𝑛𝜈2
(𝑒𝐸0)

= 𝑙 − 𝑛𝛾𝑘
(2𝜋)

𝜆c. (1.14)

Dabei wird

𝛾𝑘 =
𝑚𝑒𝜈2
𝑒𝐸0,1

=
𝐸c

𝐸0,1

𝜈2
𝑚𝑒

(1.15)

auch als kombinierter Keldysh-Parameter bezeichnet. Nach Gl. (1.4) führt eine effektive Verkürzung

von 𝑙 zu einer exponentiellen Verstärkung der Paarerzeugungsrate. Für 𝑛 = 1 lässt sich damit

8Die Darstellung folgt [17]. Dort wird zusätzlich zur Überlagerung der beiden Felder die Kollision dieser mit
einem relativistischen Nukleus betrachtet.
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unter Verwendung von (1.3) die Abschätzung

𝑃𝑒−𝑒+ ∝ exp

(︂
−𝜋

𝐸c

𝐸0,1

[︂
1− 𝜈2

2𝑚𝑒

]︂)︂
= exp

(︂
−𝜋

𝐸c

𝐸0,1

)︂
exp
(︁𝜋
2
𝛾𝑘

)︁
(1.16)

treffen.9 Wählt man beide Feldkomponenten aus dem Bereich unterdrückter Paarerzeugung,

dem
”
Calm-Valley“ aus Abb. (1.2), kann für die Überlagerung ein massiver Verstärkungseffekt

in Bezug auf die Anzahl erzeugter Paare auftreten [19]. Die Größenordnung des Effektes wird

dabei durch den kombinierten Keldysh-Parameter 𝛾𝑘 bestimmt. Offenbar ist der Effekt durch

Gl. (1.16) nur innerhalb des Intervalls 0 ≤ 𝜈2/2𝑚𝑒 ≤ 1 beschreibbar. Für 𝜈2 ≥ 2𝑚𝑒, im

Mono-Absorptions-Regime, dominiert u.a. die dynamische Paarerzeugung des zweiten Feldes.

Dann spielt der in Gl. (1.16) vernachlässigte Vorfaktor eine maßgebliche Rolle. Für 𝜈2 → 0

folgt der klassische Schwinger-Effekt aus Gl. (1.2). Der dynamisch assistierte Schwinger-Effekt

Abbildung 1.3: Durch die Überlagerungen eines quasi-statischen Hintergrundfeldes aus
dem Tunnel-Regime der Feldstärke 𝐸0,1 mit einem schwächeren hochfrequenten Feld der
Frequenz 𝜈2 wird die minimale Tunneldistanz 𝑙, die zur Paarerzeugung überbrückt werden
muss, effektiv auf die Länge 𝑙eff reduziert.

ist bereits Gegenstand zahlreicher Veröffentlichungen und Abschlussarbeiten geworden unter

der Berücksichtigung verschiedener Feldkonfigurationen und Parameter. Dabei wurden ins-

besondere Sauter-, Gauß-Pulse, oszillierende Felder und verschiedene Kombinationen dieser

betrachtet. Beispielhaft seien die Arbeiten von [20–30] erwähnt. Dabei stehen im Allgemeinen

verschiedene nicht perturbative Zugänge zur Verfügung, wie der semiklassiche WKB-Ansatz

und die
”
Worldline-Instanton“-Methode [18], der Zugang über die quantenkinetische Theo-

rie [31] und der Dirac-Heisenberg-Wigner-Formalismus (DHW) [32]. Eine sehr gute Übersicht

über entsprechende Veröffentlichungen findet sich in der Einleitung von [6]. Betrachtet man

rein zeitabhängige Felder, bietet sich die quantenkinetische Gleichung (2.60) an. Sie wird u.a.

in [20], [24] und [25] auch als Quanten-Vlasov-Gleichung bezeichnet. In [26–28] wurde diese

Gleichung systematisch und ausführlich für periodische Hintergrundfelder mit einem abrup-

9Diese einfachen Überlegungen liefern bis auf einen Faktor 1/2 das gleiche Ergebnis wie in [18] für das (1+1)-
dimensionale

”
Toy-Model“ im Bereich 0 ≤ 𝜈2/𝑚𝑒 ≤ 1, das mit Hilfe eines WKB-Ansatzes erhalten wird. Dies

kommt daher, dass die klassischen Umkehrpunkte von beiden Seiten der Barriere näher zusammenrücken.
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ten Ein- und Ausschaltvorgang ausgewertet. Wie in diesen Veröffentlichungen behauptet und

wie in dieser Arbeit gezeigt werden soll, entspricht dies physikalisch einer Einhüllenden mit

einem ausgeprägten (effektiven) Flat-Top-Intervall, in der das Feld konstant mit der Frequenz

𝜈 oszilliert und das wesentlich größer ist als die Ein- und Ausschaltzeit. Für diesen Fall lässt

sich die Herabsenkung der Schwelle exponentiell unterdrückter Paarerzeugung im subkriti-

schen Tunnel-Regime durch die Überlagerung mit einem schwächeren hochfrequenten Feld der

Frequenz 𝜈2 & 𝑚𝑒 nach [28] beschreiben.10 Dabei zeigt sich, dass die Feldstärke des zweiten

Feldes nur von untergeordneter Bedeutung ist, während die Erhöhung von 𝜈2 zu massiven

Verstärkungen in Bezug auf die erzeugte Teilchendichte führt. Dieser Befund spiegelt damit

wesentlich die Abschätzung aus Gl. (1.16) wider.

1.4 Zur Gliederung dieser Arbeit

Ausgehend von den abschließenden Darstellungen im vorherigen Abschnitt 1.3 soll, wie u.a.

in [30] und [33] angeregt wird, der Frage nachgegangen werden, ob und inwiefern sich die Er-

gebnisse aus [27] und [28] für den abrupten Ein- und Ausschaltvorgang auf beliebige Ein- und

Ausschaltfunktionen übertragen lassen. Dabei zeigen die numerischen Resultate in [30] mit ei-

ner Gauß-Funktion als Einhüllender durchaus ein anderes Verhalten in Bezug auf die Struktur

der erzeugten Teilchendichte im Impulsraum als in [27] und [28]. Die erzeugte Teilchendichte

ist sehr sensitiv auf die temporale Struktur der betrachteten Hintergrundfelder [34].

Wie bereits erwähnt, wird dabei der Zugang über die quantenkinetische Theorie gewählt.

Dies entspricht der quasiklassischen Kopplung des Hintergrundfeldes an die quantisierte Dirac-

Gleichung. Quantenfluktuationen des elektromagnetischen Feldes werden vernachlässigt. Um

in die Theorie einzuführen, wird im folgenden Kapitel 2 systematisch die quantenkinetische

Gleichung (2.60) hergeleitet. Sie ist der fundamentale Ausgangspunkt der in dieser Arbeit ent-

wickelten Näherung und der numerisch erhaltenen Resultate.

In Kapitel 3 sind die in dieser Arbeit betrachteten Feldkonfigurationen aufgeführt. Dazu wird

zunächst ein relativ allgemeiner Ansatz als Ausgangspunkt gewählt. Der Unterabschnitt 3.2

greift noch einmal den abrupten Ein- und Ausschaltvorgang auf, um deutlich zu machen, was

darunter in dieser Arbeit zu verstehen ist. In den Unterabschnitten 3.3 und 3.4 sind die Feld-

konfigurationen festgehalten, an denen die im Verlauf von Kapitel 4 entwickelte Näherung für

monotone und symmetrische Ein- und Ausschaltvorgänge konkret angewendet wird.

Das Kapitel 4 ist damit der Kern dieser Arbeit. Hier werden in der Niederdichte-Näherung von

Gl. 2.60 die Resultate der Fourier-Analyse, wie sie in [27] entwickelt wurde, auf beliebige Ein-

und Ausschaltvorgänge der Gestalt 𝐾(𝑡/𝑡r) verallgemeinert. Dabei bezeichnet 𝑡r den Parame-

ter, der die Zeitskala der Einhüllenden gegenüber dem mit der Frequenz 𝜈 oszillierenden Anteil

10Siehe Abschnitt 5.2.
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festlegt. Ab Abschnitt 4.2 wird der konkretere Fall symmetrischer und monotoner Ein- bzw.

Ausschaltvorgänge betrachtet, um das Ergebnis aus dem vorherigen Abschnitt 4.1 mit Hilfe

der Methode der stationären Phase auszuwerten und anhand der beiden Feldkonfigurationen

3.3 und 3.4 zu veranschaulichen.

Das sich daran anschließende Kapitel 5 beschäftigt sich ausgehend von der Näherung aus Kapi-

tel 4 im Abschnitt 5.1 mit der Impulsraumstruktur der erzeugten Teilchendichte in Abhängigkeit

von der gewählten Ein- und Ausschaltfunktion. Sie erfolgt im Kontext der beiden unter-

schiedlichen Paarerzeugungsregime im
”
Calm-Valley“, dem Tunnel- und dem Multi-Photonen-

Regime.11 In Abschnitt 5.2 ist festgehalten, dass zumindest für symmetrische und monoton

verlaufende Ein- und Ausschaltvorgänge, die entsprechend langsam ablaufen, sodass mehrere

Periodendurchgänge des oszillierenden Anteils möglich sind, der Verstärkungsfaktor im dy-

namisch assistierten Schwinger-Effekt unabhängig davon ist, wie das Feld konkret ein- und

ausgeschaltet wird.

Im letzten Abschnitt wird anhand der Feldkonfiguration 3.4 durch numerische Integration der

zu Gl. (2.60) äquivalenten Gl. (2.42) der Frage nachgegangen, ob ein zu [35] analoger
”
doppelt

assistierter Schwinger-Effekt“ für die quasiklassische Überlagerung von drei Feldern beobachtet

werden kann.

11Vgl. Abschnitt 1.2.



2 Die quantenkinetische Gleichung

2.1 Die quasiklassische Kopplung des Feldes an die

quantisierte Dirac-Gleichung

Praktischer Hintergrund des folgenden Modells, das wesentlich in [31] entwickelt wurde, ist

die experimentelle Situation der Kollision mehrerer Photonen aus kohärenten Mehrteilchen-

zuständen, wie sie beispielsweise durch Überlagerung mehrerer ultrastarker Laser realisiert

werden kann.1 Das entstehende Photonenfeld wird näherungsweise als klassisches Hinter-

grundfeld 𝐴𝜇 behandelt. Zudem wird davon ausgegangen, dass im Bereich der Compton-

Wellenlänge 𝜆c des Elektrons das Feld als räumlich homogen betrachtet werden kann. Nach

diesen Überlegungen wählt man als Ausgangspunkt das rein zeitabhängige Viererpotential

𝐴𝜇(𝑡) ∼ (0,𝐴(𝑡)) , (2.1)

wobei ohne Beschränkung der Allgemeinheit die Polarisationsrichtung

𝐴(𝑡) = 𝐴𝑧(𝑡) 𝑒⃗𝑧 (2.2)

gesetzt wird. In Coulomb-Eichung ergibt sich damit das elektrische Feld als

𝐸(𝑡) = −𝐴̇𝑧(𝑡) = 𝐸𝑧(𝑡)𝑒⃗𝑧. (2.3)

Das klassische Hintergrundfeld 𝐴𝜇(𝑡) wird an die Lagrangedichte des freien Elektron- und

Positronfeldes minimal angekoppelt, d.h. man ersetzt 𝜕𝜇 → 𝜕𝜇 + i𝑒𝐴𝜇, sodass sich schließlich

als Ausgangspunkt die Lagrange-Dichte

ℒ = Ψ̄(𝑥, 𝑡) (i𝛾𝜇𝜕𝜇 − 𝑒𝛾𝜇𝐴𝜇(𝑡)−𝑚𝑒)Ψ(𝑥, 𝑡) (2.4)

ergibt. Mit dem kanonisch konjugierten Feldimpuls

Π =
𝜕ℒ
𝜕Ψ̇

= iΨ† (2.5)

1Dieses Kapitel folgt im wesentlichen [32] und den Arbeiten [23, 26].
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folgt für den Hamiltonoperator des Systems

ℋ = ΠΨ̇− ℒ = Ψ̄(𝑥, 𝑡) (−i𝛾∇+ 𝑒𝛾𝜇𝐴𝜇(𝑡) +𝑚𝑒)Ψ(𝑥, 𝑡) . (2.6)

Durch Anwendung der Euler-Lagrange-Gleichung

𝜕ℒ
𝜕Ψ̄

+ 𝜕𝜇

(︃
𝜕ℒ

𝜕
(︀
𝜕𝜇Ψ̄

)︀)︃ = 0 (2.7)

folgt aus Gl. (2.4) die Bewegungsgleichung für die Dirac-Wellenfunktion:

(︀
i𝛾0𝜕𝑡 + i𝛾∇− 𝑒𝛾𝜇𝐴𝜇(𝑡)−𝑚

)︀
Ψ(𝑥, 𝑡) = 0. (2.8)

Da das Viererpotential 𝐴𝜇(𝑡) rein zeitabhängig ist, bietet sich die Modenentwicklung

Ψ(𝑥, 𝑡) =

∫︁
d3𝑝

(2𝜋)3
Φ (𝑝, 𝑡) exp(i𝑝𝑥) (2.9)

an und man erhält mit dem zeitabhängigen Feldimpuls 𝜋(𝑝, 𝑡) = 𝑝− 𝑒𝐴𝑧(𝑡) 𝑒⃗𝑧(︀
i𝛾0𝜕𝑡 − 𝛾𝜋 (𝑝, 𝑡)−𝑚𝑒

)︀
Φ(𝑝, 𝑡) = 0 (2.10)

für die Dirac-Gleichung in Impulsdarstellung. Um diese zu lösen, wählt man den iterativen

Ansatz

Φ(𝑝, 𝑡) =
(︀
i𝛾0𝜕𝑡 − 𝛾𝜋 (𝑝, 𝑡)−𝑚𝑒

)︀
Λ(𝑝, 𝑡), (2.11)

woraus sich eine gewöhnliche Differentialgleichung zweiter Ordnung

(︀
𝜕2
𝑡 + 𝜔2(𝑝, 𝑡) + i𝑒𝐸𝑧(𝑡)𝛾

0𝛾3
)︀
Λ(𝑝, 𝑡) = 0 (2.12)

mit 𝜔(𝑝, 𝑡) =
√︁
𝜖2⊥ +

(︀
𝑝‖ − 𝑒𝐴𝑧(𝑡)

)︀2
und 𝜖2⊥ = 𝑚2

𝑒 + 𝑝2⊥ ergibt. Dabei bezeichnet 𝑝⊥ =√︀
𝑝2𝑥 + 𝑝2𝑦 ≥ 0 den Impuls senkrecht und 𝑝‖ = 𝑝𝑧 den Impuls parallel zur Feldrichtung des

Hintergrundfeldes 𝐴𝑧(𝑡).

Im folgenden ist es aufgrund der Struktur von Gl. (2.12) sinnvoll, das Feld Λ(𝑝, 𝑡) nach den

Eigenvektoren der Matrix 𝛾0𝛾3 zu entwickeln. Letztere ist durch

𝛾0𝛾3 =

(︃
0 𝜎𝑧

𝜎𝑧 0

)︃
, 𝜎𝑧 =

(︃
1 0

0 −1

)︃
(2.13)
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gegeben und hat daher die vier Eigenwerte 𝜆1/2 = 1 und 𝜆3/4 = −1 mit den dazugehörigen

Eigenvektoren 𝑊𝑖. Hat man diese bestimmt, lässt sich die Entwicklung

Λ(𝑝, 𝑡) =
4∑︁

𝑖=1

𝑔𝑖(𝑝, 𝑡)𝑊𝑖 (2.14)

vornehmen. Da die Eigenvektoren 𝑊𝑖 linear unabhängig sind, ergibt sich nach dem Einsetzen

von Gl. (2.14) in Gl. (2.12) für jeden Koeffizienten 𝑔𝑖 eine gewöhnliche Differentialgleichung

zweiter Ordnung

(︀
𝜕2
𝑡 + 𝜔2 (𝑝, 𝑡) + i𝑒𝐸𝑧(𝑡)𝜆𝑖

)︀
𝑔𝑖(𝑝, 𝑡) = 0, (2.15)

weshalb

𝑔𝑖(𝑝, 𝑡) = 𝑎𝑖(𝑝)
(︀
𝑔+𝑖 (𝑝, 𝑡) + 𝑔−𝑖 (𝑝, 𝑡)

)︀
(2.16)

in zwei unabhängige Lösungen 𝑔±𝑖 (𝑝, 𝑡) zerfällt. Damit erhält man insgesamt acht unabhängige

Lösungen. Da die ursprüngliche Bewegungsgleichung (2.10) jedoch erster Ordnung ist, inter-

essieren von den gefundenen Lösungen nur vier. Die restlichen sind bezüglich Gl. (2.10) red-

undant. Ohne Beschränkung der Allgemeinheit wird daher im Folgenden 𝑖 = 1, 2 gewählt. Da

𝜆1 = 𝜆2 gilt, erfüllen die Koeffizienten 𝑔±1/2 die gleiche Differentialgleichung (2.16). Damit folgt

𝑔±1 (𝑝, 𝑡) = 𝑔±2 (𝑝, 𝑡) = 𝑔±(𝑝, 𝑡) , (2.17)

weshalb die Dynamik der Felder nicht von der konkreten Spineinstellung 𝑖 abhängt. Dies

erscheint plausibel, da kein zusätzliches Magnetfeld 𝐵 angekoppelt ist. Einsetzen von Gl.

(2.17) in die Gln. (2.16) und (2.14) ergibt

Λ(𝑝, 𝑡) =
2∑︁

𝑖=1

𝑎𝑖(𝑝)
(︀
𝑔+ (𝑝, 𝑡) + 𝑔−(𝑝, 𝑡)

)︀
𝑊𝑖, (2.18)

und nach der Identifikation mit den zeitabhängigen Basisspinoren

𝑢𝑖(𝑝, 𝑡) =
(︀
i𝛾0𝜕𝑡 − 𝛾𝜋(𝑝, 𝑡) +𝑚𝑒

)︀
𝑔+(𝑝, 𝑡)𝑊𝑖,

𝑣𝑖 (−𝑝, 𝑡) =
(︀
i𝛾0𝜕𝑡 − 𝛾𝜋(𝑝, 𝑡) +𝑚𝑒

)︀
𝑔−(𝑝, 𝑡)𝑊𝑖

(2.19)

erhält man nach Gl. (2.11) schließlich

Φ(𝑝, 𝑡) =
2∑︁

𝑖=1

(𝑢𝑖(𝑝, 𝑡) 𝑎𝑖(𝑝) + 𝑣𝑖(−𝑝, 𝑡) 𝑎𝑖(𝑝)) . (2.20)
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Bei der Quantisierung des Dirac-Feldes ersetzt man die Modenamplituden 𝑎𝑖(𝑝) und 𝑎*𝑖 (𝑝)

durch fermionische Erzeugungs- und Vernichtungsoperatoren 𝑎̂𝑖(𝑝) und 𝑎̂†𝑖 (𝑝), die die Antikommutator-

Relation{︁
𝑎̂𝑖(𝑝) , 𝑎̂

†
𝑗(𝑞)

}︁
= (2𝜋)3 𝛿𝑖𝑗𝛿(𝑝− 𝑞) (2.21)

erfüllen. Alle nicht aufgeführten Antikommutatoren verschwinden. Der Vakuumzustand |0̄⟩ ist
durch

𝑎̂𝑖(𝑝) |0̄⟩ = 0 (2.22)

für alle Impulse 𝑝 und Spineinstellungen 𝑖 definiert.2 Dabei ist |0̄⟩ ein Zustandsvektor des

eindimensionalen Hilbert-Raums 𝐻0. Für den Fall ohne Hintergrundfeld 𝐴𝜇 = 0 lässt sich Gl.

(2.16) explizit lösen und man erhält:

𝑔±vac(𝑝, 𝑡) =
exp(∓i𝜔(𝑝) 𝑡)√︀
2𝜔(𝑝) (𝜔(𝑝)∓ 𝑝𝑧)

. (2.23)

Der impulsabhängige Nenner dient ausschließlich der Normierung der Basisspinoren (2.19).

Die Lösungen sind damit ebene Wellen mit positiver und negativer Energie 𝜖(𝑝) = ±𝜔(𝑝) =

±
√︀

𝑚2
𝑒 + 𝑝2. Nach der Diracschen Löchertheorie lässt sich dann der physikalische Vakuumzu-

stand |0⟩ definieren, indem man alle Zustände mit 𝜖(𝑝) ≤ −𝑚 als besetzt und alle Zustände

mit 𝜖(𝑝) > −𝑚 als unbesetzt annimmt (
”
Dirac-See“):

𝜖(𝑝) > +𝑚𝑒 : 𝑎̂𝑖(𝑝) |0⟩ = 0,

𝜖(𝑝) ≤ −𝑚𝑒 : 𝑎̂
†
𝑖 (𝑝) |0⟩ = 0

(2.24)

für alle Impulse 𝑝 und Spineinstellungen 𝑖. Damit ist |0⟩ ein nicht-trivialer antisymmetrischer

Vielteilchenzustand eines Produkt-Hilbert-Raums. Die physikalischen Erzeuger und Vernichter

definiert man durch

𝜖 (𝑝) > +𝑚𝑒 : 𝑐𝑖(𝑝) |0⟩ = 0,

𝜖 (𝑝) ≤ −𝑚𝑒 : 𝑑𝑖(𝑝) |0⟩ = 0
(2.25)

für alle Impulse 𝑝 und Spineinstellungen 𝑖. Für 𝜖(𝑝) > 𝑚𝑒 ist 𝑎̂𝑖(𝑝) = 𝑐𝑖 (𝑝) und für 𝜖(𝑝) ≤ 𝑚

ist 𝑎̂†𝑖=1,2(𝑝) = 𝑑𝑖=2,1(−𝑝). Damit erzeugt der Operator 𝑐†𝑖 (𝑝) Teilchen der Energie 𝜔(𝑝) > 0,

interpretiert als Elektronen 𝑒−, und der Operator 𝑑†𝑖 (𝑝) Antiteilchen (Löcher im
”
Dirac-See“

mit entgegengesetztem Impuls −𝑝 und entgegengesetztem Spin) der Energie 𝜔(𝑝) > 0, inter-

pretiert als Positronen 𝑒+. Man prüft leicht, dass die so definierten Erzeuger und Vernichter

2Vgl. Abschnitt 1.1 und [3], [8].
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die Antikommutator-Relationen{︁
𝑐𝑖(𝑝) , 𝑐

†
𝑗(𝑞)

}︁
= (2𝜋)3 𝛿𝑖𝑗𝛿(𝑝− 𝑞) ,{︁

𝑑𝑖(𝑝) , 𝑑
†
𝑗(𝑞)

}︁
= (2𝜋)3 𝛿𝑖𝑗𝛿(𝑝− 𝑞)

(2.26)

erfüllen. Alle nicht aufgeführten Antikommutatoren verschwinden. Damit ist der Feldoperator

für den Fall ohne Hintergrundfeld, d.h. für 𝐴𝜇 = 0, gegeben durch

Φ̂(𝑝, 𝑡) =
2∑︁

𝑖=1

(︁
𝑢vac,𝑖(𝑝) e

−i𝜔(𝑝)𝑡𝑐𝑖(𝑝) + 𝑣vac,𝑖 (−𝑝) ei𝜔(𝑝)𝑡𝑑†𝑖 (−𝑝)
)︁
. (2.27)

Für den Fall, dass das Hintergrundfeld 𝐴𝜇(𝑡) ∼ (0,𝐴(𝑡)) ̸= 0 ist, sind die gemäß Gl. (2.16)

zu bestimmenden Koeffizienten 𝑔±𝑖 (𝑝, 𝑡) nicht trivial. Insbesondere enthalten sie im Allgemei-

nen keine ebenen Wellen positiver bzw. negativer Energie.3 Dann ist eine einfache Teilchen-

Antiteilchen-Interpretation nicht mehr möglich und die Bedeutung der Operatoren 𝑐𝑖(𝑝) bzw.

𝑑𝑖(𝑝) nicht geklärt. Der Feldoperator

Φ̂(𝑝, 𝑡) =
2∑︁

𝑖=1

(︁
𝑢𝑖(𝑝, 𝑡) 𝑐𝑖(𝑝) + 𝑣𝑖(−𝑝, 𝑡) 𝑑†𝑖 (−𝑝)

)︁
(2.28)

hat dann keine unmittelbare physikalische Bedeutung. Von Interesse sind daher Hintergrund-

felder 𝐴𝑧(𝑡), bei denen für Zeiten 𝑡 ≤ 𝑡i bzw. 𝑡 ≥ 𝑡f die Koeffizienten 𝑔±(𝑝, 𝑡) bezüglich ihrer

Zeitabhängigkeit ausschließlich ebene Wellen enthalten. Dies kann zum Beispiel durch das

Einführen einer Ein- und Ausschaltfunktion 𝐾(𝑡/𝑡r) des Hintergrundfeldes realisiert werden

mit

𝐴𝑧(𝑡) =
𝐸0

𝜈
𝐾(𝑡/𝑡r)ℎ (𝜈𝑡) (2.29)

und der Ein- und Ausschaltfunktion

𝐾 (𝑡/𝑡r) =

⎧⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎩
0 für 𝑡 ≤ 𝑡i,

0 ≤ 𝐶(𝑡) ≤ 1 für 𝑡i ≤ 𝑡 ≤ 𝑡f,

0 für 𝑡 ≥ 𝑡f.

(2.30)

Die Funktionen 𝐾(𝑡/𝑡r) und ℎ(𝜈𝑡) werden in Kapitel 3 spezifiziert. Dabei ist ebenfalls die

Asymptotik 𝑡i → −∞ und 𝑡f → ∞ möglich. Für die Zeiten 𝑡 ≤ 𝑡i bzw. 𝑡 ≥ 𝑡f besitzt der

Feldoperator Φ̂ damit eine unmittelbare physikalische Bedeutung.

3In [32] werden Lösungen für das konstante elektrische Feld mit 𝐴𝑧(𝑡) = −𝐸0𝑡 und für den Fall 𝐴𝑧(𝑡) =
−𝐸0𝑡r tanh (𝑡/𝑡r) ermittelt.
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2.2 Bogoliubov-Transformation

Setzt man den Feldoperator aus Gl. (2.28) in Gl. (2.9) und diese wiederum in Gl. (2.6)

ein, so erhält man den Hamiltonoperator ℋ des Systems in Impulsdarstellung. Es zeigt sich,

dass dieser im Allgemeinen Nichtdiagonalelemente besitzt. Diese sind in [36] aufgeführt und

werden im Folgenden durch eine unitäre Bogoliubov-Transformation beseitigt. Ein Teil der

Zeitabhängigkeit wird auf neue fermionische Operatoren 𝐶𝑖(𝑝, 𝑡) und 𝐷̂𝑖(𝑝, 𝑡) übertragen. Da-

durch lässt sich nach gelungener Diagonalisierung ein Quasiteilchenkonzept einführen. Die

Bogoliubov-Transformation ist von der Form

𝐶𝑖(𝑝, 𝑡) = 𝛼(𝑝, 𝑡) 𝑐𝑖(𝑝, 𝑡)− 𝛽*(𝑝) 𝑑†𝑖 (−𝑝) ,

𝐷̂𝑖(−𝑝, 𝑡) = 𝛽(𝑝, 𝑡) 𝑐𝑖(𝑝) + 𝛼*(𝑝) 𝑑†𝑖 (−𝑝) .
(2.31)

Aufgrund der geforderten Unitarität gilt für die Bogoliubov-Koeffizienten

|𝛼(𝑝, 𝑡)|2 + |𝛽(𝑝, 𝑡)|2 = 1. (2.32)

Dadurch sind die Antikommutatoren{︁
𝐶𝑖(𝑝, 𝑡) , 𝐶

†
𝑗 (𝑞, 𝑡)

}︁
= (2𝜋)3 𝛿𝑖,𝑗𝛿(𝑝− 𝑞) ,{︁

𝐷̂𝑖(𝑝, 𝑡) , 𝐷̂
†
𝑗(𝑞, 𝑡)

}︁
= (2𝜋)3 𝛿𝑖,𝑗𝛿(𝑝− 𝑞)

(2.33)

erfüllt. Alle nicht aufgeführten Antikommutatoren verschwinden. Für Zeiten 𝑡 ≤ 𝑡i gelte au-

ßerdem

𝛼(𝑝, 𝑡 ≤ 𝑡i) = 1,

𝛽(𝑝, 𝑡 ≤ 𝑡i) = 0.
(2.34)

Dann ist vor dem Einschalten des Hintergrundfeldes, d.h. für 𝐴𝑧(𝑡 ≤ 𝑡i) = 0,

𝐶𝑖(𝑝, 𝑡 ≤ 𝑡i) = 𝑐𝑖(𝑝) ,

𝐷̂𝑖(𝑝, 𝑡 ≤ 𝑡i) = 𝑑𝑖(𝑝)
(2.35)

und eine Interpretation der neu eingeführten Operatoren 𝐶𝑖(𝑝, 𝑡 ≤ 𝑡i) und 𝐷̂𝑖(𝑝, 𝑡 ≤ 𝑡i) als

Erzeuger und Vernichter von Elektronen bzw. Positronen möglich. Führt man zudem neue

Basisspinoren 𝑈𝑖(𝑝, 𝑡) und 𝑉𝑖(−𝑝, 𝑡) mit

𝑢𝑖(𝑝, 𝑡) = 𝛼(𝑝, 𝑡)𝑈𝑖(𝑝, 𝑡) + 𝛽(𝑝, 𝑡)𝑉𝑖(−𝑝, 𝑡) ,

𝑣𝑖(−𝑝, 𝑡) = 𝛼(𝑝, 𝑡)𝑉𝑖(𝑝, 𝑡)− 𝛽*(𝑝, 𝑡)𝑈𝑖(−𝑝, 𝑡)
(2.36)
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ein, so erhält man nach Einsetzen dieser in Gl. (2.28) unter Verwendung von Gl. (2.31) für

den Feldoperator

Φ̂ =
2∑︁

𝑖=1

(︁
𝑈𝑖(𝑝, 𝑡)𝐶𝑖(𝑝, 𝑡) + 𝑉𝑖(−𝑝, 𝑡)𝐷†

𝑖 (−𝑝, 𝑡)
)︁
. (2.37)

Für den Fall ohne äußeres Feld, d.h. für 𝐴𝑧(𝑡) = 0, müssen die neuen Basisspinoren mit den

alten aus Gl. (2.19) übereinstimmen. Dies ist für die Wahl

𝑈𝑖(𝑝, 𝑡) =
(︀
𝛾0𝜔(𝑝, 𝑡)− 𝛾𝜋(𝑝, 𝑡) +𝑚𝑒

)︀
𝐺+(𝑝, 𝑡)𝑊𝑖,

𝑉𝑖(−𝑝) =
(︀
−𝛾0𝜔(𝑝, 𝑡)− 𝛾𝜋(𝑝, 𝑡) +𝑚𝑒

)︀
𝐺−(𝑝, 𝑡)𝑊𝑖

(2.38)

mit

𝐺±(𝑝, 𝑡) =
e∓Θ(𝑝,𝑡)√︁

2𝜔 (𝑝, 𝑡)
(︀
𝜔 (𝑝, 𝑡)∓ 𝜋𝑧

(︀
𝑝‖, 𝑡

)︀)︀ (2.39)

und der dynamischen Phase

Θ(𝑝, 𝑡) =

∫︁ 𝑡

𝑡0

d𝑡′ 𝜔 (𝑝, 𝑡′) (2.40)

offensichtlich erfüllt. Die Bogoliubov-Koeffizienten sind damit gemäß Gl. (2.36) eindeutig fest-

gelegt:

𝛼(𝑝, 𝑡) = i𝜖⊥𝐺
−(𝑝, 𝑡) (𝜕𝑡 − i𝜔(𝑝, 𝑡)) 𝑔+(𝑝, 𝑡) ,

𝛽(𝑝, 𝑡) = −i𝜖⊥𝐺
+(𝑝, 𝑡) (𝜕𝑡 + i𝜔(𝑝, 𝑡)) 𝑔+(𝑝, 𝑡) .

(2.41)

Durch Ableiten nach der Zeit 𝑡 ergibt sich daraus das Differentialgleichungssystem(︃
𝛼̇(𝑝, 𝑡)

𝛽̇(𝑝, 𝑡)

)︃
=

1

2

(︃
0 𝑄(𝑝, 𝑡) exp(2iΘ(𝑝, 𝑡))

−𝑄(𝑝, 𝑡) exp(−2iΘ(𝑝, 𝑡)) 0

)︃(︃
𝛼(𝑝, 𝑡)

𝛽(𝑝, 𝑡)

)︃
(2.42)

mit

𝑄(𝑝, 𝑡) =
𝜖⊥𝑒𝐸𝑧(𝑡)

𝜔2(𝑝, 𝑡)
. (2.43)
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Unter Verwendung des Feldoperators Φ̂ (𝑝, 𝑡) aus Gl. (2.37) erhält man in der neuen Basis den

diagonalen Hamiltonoperator

ℋ̂(𝑡) =

∫︁
d3𝑝

(2𝜋)3
^̄Φ(𝑝, 𝑡) (𝛾𝜋(𝑝, 𝑡) +𝑚𝑒) Φ̂(𝑝, 𝑡)

=

∫︁
d3𝑝

(2𝜋)3

2∑︁
𝑖=1

𝜔(𝑝, 𝑡)
(︁
𝐶†

𝑖 (𝑝, 𝑡)𝐶𝑖(𝑝, 𝑡) + 𝐷̂†
𝑖 (−𝑝, 𝑡) 𝐷̂𝑖(−𝑝, 𝑡)

)︁
.

(2.44)

Die durchgeführte Diagonalisierung ermöglicht schließlich die Definition einer Quasiteilchen-

dichte 𝑓(𝑝, 𝑡) mit Bezug auf das Phasenraumvolumen 𝑉Ph, die für Zeiten 𝑡 ≤ 𝑡i und 𝑡 ≥ 𝑡f

als Dichte erzeugter Elektronen bzw. Positronen physikalisch interpretiert werden kann. Sie

lässt sich direkt aus dem Bogoliubov-Koeffizienten 𝛽(𝑝, 𝑡) bestimmen. Dies wird im folgenden

Abschnitt 2.60 gezeigt.

2.3 Vom Konzept der Quasiteilchendichte zur

quantenkinetischen Gleichung

Nach der Quantisierung und Diagonalisierung des Dirac-Hamiltonoperators 𝐻̂(𝑡) mit mini-

maler Kopplung an ein klassisches Hintergrundfeld 𝐴𝜇(𝑡), siehe Gl. (2.6), wird im Folgenden

ausgehend von Gl. (2.44) die Quasiteilchendichte 𝑓(𝑝, 𝑡) definiert. Sie lässt sich für endliche

Hintergrundfelder (2.29) sowohl vor dem Einschalten 𝑡 ≤ 𝑡i als auch nach dem Ausschalten

𝑡 ≥ 𝑡f als die physikalisch relevante Größe der Dichte erzeugter Elektronen bzw. Positronen

interpretieren.

Aufgrund der Diagonalität des Systems (2.44) in den Operatoren 𝐶𝑖(𝑝, 𝑡) und 𝐷̂†
𝑖 (𝑝, 𝑡) ist der

jeweilige Grundzustand |Ω0(𝑡)⟩ zur Zeit 𝑡 gegeben durch

𝐶𝑖(𝑝, 𝑡) |Ω0(𝑡)⟩ = 𝐷̂𝑖(𝑝, 𝑡) |Ω0(𝑡)⟩ = 0 (2.45)

mit dem Erwartungswert der Grundzustandsenergie

⟨Ω0(𝑡)| 𝐻̂(𝑡) |Ω0(𝑡)⟩ = 0. (2.46)

Für Zeiten 𝑡 ≤ 𝑡i, also bevor das äußere Hintergrundfeld 𝐴𝜇(𝑡) eingeschaltet wird, sei der

Grundzustand des Systems (2.44) identisch mit dem physikalischen Vakuumzustand

|Ω0(𝑡 ≤ 𝑡i)⟩ = |0⟩ . (2.47)
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Damit ist

𝐶𝑖(𝑝, 𝑡 ≤ 𝑡i) |0⟩ = 𝑐𝑖(𝑝) |0⟩ = 0,

𝐷̂𝑖(−𝑝, 𝑡 ≤ 𝑡i) |0⟩ = 𝑑𝑖(−𝑝) |0⟩ = 0,
(2.48)

d.h. für die Bogoliubov-Koeffizienten aus Gl. (2.31) gilt

𝛼(𝑝, 𝑡 ≤ 𝑡i) = 1,

𝛽(𝑝, 𝑡 ≤ 𝑡i) = 0.
(2.49)

Der Feldoperator Φ̂(𝑝, 𝑡 ≤ 𝑡i) ist dann durch Gl. (2.27) gegeben. Von physikalischem Interesse

ist der sich einstellende Grundzustand |Ω0(𝑡∞)⟩ des Systems für 𝑡∞ ≥ 𝑡i, wenn das Hintergrund-

feld 𝐴𝑧(𝑡) dauerhaft verschwindet. Dann enthält der Feldoperator aus Gl. (2.28) erneut ebene

Wellen mit positiver bzw. negativer Energie ±𝜔(𝑝) = ±
√︀

𝑚2
𝑒 + 𝑝2, wodurch die physikalische

Interpretation der fermionischen Operatoren 𝑐𝑖 (𝑝), 𝑐
†
𝑖 (𝑝) und 𝑑𝑖 (𝑝), 𝑑

†
𝑖 (𝑝) als Vernichtungs-

und Erzeugungsoperatoren für Elektronen bzw. Positronen wieder möglich wird. Von physi-

kalischem Interesse ist die Zahl erzeugter Elektron-Positron-Paare für 𝐴𝑧(𝑡 ≥ 𝑡f) = 0, wenn

das Hintergrundfeld ausgeschaltet ist. Dies führt auf die Frage, wie viele Elektronen bzw.

Positronen der Grundzustand |Ω0(𝑡∞)⟩ enthält. Im Allgemeinen kann er sich vom physikali-

schen Ausgangszustand |0⟩, der keine Elektronen bzw. Positronen enthält, unterscheiden. Die

Teilchenzahl einer Sorte mit Impuls 𝑝 und Spineinstellung 𝑖 erhält man dann aus dem Er-

wartungswert des entsprechenden Teilchenzahloperators 𝑛̂
(𝑐)
𝑖 (𝑝) = 𝑐†𝑖 (𝑝) 𝑐𝑖(𝑝) für Elektronen

bzw. 𝑛̂
(𝑑)
𝑖 (𝑝) = 𝑑†𝑖 (𝑝) 𝑑𝑖(𝑝) für Positronen. Für beliebige Zeiten 𝑡 ergibt sich mit der inver-

sen Bogoliubov-Transformation (2.31) und unter Verwendung der Antikommutatorrelationen

(2.33)

𝑛
(𝑐)
𝑖 (𝑝, 𝑡) = ⟨Ω0(𝑡)| 𝑛̂(𝑐)

𝑖 (𝑝) |Ω0(𝑡)⟩

= ⟨Ω0(𝑡)| |𝛼|2𝐶†
𝑖𝐶𝑖 + |𝛽|2 𝐷̂𝑖𝐷̂

†
𝑖 + 𝛼𝛽*𝐶†

𝑖 𝐷̂
†
𝑖 + 𝛼*𝛽𝐷̂𝑖𝐶𝑖 |Ω0(𝑡)⟩

= |𝛽(𝑝, 𝑡)|2 (2𝜋)3 𝛿(0),

𝑛
(𝑑)
𝑖 (𝑝, 𝑡) = ⟨Ω0(𝑡)| 𝑛̂(𝑑)

𝑖 (𝑝) |Ω0(𝑡)⟩

= ⟨Ω0(𝑡)| |𝛼|2 𝐷̂†
𝑖 𝐷̂𝑖 + |𝛽|2𝐶𝑖𝐶

†
𝑖 − 𝛼𝛽*𝐷̂†

𝑖𝐶
†
𝑖 − 𝛼*𝛽𝐶𝑖𝐷̂𝑖 |Ω0(𝑡)⟩

= |𝛽(𝑝, 𝑡)|2 (2𝜋)3 𝛿(0).

(2.50)

Für Zeiten 𝑡 = 𝑡∞ ≥ 𝑡f erhält man damit die gesuchte Anzahl erzeugter Elektronen bzw.

Positronen. Da der Erwartungswert beider Teilchenzahloperatoren identisch ist, genügt es,

die Anzahl erzeugter Elektron-Positron-Paare durch einen der beiden Erwartungswerte zu

ermitteln. Um den aus dem Antikommutator stammenden divergenten Faktor (2𝜋)3𝛿(0) zu
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eliminieren, definiert man die Quasiteilchendichte als

𝑓(𝑝, 𝑡) ≡ lim
𝑉Ort→∞

2∑︁
𝑖=1

𝑛
(𝑐)
𝑖 (𝑝, 𝑡)

𝑉Ort

= 2 |𝛽(𝑝, 𝑡)|2 , (2.51)

wobei man das betrachtete Ortsraumvolumen 𝑉Ort gegen unendlich gehen lässt. Nur in Ab-

wesenheit des Feldes 𝐴𝜇(𝑡) besitzt die so definierte Quasiteilchendichte eine physikalische In-

terpretation als Dichte erzeugter Elektronen bzw. Positronen. Vor dem Einschalten des Hin-

tergrundfeldes, d.h. für 𝐴𝑧(𝑡 ≤ 𝑡i), ergibt sich mit 𝛽(𝑝, 𝑡 ≤ 𝑡i) = 0 nach der obigen Definition

𝑓(𝑝, 𝑡 ≤ 𝑡i) = 0. Die physikalisch interessante Größe ist die nach dem Ausschalten des Feldes,

d.h. für 𝐴𝑧(𝑡∞) = 0, verbleibende Residualdichte

𝑓(𝑝, 𝑡∞) = 2 |𝛽(𝑝, 𝑡∞)|2 . (2.52)

Da 𝑄(𝑝, 𝑡∞ ≥ 𝑡f) = 0 gilt, folgt aus Gl. (2.42)

𝛽̇(𝑝, 𝑡∞) = 0, (2.53)

d.h. der Koeffizient 𝛽 ändert nach Abschalten des Feldes seinen Wert nicht mehr.4 Die Anzahl

erzeugter Paare bleibt konstant. Damit lässt sich die Residualteilchendichte als

𝑓(𝑝, 𝑡∞) = 𝑓(𝑝, 𝑡f) = 2 |𝛽(𝑝, 𝑡f)|2 (2.54)

bestimmen. Die Paarerzeugungswahrscheinlichkeit pro Volumen 𝑉Ort und Zeit 𝑡, die bereits in

Kapitel 1 für verschiedene Hintergrundfelder diskutiert wurde, ist dann durch

𝑃𝑒−𝑒+ = 𝑛̇𝑒−𝑒+ =

∫︁
d3𝑝 𝑓(𝑝, 𝑡∞) (2.55)

gegeben. Die über den Impulsraum abintegrierte Anzahldichte

𝑛𝑒−𝑒+ =

∫︁
d3𝑝 𝑓(𝑝, 𝑡∞) = 2𝜋

∫︁
d𝑝‖

∫︁
d𝑝⊥ 𝑝⊥𝑓

(︀
𝑝⊥, 𝑝‖, 𝑡∞

)︀
(2.56)

enthält die Information über die Anzahl der durch das Hintergrundfeld𝐴𝑧(𝑡) erzeugten Elektron-

Positron-Paare pro Ortsraumvolumen 𝑉Ort.
5 In den Kapiteln 5 und 6 wird zur Quantifizie-

rung des Verstärkungseffektes im Kontext der dynamisch assistierten Schwinger-Paarerzeugung

auch die lediglich über den Impuls 𝑝⊥ senkrecht zur Feldrichtung abintegrierte Teilchendichte

𝑎𝑒−𝑒+
(︀
𝑝‖
)︀
= 2𝜋

∫︁
d𝑝⊥ 𝑝⊥𝑓

(︀
𝑝⊥, 𝑝‖, 𝑡∞

)︀
(2.57)

4Für eine mögliche Bedeutung der Quasiteilchendichte zu intermediären Zeiten 𝑡i ≤ 𝑡 ≤ 𝑡f siehe [37].
5Die gewählte Definition folgt den Arbeiten [26, 27]. Mitunter findet sich in der Literatur noch ein Vorfaktor

von (2𝜋)
−3

wie in [32].



26 2.3 Vom Konzept der Quasiteilchendichte zur quantenkinetischen Gleichung

betrachtet. Sie besitzt damit die Einheit 1/Fläche.

Es ergeben sich mehrere Möglichkeiten, um über den Bogoliubov-Koeffizienten 𝛽(𝑝, 𝑡) die

Quasiteilchendichte 𝑓(𝑝, 𝑡) für ein gewähltes Hintergrundfeld 𝐴𝑧(𝑡) zu bestimmen. Man kann

versuchen, direkt mit Hilfe der Differentialgleichung (2.16) die Koeffizienten 𝑔±(𝑝, 𝑡) und durch

Auswertung der dynamischen Phase Θ(𝑝, 𝑡) die Koeffizienten 𝐺±(𝑝, 𝑡) aus Gl. (2.39) zu be-

stimmen. Dann ist der Koeffizient 𝛽(𝑝, 𝑡) durch Gl. (2.41) gegeben.6 Eine zweite Möglichkeit

besteht in der Auswertung des Differentialgleichungssystems (2.42). Dieses lässt sich unter

Ausnutzung der Identität 𝑓(𝑝, 𝑡) = 2
(︁
𝛽(𝑝, 𝑡) 𝛽̇*(𝑝, 𝑡) + 𝛽̇(𝑝, 𝑡) 𝛽*(𝑝, 𝑡)

)︁
auch umformen in die

Integro-Differentialgleichung

𝑓(𝑝, 𝑡) = 𝑄(𝑝, 𝑡)

∫︁ 𝑡

𝑡i

d𝑡′ 𝑄(𝑝, 𝑡′) (1− 𝑓(𝑝, 𝑡)) cos(2 [Θ(𝑝, 𝑡)−Θ(𝑝, 𝑡′)]) . (2.58)

Damit erhält man eine Variante der quantenkinetischen Gleichung zur direkten Bestimmung

der Quasiteilchendichte 𝑓(𝑝, 𝑡). Unter Einführung der Hilfsgrößen

𝜌(𝑝, 𝑡) = −2Re (𝛼*(𝑝, 𝑡) 𝛽(𝑝, 𝑡) exp(2Θ(𝑝, 𝑡))) ,

𝜁(𝑝, 𝑡) = −2 Im (𝛼*(𝑝, 𝑡) 𝛽(𝑝, 𝑡) exp(2Θ(𝑝, 𝑡)))
(2.59)

lässt sich die quantenkinetische Gleichung (2.58) auch als gewöhnliches Differentialgleichungs-

system⎛⎜⎝𝑓(𝑝, 𝑡)

𝜌̇(𝑝, 𝑡)

𝜁(𝑝, 𝑡)

⎞⎟⎠ =

⎛⎜⎝ 0 𝑄(𝑝, 𝑡) 0

−𝑄(𝑝, 𝑡) 0 −2𝜔(𝑝, 𝑡)

0 2𝜔(𝑝, 𝑡) 0

⎞⎟⎠
⎛⎜⎝𝑓(𝑝, 𝑡)

𝜌(𝑝, 𝑡)

𝜁(𝑝, 𝑡)

⎞⎟⎠+

⎛⎜⎝ 0

𝑄(𝑝, 𝑡)

0

⎞⎟⎠ . (2.60)

erster Ordnung in der Zeit schreiben. Die Anfangsbedingungen sind durch

𝑓(𝑝, 𝑡i) = 𝜌(𝑝, 𝑡i) = 𝜁(𝑝, 𝑡i) = 0 (2.61)

gegeben.

6So kann zum Beispiel, wie in [32] gezeigt wird, eine analytische Lösung für den Sauter-Puls gefunden werden.



3 Betrachtete Feldkonfigurationen

3.1 Allgemeine Festlegungen

Gegenstand der Untersuchung sind räumlich homogene, rein zeitabhängige Hintergrundfelder

𝐴𝜇(𝑡) ∼ (0, 𝐴𝑧(𝑡)𝑒⃗z) mit ausgezeichneter 𝑧-Richtung. Zudem zielen die folgenden Betrach-

tungen auf 𝑇 = 2𝜋/𝜈-periodische Felder der Frequenz 𝜈, die zusätzlich durch eine zunächst

beliebig gewählte Ein- und Ausschaltfunktion 𝐾(𝑡/𝑡r) ∈ C∞ modifiziert sind. Ihre relevante

Zeitskala ist durch den Parameter 𝑡r charakterisiert.
1 Das Vektorpotential ist damit gegeben

durch

𝐴𝑧(𝑡) =
𝐸0

𝜈
𝐾(𝑡/𝑡r)ℎ(𝜈𝑡). (3.1)

Daraus ergibt sich in Coulomb-Eichung das elektrische Hintergrundfeld als

𝐸𝑧(𝑡) = −d𝐴𝑧(𝑡)

d𝑡
= −𝐸0

𝜈𝑡r

d𝐾(𝜏)

d𝜏

⃒⃒⃒⃒
𝜏=𝑡/𝑡r

ℎ(𝜈𝑡)− 𝐸0𝐾(𝑡/𝑡r)
dℎ(𝜏)

d𝜏

⃒⃒⃒⃒
𝜏=𝜈𝑡

. (3.2)

Unter Einführung der zeitabhängigen Feldamplitude

𝐸(𝑡/𝑡r) ≡ 𝐸0𝐾(𝑡/𝑡r) (3.3)

sind die maßgeblichen Funktionen der quantenkinetischen Gleichung (2.58) bzw. (2.60) durch

𝜔(𝑝, 𝜈𝑡, 𝐸(𝑡/𝑡r)) =

√︂
𝜖2⊥ +

(︁
𝑝‖ −

𝑒

𝜈
𝐸(𝑡/𝑡r)ℎ(𝜈𝑡)

)︁2
,

𝑄(𝑝, 𝜈𝑡, 𝐸(𝑡/𝑡r)) = −
𝜖⊥

(︁
𝑒
𝜈𝑡r

𝐸 ′(𝑡/𝑡r)ℎ(𝜈𝑡) + 𝑒𝐸(𝑡/𝑡r)ℎ
′(𝜈𝑡)

)︁
𝜔(𝑝, 𝑡, 𝐸(𝑡/𝑡r))

2

(3.4)

darstellbar. Dabei bezeichnen

𝐸 ′(𝑡/𝑡r) =
d𝐸(𝜏)

d𝜏

⃒⃒⃒⃒
𝜏=𝑡/𝑡r

,

ℎ′(𝜈𝑡) =
dℎ(𝜏)

d𝜏

⃒⃒⃒⃒
𝜏=𝜈𝑡

(3.5)

1Zur exemplarischen Bedeutung des Parameters 𝑡r siehe die folgenden Unterabschnitte 3.3 bis 3.4.
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jeweils die Ableitung nach dem vollständigen Argument. Insbesondere gilt

𝜔(𝑝, 𝜈𝑡+ 𝜈𝑇,𝐸(𝑡0/𝑡r)) = 𝜔(𝑝, 𝜈𝑡, 𝐸(𝑡0/𝑡r)) ,

𝑄(𝑝, 𝜈𝑡+ 𝜈𝑇,𝐸(𝑡0/𝑡r)) = 𝑄(𝑝, 𝜈𝑡, 𝐸(𝑡0/𝑡r)) .
(3.6)

Die Funktion ℎ(𝜈𝑡) wird weiter spezifiziert. Gegenstand dieser Arbeit sind elektrische Hinter-

grundfelder, die sich aus der Superposition von bis zu drei Einzelfeldern ergeben mit unter-

schiedlichen Amplituden 𝐸0,𝑖 und Frequenzen 𝜈𝑖. Es wird zudem

𝐸0,1 ≥ 𝐸0,2 ≥ 𝐸0,3,

𝜈1 ≤ 𝜈2 ≤ 𝜈3
(3.7)

gewählt. Als Referenz für die anderen Felder dient das stärkste Feld mit der niedrigsten Fre-

quenz

𝐸0 = 𝐸0,1, 𝜈 = 𝜈1. (3.8)

Dann lässt sich für den periodischen Anteil des Feldes

ℎ(𝜈𝑡) = ℎ1(𝜈𝑡) + 𝛼2ℎ2(𝑁2𝜈𝑡) + 𝛼3ℎ3(𝑁3𝜈𝑡) (3.9)

schreiben mit

𝛼2 =
𝐸0,2𝜈

𝐸0𝜈2
=

𝛾

𝛾2
, 𝛼3 =

𝐸0,3𝜈

𝐸0𝜈3
=

𝛾

𝛾3
(3.10)

und

𝑁2 =
𝜈2
𝜈
, 𝑁3 =

𝜈3
𝜈
. (3.11)

Da ℎ(𝜈𝑡+ 𝜈𝑇 ) = ℎ(𝜈𝑡) gelten soll, folgt unmittelbar 𝑁2, 𝑁3 ∈ N. Nach Gl. (3.7) gilt außerdem

1 ≤ 𝑁2 ≤ 𝑁3,

1 ≥ 𝛼2 ≥ 𝛼3 ≥ 0.
(3.12)

Um später die Näherung in Gl. (4.44) durchführen zu können, muss außerdem ℎ(𝜈𝑡) = ℎ(−𝜈𝑡)

gelten, d.h. der periodische Anteil des Vektorpotentials ist symmetrisch. Zudem wird die Start-

zeit des Feldes mit 𝑡i = 2𝜋𝑍 und 𝑍 ∈ Z gewählt. Dies bedeutet keine besondere Einschränkung,

da insbesondere auch der Fall 𝑍 → −∞ betrachtet werden kann.

Man könnte argumentieren, dass die Wahl des Vektorpotentials (3.1)
”
unphysikalisch“ ist. Ei-

gentlich müsste man wie in [30] zu erst das observable elektrische Feld mit einer entsprechenden
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Ein- und Ausschaltfunktion vorgeben. Für entsprechend langsame Ein- und Ausschaltvorgänge

mit 𝜈𝑡r ≫ 1 spielt der
”
unphysikalische“ Term aus der Ableitung der Einhüllende jedoch keine

Rolle, da er mit (𝜈𝑡r)
−1 unterdrückt ist.

3.2 Abrupter Ein- und Ausschaltvorgang

Abbildung 3.1: Darstellung des abrupten Ein- und Ausschaltvorgangs (3.13) bzw. (3.14)
für feste Flat-Top-Zeit 𝑡f.t.. Für den periodischen Anteil ℎ(𝜈𝑡) gilt 𝛼2 = 0.01, 𝛼3 = 0.1,
𝑁2 = 15 und 𝑁3 = 30.

Für den abrupten Ein- und Ausschaltvorgang wird der Skalenparameter 𝑡r = 𝑡f.t. als Flat-

Top-Parameter bezeichnet und gibt Auskunft über die Anzahl der Periodendurchgänge des

oszillierenden Anteils bei konstanter Einhüllfunktion 𝐾 = 1. Die Formfunktionen sind konkret

gegeben durch

ℎ(𝜈𝑡) = cos(𝜈𝑡) + 𝛼2 cos(𝑁2𝜈𝑡) + 𝛼3 cos(𝑁3𝜈𝑡) ,

𝐾(𝑡/𝑡f.t.) =

⎧⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎩
0 für 𝑡 < 0,

1 für 0 ≤ 𝑡 ≤ 𝑡f.t.,

0 für𝑡 > 𝑡f.t..

(3.13)

Für die Ableitungen nach dem jeweils vollständigen Argument gilt2

ℎ′(𝜈𝑡) = − (sin(𝜈𝑡) + 𝛼2𝑁2 sin(𝑁2𝜈𝑡) + 𝛼3𝑁3 sin(𝑁3𝜈𝑡)) ,

𝐾 ′(𝑡/𝑡f.t.) = 0,
(3.14)

d.h. die formal auftretenden divergenten Beiträge in 𝐾 ′(𝑡/𝑡f.t.) bei 𝑡i = 0 und 𝑡f = 𝑡f.t. werden

nicht berücksichtigt. Der so gewählte Ein- und Ausschaltvorgang hat zunächst nur mathe-

matischen Modell-Charakter und erleichtert die Fourier-Analyse zur Untersuchung von Gl.

2Vgl. Gl. (3.5).
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(2.60) für zeitlich oszillierende Hintergrundfelder.3 In Kapitel 4.1 wird gezeigt, dass er eine

physikalische Bedeutung als Grenzfall von Ein- und Ausschaltfunktionen 𝐾(𝑡/𝑡r) besitzt, die

ein ausgeprägtes (effektives) Flat-Top-Intervall 𝑡efff.t. besitzen, wo die Einhüllende konstant ist.

Dieses muss weit größer sein als die (effektive) Ein- bzw. Ausschaltzeit 𝑡efframp.
4

3.3 Gauß- und Super-Gauß-Profil

Abbildung 3.2: Darstellung des (Super-)Gauß-Profils (3.15) für festen Zeitskalenparamter
𝜈𝑡r = 40 mit 𝜂f.t. = 10−3 und 𝜂ramp = 10−5. Für den periodischen Anteil ℎ(𝜈𝑡) wurde
𝛼2 = 0.1, 𝛼3 = 0.01, 𝑁2 = 15 und 𝑁3 = 30 gewählt. Der Exponent 𝑛 wird variiert und
ändert gemäß Gl. (3.25) das Verhältnis zwischen der effektiven Ein- und Ausschaltdauer
𝑡efframp und dem effektiven Flat-Top-Intervall 𝑡efff.t..

Das Gauß- (𝑛 = 1) bzw. Supergauß-Profil (𝑛 > 1) ist gegeben durch

ℎ(𝜈𝑡) = cos(𝜈𝑡) + 𝛼2 cos(𝑁2𝜈𝑡) + 𝛼3 cos(𝑁3𝜈𝑡) ,

𝐾(𝑡/𝑡r) = e−(𝑡/𝑡r)
2𝑛 (3.15)

mit 𝑛 ∈ N>0. Entsprechend folgt für die Ableitungen nach dem jeweils vollständigen Argument5

3Vgl. insbesondere [27] und [28].
4Vgl. auch die folgenden Abschnitte 3.3 und 3.4.
5Vgl. Gl. (3.5).
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ℎ′(𝜈𝑡) = − (sin(𝜈𝑡) + 𝛼2𝑁2 sin(𝑁2𝜈𝑡) + 𝛼3𝑁3 sin(𝑁3𝜈𝑡)) ,

𝐾 ′(𝑡/𝑡r) = −2𝑛 (𝑡/𝑡r)
2𝑛−1 e−(𝑡/𝑡r)

2𝑛

.
(3.16)

Neben dem Skalenparameter 𝑡r bestimmt der Exponent 𝑛 das Verhalten der Einhüllenden

𝐾(𝑡/𝑡r). Um dies zu illustrieren und später den Anschluss an [27] herstellen zu können,

werden im folgenden ein effektives Flat-Top-Intervall 𝑡efff.t., in dem die Einhüllende 𝐾(𝑡/𝑡r)

näherungsweise als konstant angenommen werden kann, und eine effektive Ein- und Aus-

schaltzeit 𝑡efframp bzw. eine effektive Pulsdauer 𝑡effpulse definiert. Die effektive Flat-Top-Zeit 𝑡efff.t.
ergibt sich aus der Forderung

e−(𝑡
eff
f.t./2𝑡r)

2𝑛
!
= 1− 𝜂f.t. (3.17)

als

𝑡efff.t. ≡ 2𝑡r ln

(︂
1

1− 𝜂f.t.

)︂1/2𝑛
𝜂f.t.→0
≈ 2𝑡r𝜂

1/2𝑛
f.t. . (3.18)

Dabei ist 𝜂f.t. ≪ 1 und fixiert für das Intervall −𝑡efff.t./2 ≤ 𝑡 ≤ 𝑡efff.t./2 die maximale Abweichung

der Einhüllenden 𝐾(𝑡/𝑡r) vom Maximalwert 1. Für große Exponenten 𝑛 ≫ 1 lässt sich die

effektive Flat-Top-Zeit entwickeln als

𝑡efff.t. = 2𝑡r

(︂
1 +

ln(𝜂f.t.)

2𝑛
+𝑂

(︂
1

𝑛2

)︂)︂
𝑛≫1
≈ 2𝑡r

(︂
1 +

ln(𝜂f.t.)

2𝑛

)︂
(3.19)

und strebt asymptotisch gegen den doppelten Skalenparameter 2𝑡r unabhängig von der konkre-

ten Wahl des Parameters 𝜂f.t.. Die effektive Pulslänge 𝑡
eff
pulse wird definiert durch die Forderung

Abbildung 3.3: Für die (Super-)Gaußkonfiguration (3.15) ist das Verhältnis zwischen
der effektiven Ein- und Ausschaltzeit 𝑡efframp und dem effektiven Flat-Top-Intervall 𝑡efff.t. in
Abhängigkeit vom Exponenten 𝑛 ∈ N>0 gemäß Gl. (3.25) dargestellt. Dabei wurde 𝜂f.t. =
10−3 und 𝜂ramp = 10−5 gewählt.
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e−(𝑡
eff
pulse/2𝑡r)

2𝑛
!
= 𝜂ramp, (3.20)

und ergibt sich daher zu

𝑡effpulse ≡ 2𝑡r ln

(︂
1

𝜂ramp

)︂1/2𝑛

. (3.21)

Dabei ist 𝜂ramp der gewählte effektive Start- bzw. Endwert der Einhüllenden 𝐾(𝑡/𝑡r). Daraus

folgt mit

𝑡efframp =
1

2

(︀
𝑡effpulse − 𝑡efff.t.

)︀
(3.22)

unmittelbar eine Definition für die effektive Ein- und Ausschaltdauer

𝑡efframp ≡ 𝑡r

{︃
ln

(︂
1

𝜂ramp

)︂1/2𝑛

− ln

(︂
1

1− 𝜂f.t.

)︂1/2𝑛
}︃
. (3.23)

Sie lässt sich in Analogie zur effektiven Flat-Top-Zeit für große 𝑛 entwickeln:

𝑡efframp = 2𝑡r

(︂
1

2𝑛
(ln (− ln[𝜂ramp])− ln(𝜂f.t.)) +𝑂

(︂
1

𝑛2

)︂)︂
. (3.24)

Damit zeigt sich, dass sie asymptotisch für 𝑛 → ∞ verschwindet. Das Verhältnis

𝑡efframp

𝑡efff.t.
=

1

2

{︃(︂
ln(𝜂ramp)

ln(1− 𝜂f.t.)

)︂1/2𝑛

− 1

}︃
(3.25)

ist unabhängig vom Parameter 𝑡r und für festes 𝜂f.t. und 𝜂ramp allein durch den Exponenten 𝑛

festgelegt. Für den Grenzfall 𝑛 → ∞ ergibt sich

𝑡efframp

𝑡efff.t.

𝑛→∞→ 0. (3.26)

Das bedeutet, dass für große Exponenten 𝑛 der Ein- und Ausschaltvorgang, charakterisiert

durch 𝑡efframp, vernachlässigt werden kann und die effektive Pulslänge 𝑡effpulse im Wesentlichen

durch die Flat-Top-Zeit 𝑡efff.t. gegeben ist wie für den Fall des abrupten Ein- und Ausschaltens.

Dieses Verhalten ist in den Abbn. 3.2 und 3.3 dargestellt. Für gewähltes 𝜂f.t., 𝜂ramp und festen

Exponenten 𝑛 verlaufen sowohl Flat-Top-Zeit 𝑡efff.t., Pulslänge 𝑡
eff
pulse als auch Ein- und Ausschalt-

zeit 𝑡efframp proportional zum Zeitskalenparameter 𝑡r, wie in Abb. 3.4 festgehalten. Er legt damit

fest, wie viele Oszillationen des periodischen Anteils effektiv zwischen Ein- und Ausschaltzeit

möglich sind.
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Abbildung 3.4: Darstellung des (Super-)Gauß-Profils (3.15) für festen Exponenten 𝑛 = 5
mit 𝜂f.t. = 10−3 und 𝜂ramp = 10−5. Parameter des periodischen Anteils ℎ(𝜈𝑡) wie in Abb.
(3.2). Der Zeitskalenparameter 𝑡r wird variiert und ändert die Breite der Einhüllenden
𝐾(𝑡/𝑡r).

Für die numerische Implementierung wird wie in Abschnitt 3.1 festgelegt 𝑡i = −𝑁 · 2𝜋 und

𝑡f = 𝑁 · 2𝜋 gewählt mit 𝑁 ∈ N. Dabei wurde in dieser Arbeit 𝑁 immer mindestens so groß

gewählt, dass 𝜂ramp . 10−13 gilt.6

3.4 Flat-Top-Profil

Für das Flat-Top-Profil wird der Skalenparameter 𝑡r als Ein- und Ausschaltzeit 𝑡ramp identifi-

ziert. Er legt dann die Anzahl der Oszillationen des periodischen Anteils im Ein- und Ausschalt-

vorgang fest. Der Vorteil ist, dass separat dazu eine Flat-Top-Intervalllänge 𝑡f.t. existiert, für

die die Einhüllende𝐾(𝑡/𝑡ramp) zwischen Ein- und Ausschaltvorgang konstant ist. Im Gegensatz

zum Gauß- bzw. Supergauß-Profil aus dem vorherigen Unterabschnitt 3.3 lassen sich Flat-Top-

Zeit 𝑡f.t. und Ein- bzw. Ausschaltdauer 𝑡ramp getrennt variieren und ihr Verhältnis 𝑡ramp/𝑡f.t.

zueinander beliebig festlegen. Die exakte Pulsdauer ergibt sich dann als 𝑡pulse = 2𝑡ramp + 𝑡f.t..

6An dieser Stelle sei einmal festgehalten, dass die notwendigen numerischen Integrationen in dieser Ar-
beit mit Hilfe der Intgrationsroutinen Odeint (https://docs.scipy.org/doc/scipy-0.18.1/reference/
generated/scipy.integrate.odeint.html) und Ode (https://docs.scipy.org/doc/scipy-0.18.1/
reference/generated/scipy.integrate.ode.html) unter Verwendung der Programmiersprache

”
python“

durchgeführt wurden. Siehe:http://www.python.org/.

https://docs.scipy.org/doc/scipy-0.18.1/reference/generated/scipy.integrate.odeint.html
https://docs.scipy.org/doc/scipy-0.18.1/reference/generated/scipy.integrate.odeint.html
https://docs.scipy.org/doc/scipy-0.18.1/reference/generate d/scipy.integrate.ode.html
https://docs.scipy.org/doc/scipy-0.18.1/reference/generate d/scipy.integrate.ode.html
http://www.python.org/.
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Abbildung 3.5: Darstellung der Flat-Top-Konfiguration (3.27) für feste Flat-Top-Zeit 𝑡f.t.
in Abhängigkeit vom Ein- bzw. Ausschaltparameter 𝑡ramp. Für den periodischen Anteil ℎ(𝜈𝑡)
gilt 𝛼2 = 0.1, 𝛼3 = 0.01, 𝑁2 = 15 und 𝑁3 = 30. Für die getroffene Wahl 𝜂f.t. = 1.5 · 10−2

ergibt sich nach Gl. (3.32) näherungsweise 𝜎 ≈ 0.185.

Konkret ist die Konfiguration gegeben durch

ℎ(𝜈𝑡) = cos(𝜈𝑡) + 𝛼2 cos(𝑁2𝜈𝑡) + 𝛼3 cos(𝑁3𝜈𝑡) ,

𝐾(𝑡/𝑡ramp) = 𝐻(𝑡/𝑡ramp)𝐻

(︂
𝑡pulse − 𝑡

𝑡ramp

)︂
=

⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

0 für 𝑡 ≤ 0,

𝐻(𝑡/𝑡ramp) für 0 < 𝑡 ≤ 𝑡ramp,

1 für 𝑡ramp ≤ 𝑡f.t. ≤ 𝑡ramp + 𝑡f.t.,

𝐻
(︁

𝑡pulse−𝑡

𝑡ramp

)︁
für 𝑡ramp + 𝑡f.t. ≤ 𝑡 < 𝑡pulse,

0 für 𝑡 ≥ 𝑡pulse.

(3.27)

Dabei ist 𝐻(𝑥) = 𝐺(𝑥)/(𝐺(𝑥) +𝐺(1− 𝑥)) mit

𝐺(𝑥) =

⎧⎨⎩0 für 𝑥 ≤ 0,

exp
(︀
− 1

𝑥

)︀
für 𝑥 > 0.

(3.28)
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Entsprechend folgt für die Ableitungen nach dem jeweils vollständigen Argument7

ℎ′ (𝜈𝑡) = − (sin(𝜈𝑡) + 𝛼2𝑁2 sin(𝑁2𝜈𝑡) + 𝛼3𝑁3 sin(𝑁3𝜈𝑡)) ,

𝐾 ′(𝑡/𝑡ramp) = 𝐻 ′ (𝑡/𝑡ramp)𝐻

(︂
𝑡pulse − 𝑡

𝑡ramp

)︂
+𝐻(𝑡/𝑡ramp)𝐻

′
(︂
𝑡pulse − 𝑡

𝑡ramp

)︂
(3.29)

mit 𝐻 ′(𝑥) = −𝐺′(1− 𝑥)𝐻(𝑥)/(𝐺(𝑥) +𝐺(1− 𝑥)) und

𝐺′(𝑥) =

⎧⎨⎩0 für 𝑥 ≤ 0,

1
𝑥2 exp

(︀
− 1

𝑥

)︀
für 𝑥 > 0.

(3.30)

Betrachtet man den Fall ohne Flat-Top-Parameter, 𝑡f.t. = 0, dargestellt in Abb. 3.5 oben links,

Abbildung 3.6: Darstellung der Flat-Top-Konfiguration (3.27) für festen Ein- bzw. Aus-
schaltparameter 𝑡ramp in Abhängigkeit von der Flat-Top-Zeit 𝑡f.t.. Parameter des periodi-
schen Anteils ℎ(𝜈𝑡) und 𝜎 wie in Abb. (3.5).

so erscheint es sinnvoll, in Analogie zum Gauß- bzw- Supergauß-Profil aus dem vorherigen

Unterabschnitt 3.3 zusätzlich eine effektive Flat-Top-Zeit

𝑡ramp
f.t. ≡ 2𝜎𝑡ramp (3.31)

7Vgl. Gl. (3.5).
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zu definieren. Sie ergibt sich aus der Forderung

𝐾

(︂
1− 𝑡ramp

f.t.

2𝑡ramp

)︂
!
= 1− 𝜂f.t. (3.32)

mit 𝜂f.t. ≪ 1.8 Für das Weitere ist es nützlicher, Gl. (3.31) nach 𝜎 umzustellen. Für 𝜂f.t. =

1.5 · 10−2 erhält man näherungsweise 𝜎 ≈ 0.185. Nimmt man die Flat-Top-Zeit 𝑡f.t. hinzu,

vergrößert sich das effektive Flat-Top-Intervall entsprechend zu

𝑡efff.t. ≡ 𝑡ramp
f.t. + 𝑡f.t. = 2𝜎𝑡ramp + 𝑡f.t., (3.33)

und man erhält für 𝑡f.t. ≫ 2𝜎𝑡ramp näherungsweise 𝑡efff.t. ≈ 𝑡f.t.. Die Parameterabhängigkeit ist

exemplarisch in den Abbn. 3.5 und 3.6 dargestellt.

Das Flat-Top-Profil bietet einen gewaltigen Vorteil bei der numerischen Integration. Wie zum

Beispiel in [26] nachgewiesen wird, ist die quantenkinetische Gleichung (2.60) mathematisch

äquivalent zu Gl. (2.42) für die Bogoliubov-Koeffizienten. Für das Flat-Top-Profil wird letztere

genutzt, um die Residualteilchendichte numerisch zu bestimmen. In Anhang C wird gezeigt,

dass für den Flat-Top-Bereich unter Anwendung des Satzes von Floquet, siehe [38], für die

Wahl 𝑡f.t. = 𝑛f.t.𝑇 mit 𝑛f.t. ∈ N und 𝑇 = 2𝜋/𝜈 nur über eine Periode des Feldes integriert

werden muss, um den Wert der Quasiteilchendichte am Ende des Flat-Top-Intervalls zu be-

stimmen. Dadurch kann das Flat-Top-Intervall quasi beliebig vergrößert werden, ohne dabei die

Rechenzeit signifikant zu erhöhen. Daher wird das Flat-Top-Profil auch gewählt, um in Kapitel

6 numerisch nach zusätzlichen Verstärkungseffekten zum
”
einfachen“ dynamisch assistierten

Schwinger-Effekt zu suchen.

8Vgl. Gl. (3.18).



4 Näherung der Residualteilchendichte

für langsame Ein- und

Ausschaltvorgänge

4.1 Verallgemeinerung der Fourier-Reihenentwicklung in der

Niederdichte-Näherung

Im Folgenden wird für die in Abschnitt 3 definierten Feldkonfigurationen der Spezialfall klei-

ner Dichten 𝑓(𝑝, 𝑡) ≪ 1 betrachtet. Dann folgt aus der quantenkinetischen Gleichung (2.58)

näherungsweise

𝑓(𝑝, 𝑡) =
1

2
|𝐼(𝑝, 𝑡)|2 (4.1)

mit

𝐼(𝑝, 𝑡) =

∫︁ 𝑡

𝑡i

d𝑡′ 𝑄(𝑝, 𝜈𝑡′, 𝐸(𝑡′/𝑡r)) exp(2iΘ(𝑝, 𝑡′)). (4.2)

Wie in [26] gezeigt wird, liefert dieser Ansatz für das räumlich und zeitlich konstante Feld 𝐸𝑧 =

𝐸0 den bekannten ersten Term Schwingers aus [7], festgehalten in Gl. (1.2). Die Niederdichte-

Näherung lässt sich somit dadurch motivieren, dass sie das Verhalten der Paarproduktion im

Bereich stark unterdrückter Paarerzeugung 𝑓(𝑝, 𝑡) ≪ 1, dem
”
Calm-Valley“, hinreichend gut

beschreibt.1 Davon abgesehen kann die Niederdichte-Näherung immer als adäquate Näherung

für das
”
Kurzzeitverhalten“ der Teilchenproduktion herangezogen werden.

Nach [27] lässt sich für den abrupten Ein- und Ausschaltvorgang aus Gl. (3.13) der Integrand

von 𝐼(𝑝, 𝑡) teilweise in Fourierreihen entwickeln, was die Zeitintegration ermöglicht. Es ergibt

sich

𝐼(𝑝, 𝑡) =
∞∑︁

𝑘=−∞

i𝐹𝑘(𝑝, 𝐸0)
exp(−i [𝑘𝜈 − 2Ω(𝑝, 𝐸0)] 𝑡)− 1

𝑘𝜈 − 2Ω(𝑝, 𝐸0)
, (4.3)

1Siehe Abb. (1.2).
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wobei sich die dynamische Phase mit Hilfe der Fourier-Reihenentwicklung schreiben lässt als

Θ(𝑝, 𝑡) =

∫︁ 𝑡

𝑡i

d𝑡′ 𝜔(𝑝, 𝜈𝑡′, 𝐸0) = Ω(𝑝, 𝐸0) 𝑡+ 𝑃 (𝑝, 𝜈𝑡, 𝐸0) . (4.4)

Dabei ist

𝑃 (𝑝, 𝜈𝑡+ 𝜈𝑇,𝐸0) = 𝑃 (𝑝, 𝜈𝑡, 𝐸0) (4.5)

und damit eine 𝑇 = 2𝜋/𝜈-periodische Funktion. Die maßgeblichen Fourier-Koeffizienten sind

durch

Ω(𝑝, 𝐸0) =
1

𝑇

∫︁ 𝑇

0

d𝑡 𝜔(𝑝, 𝜈𝑡, 𝐸0) ,

𝐹𝑘(𝑝, 𝐸0) =
1

𝑇

∫︁ 𝑇

0

d𝑡 𝑄(𝑝, 𝜈𝑡, 𝐸0) exp(2i𝑃 (𝑝, 𝜈𝑡, 𝐸0) + i𝑘𝜈𝑡)

(4.6)

gegeben. Anhand des Nenners in Gl. (4.3) erkennt man, dass für den Fall

ℓ𝜈 − 2Ω
(︀
𝑝(ℓ), 𝐸0

)︀
= 0 (4.7)

die Residualteilchendichte 𝑓(𝑝, 𝑡∞) für 𝑝 = 𝑝(ℓ) ein resonantes Verhalten zeigt. Dieses hängt

vom Wert des entsprechenden Fourier-Koeffizienten 𝐹ℓ

(︀
𝑝(ℓ), 𝐸0

)︀
ab. Für 𝑘 = ℓ folgt aus den

Gln. (4.1) und (4.3) unmittelbar

𝑓
(︀
𝑝(ℓ), 𝑡

)︀
=

1

2

⃒⃒⃒⃒
⃒𝐹ℓ

(︀
𝑝(ℓ), 𝐸0

)︀
𝑡+
∑︁
𝑘 ̸=ℓ

i𝐹𝑘

(︀
𝑝(ℓ), 𝐸0

)︀ exp(︀−i
[︀
𝑘𝜈 − 2Ω

(︀
𝑝(ℓ), 𝐸0

)︀]︀
𝑡
)︀
− 1

𝑘𝜈 − 2Ω
(︀
𝑝(ℓ), 𝐸0

)︀ ⃒⃒⃒⃒
⃒
2

=
1

2

⃒⃒⃒⃒
⃒𝐹𝑘

(︀
𝑝(ℓ), 𝐸0

)︀
𝑡+
∑︁
𝑘 ̸=0

i𝐹𝑘+ℓ

(︀
𝑝(ℓ), 𝐸0

)︀ exp(−i𝑘𝜈𝑡)− 1

𝑘𝜈

⃒⃒⃒⃒
⃒
2

.

(4.8)

Der zweite Summand ist wiederum eine 𝑇 -periodische Funktion. Im Allgemeinen steigt die

Residualdichte 𝑓
(︀
𝑝(ℓ), 𝑡∞

)︀
im Resonanzfall für 𝐹𝑘

(︀
𝑝(ℓ), 𝐸0

)︀
̸= 0 quadratisch mit der Pulslänge

respektive Flat-Top-Zeit 𝑡f.t., modifiziert durch die jeweils zeitlich oszillierenden Funktionen

𝑌ℓ(𝑝, 𝑡) und 𝑍ℓ(𝑝, 𝑡) und durch einen zu 𝑡f.t. linearen Term:

𝑓
(︀
𝑝(ℓ), 𝑡∞

)︀
= 𝑓

(︀
𝑝(ℓ), 𝑡f.t.

)︀
=

1

2
|𝐹ℓ

(︀
𝑝(ℓ), 𝐸0

)︀
|2𝑡2f.t. + 𝑌ℓ

(︀
𝑝(ℓ), 𝑡f.t.

)︀
𝑡f.t. + 𝑍ℓ

(︀
𝑝(ℓ), 𝑡f.t.

)︀
. (4.9)

Insbesondere folgt für eine Pulsdauer von 𝑡f.t. = 𝑛f.t.𝑇 mit 𝑛f.t. ∈ N

𝑓
(︀
𝑝(ℓ), 𝑡∞

)︀
=

1

2
|𝐹𝑘

(︀
𝑝(ℓ), 𝐸0

)︀
|2 (𝑛f.t.𝑇 )

2 . (4.10)
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Anschaulich ergeben sich daraus in der Umgebung der Resonanz bei 𝑝 = 𝑝(ℓ) diskrete ”
Akku-

mulationsschalen“ der Residualdichte 𝑓(𝑝, 𝑡∞) im Impulsraum (𝑝‖, 𝑝⊥).
2

Dieses aus [27] übernommene Resultat für den Fall des abrupten Ein- und Ausschaltens (3.13)

zeitlich periodischer Hintergrundfelder wird im Folgenden auf beliebige Ein- und Ausschalt-

funktionen verallgemeinert.3 Aufgrund der Struktur der gewählten Feldkonfigurationen sind

zwei Zeitskalen von Relevanz. Auf der einen Seite ist dies der Parameter 𝑡r mit Bezug auf

die Ein- und Ausschaltfunktion 𝐾(𝑡/𝑡r) und auf der anderen die Periodendauer 𝑇 des peri-

odischen Feldanteils ℎ(𝜈𝑡). Ist für ein Zeitintervall die Einhüllende konstant, muss für diesen

Abschnitt der Anschluss an Gl. (4.9) hergestellt werden können. Die Grundidee besteht dar-

in, die Einhüllende 𝐾(𝑡/𝑡r) mit der relevanten Zeitskala 𝑡r innerhalb eines Zeitintervalls Δ𝑡

im Gegensatz zum mit der Periode 𝑇 oszillierenden Anteil ℎ(𝜈𝑡) als konstant anzunehmen.4

Am Ende der Rechnung wird schließlich der Grenzfall Δ𝑡 → 0 betrachtet. Das in Gl. (4.2)

auftretende Integral
∫︀ 𝑡

𝑡i
d𝑡′ wird nach folgender Umformung in 𝑀 Teilintervalle aufgeteilt

∫︁ 𝑡

𝑡i

d𝑡′ = lim
Δ𝑡→0
𝑀→∞

𝑀−1∑︁
𝑚=0

∫︁ 𝑡i+(𝑚+1)Δ𝑡

𝑡i+𝑚Δ𝑡

d𝑡′ (4.11)

mit 𝑡 = 𝑡i+𝑀Δ𝑡 und 𝑀 ∈ N. Dabei wird die Feldstärke 𝐸(𝑡/𝑡r) für das jeweilige Teilintervall

von 𝑡i + 𝑚Δ𝑡 bis 𝑡i + (𝑚 + 1)Δ𝑡 als konstant angenommen. Dadurch kann lokal im Punkt

𝑡𝑚 = 𝑡i + 𝑚Δ𝑡 für die im Intervall Δ𝑡 festgehaltene Feldstärke 𝐸(𝑡𝑚/𝑡r) in Analogie zu [27]

vorgegangen werden. Eine ausführliche Darstellung der hier nur angedeuteten Vorgehensweise

findet sich im Anhang A.1. Der Limes 𝑀 → ∞ und Δ𝑡 → 0 liefert schließlich5

𝐼(𝑝, 𝑡) =
∞∑︁

𝑘=−∞

𝐼𝑘(𝑝, 𝑡) (4.12)

mit dem Integral

𝐼𝑘(𝑝, 𝑡) =

∫︁ 𝑡

𝑡i

d𝑡′ 𝐹𝑘(𝑝, 𝐸(𝑡′/𝑡r)) exp

(︃
i

[︃
2𝑆(𝑝, 𝑡′, 𝐸(𝑡′/𝑡r)) + 2

∫︁ 𝑡′

𝑡i

d𝑡′′ Ω(𝑝, 𝐸(𝑡′′/𝑡r))− 𝑘𝜈𝑡′

]︃)︃
(4.13)

und der Funktion

𝑆(𝑝, 𝑡′, 𝐸(𝑡′/𝑡r)) =

∫︁ 𝑡′

𝑡i

d𝑡′′ 𝑅(𝑝, 𝜈𝑡′′, 𝐸(𝑡′′/𝑡r))− 𝑃 (𝑝, 𝜈𝑡′, 𝐸(𝑡′/𝑡r)) . (4.14)

2Siehe Kapitel (5).
3Zur genauen Struktur der betrachteten Hintergrundfelder und zur Notation siehe Kapitel 3.
4Die Idee der Separation der Zeitskalen zwischen Einhüllender und oszillierendem Anteil wurde u.a. aus [39]
entnommen, ursprünglich mit der Idee eine Näherungslösung für die vollständige Gl. (2.60) herzuleiten.

5Vgl. Gln. (4.3)-(4.6).
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Dabei sind die Funktionen 𝑅(𝑝, 𝜈𝑡, 𝐸(𝑡0/𝑡r)) und 𝑃 (𝑝, 𝜈𝑡, 𝐸(𝑡0/𝑡r)) für festen Zeitparameter

𝑡0 periodische Funktionen mit der Periodendauer 𝑇 . Ihr Zusammenhang ist gegeben durch

𝑃 (𝑝, 𝜈𝑡, 𝐸(𝑡0/𝑡r)) =

∫︁ 𝑡

𝑡i

d𝑡′ 𝑅(𝑝, 𝜈𝑡′, 𝐸(𝑡0/𝑡r)) (4.15)

Das Integral über alle Zeitabhängigkeiten von 𝑅 ist der in Vergleich zu Gl. (4.4) für beliebige

Ein- und Ausschaltfunktionen verallgemeinerte oszillierende Anteil der dynamischen Phase

Θ(𝑝, 𝑡) =

∫︁ 𝑡

𝑡i

d𝑡′ 𝜔(𝑝, 𝜈𝑡′, 𝐸(𝑡′/𝑡r)) =

∫︁ 𝑡

𝑡i

d𝑡′ {Ω(𝑝, 𝐸(𝑡′/𝑡r)) +𝑅(𝑝, 𝜈𝑡′, 𝐸(𝑡′/𝑡r))} . (4.16)

Die restlichen beiden Größen in Gl. (4.14) sind die im Vergleich zu [27] nun implizit über die

Feldstärke 𝐸(𝑡/𝑡r) zeitabhängigen Fourier-Koeffizienten

Ω(𝑝, 𝐸(𝑡′/𝑡r)) =
1

𝑇

∫︁ 𝑇

0

d𝑡′′ 𝜔(𝑝, 𝜈𝑡′′, 𝐸(𝑡′/𝑡r)) ,

𝐹𝑘(𝑝, 𝐸(𝑡′/𝑡r)) =
1

𝑇

∫︁ 𝑇

0

d𝑡′′ 𝑄(𝑝, 𝜈𝑡′′, 𝐸(𝑡′/𝑡r)) exp(2i𝑃 (𝑝, 𝜈𝑡′′, 𝐸(𝑡′/𝑡r)) + i𝑘𝜈𝑡′′).

(4.17)

Man sieht sofort, dass für den Grenzfall des abrupten Ein- und Ausschaltens (3.13) wieder Gl.

(4.3) folgt. In diesem Fall gilt für 𝑡i = 0 ≤ 𝑡′ ≤ 𝑡f = 𝑡f.t.

𝐹𝑘(𝑝, 𝐸0) = const.,

Ω(𝑝, 𝐸0) = const.,

𝑆(𝑝, 𝑡′, 𝐸0) = 0

(4.18)

und das Integral aus Gl. (4.12) ist trivial:

𝐼(𝑝, 𝑡) =
∞∑︁

𝑘=−∞

∫︁ 𝑡

0

d𝑡′ 𝐹𝑘(𝑝, 𝐸0) exp(i [2Ω(𝑝, 𝐸0)− 𝑘𝜈] 𝑡′)

=
∞∑︁

𝑘=−∞

i𝐹𝑘(𝑝, 𝐸0)
exp(−i [𝑘𝜈 − 2Ω(𝑝, 𝐸0)] 𝑡)− 1

𝑘𝜈 − 2Ω(𝑝, 𝐸0)
.

(4.19)

Der Beitrag der Funktion 𝑆(𝑝, 𝑡′, 𝐸(𝑡′/𝑡r)) ist aufgrund von Gl. (4.15) vor allem von Bedeutung,

wenn sich die Amplitude 𝐸(𝑡/𝑡r) in einem Zeitintervall stark ändert. In Anhang A.2 wird

gezeigt, dass die Abschätzung

|𝑆(𝑝, 𝑡, 𝐸(𝑡/𝑡r))| ≤
2

𝜈2𝑡r
|𝐸 ′(𝑡/𝑡r)|

∞∑︁
𝑘=1

1

𝑘2
|𝐶 ′

𝑘(𝑝, 𝐸(𝑡/𝑡r))|+𝒪
(︀
𝑡−2
r

)︀
(4.20)
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durchgeführt werden kann. Dabei bezeichnet

𝐶 ′
𝑘(𝑝, 𝐸(𝜏)) =

1

𝑇

∫︁ 𝑇

0

d𝑡

(︀
𝑒
𝜈
𝐸(𝜏)ℎ(𝜈𝑡)− 𝑝‖

)︀
𝑒
𝜈
ℎ(𝜈𝑡) ei𝑘𝜈𝑡

𝜔(𝑝, 𝜈𝑡, 𝐸(𝜏))
(4.21)

die Ableitung des Fourier-Koeffizienten 𝐶𝑘(𝑝, 𝐸(𝜏)) der Quasiteilchenenergie 𝜔(𝑝, 𝑡, 𝐸(𝜏)) nach

der Feldamplitude 𝐸.6 Eine mögliche Abschätzung der unendlichen Reihe in Gl. (4.20) wird in

Anhang A.2 vorgeschlagen. Ist 𝜏max = 𝑡max/𝑡r die Zeit, in welcher der erste Summand auf der

rechten Seite in der Ungleichung (4.20) maximal wird und definiert man 𝐶 ′
𝑘 = 𝐶𝑘/𝑚𝑒, so ergibt

sich unter der Vernachlässigung der quadratischen Ordnung in 1/𝑡r eine formale Bedingung,

ab wann die Funktion 𝑆(𝑝, 𝑡, 𝐸(𝑡/𝑡r)) vernachlässigt werden kann. Für

𝜈𝑡r ≫ 𝜈𝑡r,0 =
2𝑚𝑒

𝜈
|𝐸 ′(𝜏max)|

∞∑︁
𝑘=1

1

𝑘2

⃒⃒⃒
𝐶 ′

𝑘(𝑝, 𝐸(𝜏max))
⃒⃒⃒

(4.22)

gilt exp(2i𝑆) → 1 und aus Gl. (4.13) ergibt sich näherungsweise

𝐼𝑘(𝑝, 𝑡f) ≈
∫︁ 𝑡f

𝑡i

d𝑡′ 𝐹𝑘(𝑝, 𝐸(𝑡′/𝑡r)) exp

(︃
2i

∫︁ 𝑡′

𝑡i

d𝑡′′ Ω(𝑝, 𝐸(𝑡′′/𝑡r))− i𝑘𝜈𝑡′

)︃
. (4.23)

Dieser Ausdruck stellt eine plausible Verallgemeinerung von Gl. (4.3) dar. Die Bedingung

(4.22) hängt offenkundig vom Verhältnis 𝑚𝑒/𝜈 ab. Für die Paarerzeugung im Tunnelregime

mit 𝜈 ≪ 𝑚𝑒 sind mehr Periodendurchgänge des oszillierenden Anteils ℎ(𝜈𝑡) notwendig als im

Multi-Photonen-Regime mit 𝜈 & 𝑚𝑒, um Gl. (4.22) zu erfüllen. Außerdem hängt Bedingung

(4.22) davon ab, wie stark sich die Einhüllende zur Zeit 𝜏max ändert. Umso höher die Ableitun-

gen 𝐸 ′(𝜏) ausfallen, d.h. je abrupter sich die Einhüllende ändert, umso mehr Oszillationen des

periodischen Anteils ℎ(𝜈𝑡) sind notwendig, damit Gl. (4.23) eine adäquate Näherung darstellt.

Für 𝐸 ′(𝜏max) → ∞ wäre sie ausgeschlossen. Diese Problematik wird in Unterabschnitt 4.2.3

anhand der Diskussion des Super-Gauß-Profils deutlich.

Um ausgehend von der Näherung (4.23) das Verhalten der Residualteilchendichte 𝑓(𝑝, 𝑡∞) in

Abhängigkeit vom Zeitskalenparameter 𝑡r der Ein- und Ausschaltfunktion 𝐾(𝑡/𝑡r) zu untersu-

chen, wird in Gl. (4.23) die Substitutionen 𝑡′ = 𝑡r𝜏 und 𝑡′′ = 𝑡r𝜏
′ vorgenommen. Damit folgt

𝐼𝑘(𝑝, 𝜏f) = 𝑡r

∫︁ 𝜏f

𝜏i

d𝜏 𝐹𝑘(𝑝, 𝐸(𝜏)) exp

(︂
2i𝑚𝑒𝑡r

∫︁ 𝜏

𝜏i

d𝜏 ′ Ω̃(𝑝, 𝐸(𝜏 ′))− i𝑘𝜈𝑡r𝜏

)︂
= 𝐽𝑘(𝑝, 𝑡r) 𝑡r (4.24)

mit den dimensionslosen Größen 𝜏i = 𝑡i/𝑡r, 𝜏f = 𝑡f/𝑡r und Ω̃(𝑝, 𝐸(𝜏 ′)) = Ω(𝑝, 𝐸(𝜏 ′))/𝑚𝑒.

Nach den Gln. (4.1) und (4.12) folgt damit für Zeitskalenparameter 𝑡r ≫ 𝑡r,0 für die Residual-

6Siehe Gl. (A.7).
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teilchendichte

𝑓(𝑝, 𝑡∞) ≈ 1

2

⃒⃒⃒⃒
⃒

∞∑︁
𝑘=−∞

𝐽𝑘(𝑝, 𝑡r)

⃒⃒⃒⃒
⃒
2

𝑡2r . (4.25)

Unter der Berücksichtigung beliebiger Ein- und Ausschaltfunktionen 𝐾(𝑡/𝑡r) wird das Ver-

halten der Residualdichte 𝑓(𝑝, 𝑡∞) erzeugter Elektron-Positron-Paare in Abhängigkeit vom

Parameter 𝑡r zusätzlich durch das Betragsquadrat der Summe über alle Integrale

𝐽𝑘(𝑝, 𝑡r) =

∫︁ 𝜏f

𝜏i

d𝜏 𝐹𝑘(𝑝, 𝐸(𝜏)) exp
(︁
i𝑚𝑒𝑡r𝜑𝑘(𝑝, 𝜏)

)︁
(4.26)

modifiziert mit der dimensionslosen Phase

𝜑𝑘(𝑝, 𝜏) = 2

∫︁ 𝜏

𝜏i

d𝜏 ′ Ω̃(𝑝, 𝐸(𝜏 ′))− 𝑘𝜈

𝑚𝑒

𝜏. (4.27)

Der Zeitskalenparameter 𝑡r kommt im Integranden nur noch linear im Exponenten der Expo-

nentialfunktion vor als dimensionslose Größe 𝑚𝑒𝑡r. Für 𝑚𝑒𝑡r → ∞ oszilliert der Integrand so

stark, dass, je nach Feldkonfiguration, ab einem bestimmten Parameter 𝑡r,1 und für 𝑡r ≫ 𝑡r,1

nur Integrale 𝐼𝑘(𝑝, 𝑡r) beitragen, für die die zeitliche Ableitung der Phase 𝜑′
𝑘 (𝑝, 𝜏0) an einem

Punkt 𝜏i ≤ 𝜏0,𝑘 ≤ 𝜏f verschwindet. Jenseits des stationären Phasenpunktes heben sich die

Beiträge gegenseitig auf, siehe [40]. Dann ist der Wert des Integrals unter Anwendung der

Methode der stationären Phase in erster Ordnung durch den Wert des Fourier-Koeffizienten

𝐹𝑘(𝑝, 𝐸(𝜏0)) am stationären Phasenpunkt 𝜏0,𝑘 bestimmt. Unter dieser Vorgehensweise lassen

sich je nach gewählter Ein- und Ausschaltfunktion 𝐾(𝑡/𝑡r) Modifikationen zum Zeitverhalten

der Residualteilchendichte 𝑓(𝑝, 𝑡∞) im Vergleich zu Gl. (4.10) ableiten. Das hier nur skizzierte

Vorgehen wird im Folgenden anhand der in Kapitel 3 eingeführten symmetrischen Feldkonfi-

gurationen systematisch ausgeführt.

4.2 Auswertung für symmetrische Ein- und

Ausschaltfunktionen

4.2.1 Reduktion des Problems auf den Einschaltvorgang

Für den Fall symmetrischer Ein- und Ausschaltfunktionen, d.h. für

𝐸

(︂
𝜏i + 𝜏f

2
+ 𝜏

)︂
= 𝐸

(︂
𝜏i + 𝜏f

2
− 𝜏

)︂
,

𝐸 ′
(︂
𝜏i + 𝜏f

2
+ 𝜏

)︂
= −𝐸 ′

(︂
𝜏i + 𝜏f

2
− 𝜏

)︂ (4.28)
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lässt sich das Integral 𝐽𝑘(𝑝, 𝑡r) aus Gl. (4.26) weiter vereinfachen. Zunächst ergibt sich aus der

Definition von (4.17) und der Funktion 𝑄(𝑝, 𝑡, 𝐸(𝑡/𝑡r)), die durch Gl. (3.4) gegeben ist,

𝐹𝑘(𝑝, 𝐸(𝜏)) =
𝑒

𝜈𝑡r
𝐸 ′(𝜏)𝐵𝑘(𝑝, 𝐸(𝜏)) + i𝑒𝐸(𝜏)𝐴𝑘(𝑝, 𝐸(𝜏)) (4.29)

mit den Koeffizienten

𝐴𝑘(𝑝, 𝐸(𝜏)) =
i𝜖⊥
𝑇

∫︁ 𝑇

0

d𝑡′
ℎ′(𝜈𝑡′)

𝜔(𝑝, 𝑡′, 𝐸(𝜏))2
exp(2i𝑃 (𝑝, 𝜈𝑡′, 𝐸(𝜏)) + i𝑘𝜈𝑡′),

𝐵𝑘(𝑝, 𝐸(𝜏)) = −𝜖⊥
𝑇

∫︁ 𝑇

0

d𝑡′
ℎ(𝜈𝑡′)

𝜔(𝑝, 𝑡′, 𝐸(𝜏))2
exp(2i𝑃 (𝑝, 𝜈𝑡′, 𝐸(𝜏)) + i𝑘𝜈𝑡′).

(4.30)

Das Einsetzen von Gl. (4.29) in Gl. (4.26) liefert nach einigen Substitutionen und Umformun-

gen unter Verwendung der Relationen (4.28)

𝐽𝑘(𝑝, 𝑡r) = 2i
(︀
𝐽𝐴
𝑘 (𝑝, 𝑡r) + 𝐽𝐵

𝑘 (𝑝, 𝑡r)
)︀
exp

(︂
i𝑚𝑒𝑡r𝜑𝑘

(︂
𝑝,

𝜏i + 𝜏f
2

)︂)︂
(4.31)

mit den Integralen

𝐽𝐴
𝑘 (𝑝, 𝑡r) = 𝑒

∫︁ 𝜏i+𝜏f
2

𝜏i

d𝜏 𝐸(𝜏)𝐴𝑘(𝑝, 𝐸(𝜏)) cos (𝜅̃𝑘(𝜏)𝑚𝑒𝑡r) ,

𝐽𝐵
𝑘 (𝑝, 𝑡r) =

𝑒

𝜈𝑡r

∫︁ 𝜏i+𝜏f
2

𝜏i

d𝜏 𝐸 ′(𝜏)𝐵𝑘(𝑝, 𝐸(𝜏)) sin (𝜅̃𝑘(𝜏)𝑚𝑒𝑡r) .

(4.32)

Die modenabhängige Frequenz ist dabei in dimensionsloser Darstellung gegeben durch

𝜅̃𝑘(𝜏) ≡
(︂
𝜑𝑘(𝑝, 𝜏)− 𝜑𝑘

(︂
𝑝,

𝜏i + 𝜏f
2

)︂)︂
= −2

∫︁ 𝜏i+𝜏f
2

𝜏

d𝜏 ′ Ω̃(𝑝, 𝐸(𝜏 ′)) +
𝑘𝜈

𝑚𝑒

(︂
𝜏i + 𝜏f

2
− 𝜏

)︂
=

𝜅𝑘(𝜏)

𝑚𝑒

.

(4.33)

Die explizite Herleitung von Gl. (4.31) ist in Anhang A.2 ausführlicher dargestellt. Für den

Fall des abrupten Ein- und Ausschaltens (3.13) mit 𝑡r = 𝑡f.t. ergibt sich für die Phase

𝑚𝑒𝜑𝑘(𝑝, 𝜏) = (2Ω(𝑝, 𝐸0)− 𝑘𝜈) 𝜏. (4.34)
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Da die Ableitung der Feldamplitude 𝐸 ′(𝜏) für alle Zeiten verschwindet, folgt für den Beitrag

𝐽𝐵
𝑘 (𝑝, 𝑡f.t.) = 0 und es verbleibt mit (𝜏i + 𝜏f)/2 = 1/2 das Integral

𝐽𝑘(𝑝, 𝑡f.t.) = 2i exp

(︂
i [2Ω(𝑝, 𝐸0)− 𝑘𝜈]

𝑡f.t.
2

)︂
𝑒𝐸0𝐴𝑘(𝑝, 𝐸0)

·
∫︁ 1

2

0

d𝜏 cos

(︂
𝑡f.t. [2Ω(𝑝, 𝐸0)− 𝑘𝜈]

[︂
𝜏 − 1

2

]︂)︂
=− 𝑒𝐸0𝐴𝑘(𝑝, 𝐸0)

exp(−i [𝑘𝜈 − 2Ω(𝑝, 𝐸0)] 𝑡f.t.)− 1

𝑡f.t. (𝑘𝜈 − 2Ω(𝑝, 𝐸0))
.

(4.35)

Das Einsetzen von Gl. (4.35) in Gl. (4.25) mit i𝐹𝑘(𝑝, 𝐸0) = −𝑒𝐸0𝐴𝑘(𝑝, 𝐸0) ergibt wieder das

Ergebnis aus [27], festgehalten in Gl. (4.3).

Die Integrale aus Gl. (4.32) durchlaufen nur noch Zeiten 𝜏i ≤ 𝜏 ≤ (𝜏i + 𝜏f) /2. Wie für sym-

metrische Ein- und Ausschaltvorgänge nicht anders zu erwarten, reicht es daher aus, den

Einschaltvorgang isoliert bis zum Maximum 𝐸((𝜏i + 𝜏f) /2) = 𝐸0 zu betrachten. Da das In-

tegral 𝐽𝐵
𝑘 (𝑝, 𝑡r), wie in Gl. (4.32) festgehalten, gegenüber 𝐽𝐴

𝑘 (𝑝, 𝑡r) um den Faktor (𝜈𝑡r)
−1

unterdrückt ist und im Folgenden der Fall 𝜈𝑡r ≫ 1 betrachtet werden soll, wird im Weiteren

von ihm abgesehen. Es handelt sich dabei um den
”
unphysikalischen“ Beitrag des elektrischen

Feldes, das durch Gl. (3.2) gegeben ist. Er entsteht durch die spezifische Vorgabe des Vektorpo-

tentials nach Gl. (3.1), die notwendig ist, um die Fourier-Reihenentwicklungen durchführen zu

können. Prinzipiell kann der Beitrag durch das Integral 𝐽𝐵
𝑘 (𝑝, 𝑡r) auch mitgenommen werden,

indem analog zur Auswertung des Integrals 𝐽𝐴
𝑘 (𝑝, 𝑡r) vorgegangen wird. Diese ist Gegenstand

des folgenden Abschnitts 4.2.2.

4.2.2 Explizite Anwendung der Methode der stationären Phase

Wie in Abschnitt (4.1) angekündigt, kann in der Niederdichte-Näherung das Verhalten der

Residualteilchendichte 𝑓(𝑝, 𝑡∞) in Abhängigkeit vom Zeitskalenparameter 𝑡r der Ein- und Aus-

schaltfunktion 𝐾(𝑡/𝑡r) für den Fall 𝑚𝑒𝑡r → ∞ unter Anwendung der Methode der stationären

Phase bestimmt werden. Sie ist ein Spezialfall des Verfahrens des steilsten Anstieges (
”
Method

of Steepest Descents“) zur asymptotischen Auswertung exponentieller Integrale und wird zum

Beispiel in [40] beschrieben. Ausgangspunkt ist das für 𝜈𝑡r ≫ 1 dominante Integral 𝐽𝐴
𝑘 (𝑝, 𝑡r)

aus Gl. (4.32). Der Integrand besteht aus einem oszillierenden Anteil und einer Einhüllenden

abhängig von der Feldstärke 𝐸(𝜏). Für genügend große Werte des Kontrollparameters 𝑚𝑒𝑡r

tragen aufgrund des stark oszillierenden Anteils nur die Koeffizienten 𝐴𝑘(𝑝, 𝐸(𝜏0,𝑘)) am sta-

tionären Phasenpunkt 𝜏0,𝑘 wesentlich zum Wert des Integrals bei. Als Erstes werden für das

Integrationsintervall 𝜏i ≤ 𝜏 ≤ (𝜏i+𝜏f)/2 die stationären Punkte 𝜏0,𝑘 der dimensionslosen Phase



4.2.2 Explizite Anwendung der Methode der stationären Phase 45

𝜑𝑘(𝑝, 𝜏), festgehalten in Gl. (4.27), bestimmt. Dies führt auf die Bedingung7

d𝜑𝑘(𝑝, 𝜏)

d𝜏

⃒⃒⃒⃒
⃒
𝜏=𝜏0,𝑘

= 2Ω̃(𝑝, 𝐸(𝜏0,𝑘))−
𝑘𝜈

𝑚𝑒

!
= 0. (4.36)

Während die Lage der stationären Phasenpunkte 𝜏0,𝑘 auf der Zeitachse abhängig ist vom

gewählten Ein- und Ausschaltvorgang, sind die resultierenden Feldstärken 𝐸𝜏0,𝑘 = 𝐸(𝜏0,𝑘)

davon unabhängig. Die Bedingung (4.36) lässt sich auch umformulieren als Bestimmungsglei-

chung für die Feldstärke 𝐸𝜏0,𝑘 :

2Ω̃
(︀
𝑝, 𝐸𝜏0,𝑘

)︀
− 𝑘

𝜒
= 0, (4.37)

und ist damit unabhängig von der konkreten Wahl der Funktion 𝐾(𝜏). Sind die Feldstärken

𝐸𝜏0,𝑘 einmal bestimmt, erhält man über die Umkehrfunktion 𝜏0,𝑘 = 𝐸−1
(︀
𝐸𝜏0,𝑘

)︀
oder implizit

über die Bedingung 𝐸𝜏0,𝑘 = 𝐸(𝜏0,𝑘) die stationären Phasenpunkte für beliebige Ein- und Aus-

schaltvorgänge. Für bezüglich der Feldamplitude 𝐸 monoton steigenden Koeffizienten Ω̃(𝑝, 𝐸)

folgt aus 0 ≤ 𝐸 ≤ 𝐸0 unmittelbar

𝑘min = ⌈2𝜒𝜖 (𝑝)⌉ ≤ 𝑘 ≤ 𝑘max =
⌊︁
2𝜒Ω̃(𝑝, 𝐸0)

⌋︁
, (4.38)

wobei 𝑘 ∈ N ist.8 Dabei bezeichnet ⌈𝑥⌉ die Aufrundungs- und ⌊𝑥⌋ die Abrundungsfunktion.

Das heißt, nur für 𝑘min ≤ 𝑘 ≤ 𝑘max kann Bedingung (4.37) erfüllt werden und es folgt im Zuge

der Stationäre-Phasen-Näherung für den (im Folgenden noch zu präzisierenden) Grenzfall

𝑚𝑒𝑡r → ∞

𝐼(𝑝, 𝜏f) ≈ 𝑡r

𝑘max∑︁
𝑘=𝑘min

𝐽𝑘(𝑝, 𝑡r) (4.39)

als endliche Summe. Die Beiträge, in denen die Phase 𝜑𝑘(𝑝, 𝜏) nicht stationär wird, tragen

für Bereiche, in denen die Amplitude 𝐸(𝜏) ungefähr konstant bleibt nach Gl. (4.35) höchstens

mit der Ordnung 𝒪(𝑡−1
r ) bei und können deshalb vernachlässigt werden. Im Allgemeinen ist

es natürlich möglich, dass für eine Mode 𝑘 mehrere Zeiten 𝜏
(𝑖)
0,𝑘 existieren, in denen 𝜑𝑘

(︁
𝑝, 𝜏

(𝑖)
0,𝑘

)︁
stationär ist. In diesem Fall muss für jede Mode 𝑘 zusätzlich über alle stationären Phasen-

punkte 𝜏
(𝑖)
0,𝑘 summiert werden. Im Folgenden werden jedoch gemäß der Abschnitte 3.3 bis 3.4

nur monoton steigende Einschaltvorgänge, 𝐸(𝜏1) ≤ 𝐸(𝜏2) für 𝜏1 ≤ 𝜏2 ≤ (𝜏i + 𝜏f)/2, betrachtet.

Dann existiert aufgrund der Monotonie von Ω̃(𝑝, 𝐸) für jedes 𝑘 nur ein einziger stationärer

Phasenpunkt 𝜏0,𝑘.

Davon ausgehend wird unter Anwendung der Methode der stationären Phase das Integral

7Vgl. insbesondere mit der Resonanzbedingung (4.7) für den Fall des abrupten Ein- und Ausschaltens.
8Das dies eine sinnvolle Annahme darstellt, wird in Abschnitt 5.1 gezeigt.
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𝐽𝐴
𝑘 (𝑝, 𝑡r) aus Gl. (4.32) ausgewertet. Für gegebenes 𝑘min ≤ 𝑘 ≤ 𝑘max wird zuerst die Pha-

se 𝜑𝑘(𝑝, 𝜏) am stationären Phasenpunkt 𝜏0,𝑘 bis zur ersten nicht verschwindenden Ordnung

𝜑
[𝑛𝑘]
𝑘 (𝑝, 𝜏0,𝑘) ̸= 0 mit 𝑛𝑘 ≥ 2 in eine Taylorreihe entwickelt:

𝜑𝑘(𝑝, 𝜏) ≈ 𝜑𝑘(𝑝, 𝜏0,𝑘) +
𝑠𝑘
𝑛𝑘!

⃒⃒⃒
𝜑
[𝑛𝑘]
𝑘 (𝑝, 𝜏0,𝑘)

⃒⃒⃒
(𝜏 − 𝜏0,𝑘)

𝑛𝑘 . (4.40)

Dabei kennzeichnet 𝑠𝑘 = sgn
(︁
𝜑
[𝑛𝑘]
𝑘 (𝑝, 𝜏0,𝑘)

)︁
das Vorzeichen der entsprechenden Ableitung.

Diese folgt aus Gl. (4.27) unmittelbar als

𝜑
[𝑛𝑘]
𝑘 (𝑝, 𝜏0,𝑘) = 2𝐸[𝑛𝑘−1](𝜏0,𝑘) Ω̃

′(︀𝑝, 𝐸𝜏0,𝑘

)︀
. (4.41)

Dabei ist

Ω′(𝑝, 𝐸(𝜏)) =
1

𝑇

∫︁ 𝑇

0

d𝑡

(︀
𝑒
𝜈
𝐸(𝜏)ℎ(𝜈𝑡)− 𝑝‖

)︀
𝑒
𝜈
ℎ(𝜈𝑡)

𝜔(𝑝, 𝜈𝑡, 𝐸(𝜏))
(4.42)

die Ableitung des Fourier-Koeffizienten Ω(𝑝, 𝐸(𝜏)) aus Gl. (4.17) nach der Feldamplitude 𝐸.

Damit hat Ω̃′(𝑝, 𝐸(𝜏)) = Ω′(𝑝, 𝐸(𝜏)) /𝑚𝑒 die Dimension 1/Energie2. Den Ausdruck (4.40)

setzt man in Gl. (4.32) ein und erhält näherungsweise

𝐽𝐴
𝑘 (𝑝, 𝑡r) ≈ 𝑒

∫︁ 𝜏i+𝜏f
2

𝜏i

d𝜏 𝐸(𝜏)𝐴𝑘(𝑝, 𝐸(𝜏)) cos

(︂
𝑚𝑒𝑡r

[︂
𝜅̃𝑘(𝜏0,𝑘) +

𝑠𝑘
𝑛𝑘!

⃒⃒⃒
𝜑
[𝑛𝑘]
𝑘 (𝑝, 𝜏0,𝑘)

⃒⃒⃒
(𝜏 − 𝜏0,𝑘)

𝑛𝑘

]︂)︂
.

(4.43)

Die Methode der stationären Phase besagt in nullter Ordnung, dass für⃒⃒⃒
𝜑
[𝑛𝑘]
𝑘 (𝑝, 𝜏0,𝑘)

⃒⃒⃒ 𝑚𝑒𝑡r
𝑛𝑘

→ ∞ (4.44)

der wesentliche Beitrag des stark oszillierenden Integrals 𝐽𝐴
𝑘 (𝑝, 𝑡r) durch die am stationären

Phasenpunkt 𝜏0,𝑘 ausgewertete Amplitude 𝐸(𝜏0,𝑘)𝐴𝑘(𝑝, 𝐸(𝜏0,𝑘)) gegeben ist. Daraus folgt nach

der Substitution 𝑦 =
(︁⃒⃒⃒
𝜑
[𝑛𝑘]
𝑘 (𝑝, 𝜏0,𝑘)

⃒⃒⃒
𝑚𝑒𝑡r/ 𝑛𝑘!

)︁1/𝑛𝑘

(𝜏 − 𝜏0,𝑘) die Näherung

𝐽𝐴
𝑘 (𝑝, 𝜏f) ≈ 𝑒𝐸(𝜏0,𝑘)𝐴𝑘(𝑝, 𝐸(𝜏0,𝑘)) (𝑛𝑘!)

1/𝑛𝑘

(︁⃒⃒⃒
𝜑
[𝑛𝑘]
𝑘 (𝑝, 𝜏0,𝑘)

⃒⃒⃒
𝑚𝑒𝑡r

)︁−1/𝑛𝑘

·
∫︁ ∞

−∞
d𝑦 cos(𝑚𝑒𝑡r [𝜅̃𝑘(𝜏0,𝑘) + 𝑠𝑘𝑦

𝑛𝑘 ])
(4.45)
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Das verbleibende Integral lässt sich unter Verwendung der Relationen∫︁ ∞

−∞
d𝑦 cos(𝑦𝑛𝑘) = 2 cos

(︂
𝜋

2𝑛𝑘

)︂
Γ

(︂
𝑛𝑘 + 1

𝑛𝑘

)︂
,∫︁ ∞

−∞
d𝑦 sin(𝑦𝑛𝑘) = (1 + (−1)𝑛𝑘) sin

(︂
𝜋

2𝑛𝑘

)︂
Γ

(︂
𝑛𝑘 + 1

𝑛𝑘

)︂ (4.46)

auswerten. Die Herleitung dieser erfolgt in Anhang A.4. Man beachte, dass für den Fall 𝜏0,ℓ =

(𝜏i + 𝜏f)/2 und damit am Rand des Integrationsintervalls nur die halbe Umgebung um den

stationären Phasenpunkt 𝜏0,ℓ zum Wert des Integrals beiträgt:

𝐽𝐴
ℓ

(︀
𝑝(ℓ), 𝑡r

)︀
→ 1

2
𝐽𝐴
ℓ

(︀
𝑝(ℓ), 𝑡r

)︀
. (4.47)

Um das Endergebnis kompakt darstellen zu können, ist es sinnvoll den Koeffizienten

Δ𝐴
𝑘 (𝑝, 𝑡r) ≡ exp

(︂
− i𝑘𝜈

2
[𝑡i + 𝑡f]

)︂
𝑒𝐸0𝐴𝑘

(︀
𝑝, 𝐸𝜏0,𝑘

)︀ (︁
2𝐸0Ω̃

′(︀𝑝, 𝐸𝜏0,𝑘

)︀)︁−1/𝑛𝑘

· Γ
(︂
𝑛𝑘 + 1

𝑛𝑘

)︂{︂
2 cos

(︂
𝜋

2𝑛𝑘

)︂
cos(𝜅𝑘(𝜏0,𝑘) 𝑡r)

−𝑠𝑘 {1 + (−1)𝑛𝑘} sin
(︂

𝜋

2𝑛𝑘

)︂
sin(𝜅𝑘(𝜏0,𝑘) 𝑡r)

}︂ (4.48)

mit der Dimension einer Energie zu definieren. Für 𝑇𝑘 = 2𝜋/𝜅𝑘(𝜏0,𝑘) gilt⃒⃒
Δ𝐴

𝑘 (𝑝, 𝑡r + 𝑇𝑘)
⃒⃒
=
⃒⃒
Δ𝐴

𝑘 (𝑝, 𝑡r)
⃒⃒
, (4.49)

und der Koeffizient Δ𝐴
𝑘 (𝑝, 𝑡r, 𝐸(𝜏0,𝑘)) ist bezüglich des Parameters 𝑡r nach oben und unten

beschränkt. Damit lässt sich der für 𝜈𝑡r ≫ 1 maßgebliche Anteil aus Gl. (4.45) nach Anwendung

der Methode der stationären Phase zusammenfassen als

𝐽𝐴
𝑘 (𝑝, 𝑡r) ≈ exp

(︂
i𝑘𝜈

2
[𝑡i + 𝑡f]

)︂(︂
𝑛𝑘!

|𝐾 [𝑛𝑘−1](𝜏0,𝑘)|𝑚𝑒

)︂1/𝑛𝑘

𝐾(𝜏0,𝑘)Δ
𝐴
𝑘 (𝑝, 𝑡r) 𝑡

−1/𝑛𝑘
r . (4.50)

Durch Einsetzen von Gl. (4.50) in die Gln. (4.32) und (4.25) ergibt sich für die Residualteil-

chendichte unter Berücksichtigung der Bedingungen (4.22) und (4.44) näherungsweise

𝑓(𝑝, 𝑡∞) ≈ 1

2

⃒⃒⃒⃒
⃒2i

𝑘max∑︁
𝑘=𝑘min

(︂
𝑛𝑘!

|𝐾 [𝑛𝑘−1](𝜏0,𝑘)|𝑚𝑒

)︂1/𝑛𝑘

𝐾(𝜏0,𝑘)Δ
𝐴
𝑘 (𝑝, 𝑡r) 𝑡

−1/𝑛𝑘
r +𝒪

(︂
1

𝑡r

)︂⃒⃒⃒⃒
⃒
2

𝑡2r

≈ 2

⃒⃒⃒⃒
⃒

𝑘max∑︁
𝑘=𝑘min

(︂
𝑛𝑘!

|𝐾 [𝑛𝑘−1](𝜏0,𝑘)|𝑚𝑒

)︂1/𝑛𝑘

𝐾(𝜏0,𝑘)Δ
𝐴
𝑘 (𝑝, 𝑡r) 𝑡

(1−1/𝑛𝑘)
r

⃒⃒⃒⃒
⃒
2

.

(4.51)
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Für den abrupten Ein- und Ausschaltvorgang mit konstanter Feldamplitude 𝐸0 gibt es nur

die Resonanzbedinung aus Gl. (4.7), die erfüllt werden kann. Für einen nicht abrupten Ein-

und Ausschaltvorgang treten mehrere Feldstärken 𝐸(𝜏) auf. Dadurch werden gemäß Gl. (4.36)

zusätzliche Modenbeiträge 𝑘min ≤ 𝑘 ≤ 𝑘max generiert. Betrachtet man in Gl. (4.51) den Ex-

ponenten des Zeitskalenparameters 𝑡r, so lässt sich die Aussage treffen, dass der Beitrag einer

angeregten Mode 𝑘 zur Residualteilchendichte mit dem Wert der ersten nicht verschwindenden

Ableitung 𝑛𝑘−1 der Einhüllenden am stationären Phasenpunkt steigt. Das bedeutet anschau-

lich, je länger das Feld mit einer Amplitude in unmittelbarer Umgebung der Feldstärke 𝐸(𝜏0,𝑘)

oszilliert, umso größer ist der Beitrag der entsprechenden Mode zur Paarproduktion.

Der Ausdruck (4.51) vereinfacht sich für den Fall, dass die Einhüllende 𝐾(𝜏) im Zeitintervall

𝜏i < 𝜏 < (𝜏i + 𝜏f)/2 streng monoton steigend ist. Dann gilt für die erste Ableitung 𝐸 ′(𝜏) > 0

und die erste nicht verschwindende Ordnung in Gl. (4.40) ist nach Gl. (4.41) 𝑛𝑘 = 2 mit

dem Vorzeichen 𝑠𝑘 = 1. Liegt der stationäre Phasenpunkt 𝜏0,ℓ = (𝜏i + 𝜏f)/2 genau auf dem

Maximum der Einhüllenden, ist 𝐸(𝜏0,ℓ) = 𝐸0, ℓ = 𝑘max = 2𝜒Ω̃
(︀
𝑝(ℓ), 𝐸0

)︀
und damit der in

[27] festgehaltene Resonanzfall 𝑝 = 𝑝(ℓ) aus Gl. (4.7) erfüllt. Die erste nicht verschwindende

Ordnung 𝑛ℓ ist dann abhängig von der gewählten Feldkonfiguration, aufgrund der Symme-

trie jedoch ungerade. Daher ist 𝑠ℓ = −1. Außerdem verschwindet die Frequenz 𝜅𝑘(𝜏0,ℓ). Der

entsprechende Koeffizient ist unter Berücksichtigung der Bedingung (4.47) gegeben durch

Δ𝐴
ℓ

(︀
𝑝(ℓ), 𝑡r

)︀
=− i𝐹ℓ

(︀
𝑝(ℓ), 𝐸0

)︀ (︁
2𝐸0Ω̃

′(︀𝑝(ℓ), 𝐸0

)︀)︁−1/𝑛ℓ

Γ

(︂
𝑛ℓ + 1

𝑛ℓ

)︂
cos

(︂
𝜋

2𝑛ℓ

)︂
· exp

(︂
− i𝑘𝜈

2
[𝑡i + 𝑡f]

)︂ (4.52)

und sein Betragsquadrat ist unabhängig vom Zeitskalenparameter 𝑡r:

⃒⃒
Δ𝐴

ℓ

(︀
𝑝(ℓ), 𝑡r

)︀⃒⃒2
=
⃒⃒
Δ𝐴

ℓ

(︀
𝑝(ℓ)

)︀⃒⃒2
=
⃒⃒
𝐹ℓ

(︀
𝑝(ℓ), 𝐸0

)︀⃒⃒2 (︁
2𝐸0Ω̃

′(︀𝑝(ℓ), 𝐸0

)︀)︁−2/𝑛ℓ

Γ

(︂
𝑛ℓ + 1

𝑛ℓ

)︂2

cos

(︂
𝜋

2𝑛ℓ

)︂2

=
⃒⃒
𝐹ℓ

(︀
𝑝(ℓ), 𝐸0

)︀⃒⃒2(︂
1− 2

𝑛ℓ

(︁
ln
[︁
2𝐸0Ω̃

′(︀𝑝(ℓ), 𝐸0

)︀]︁
+ 𝛾Euler

)︁
+𝒪

(︂
1

𝑛2
ℓ

)︂)︂
.

(4.53)

Dabei bezeichnet 𝛾Euler ≈ 0.577 die Euler-Mascheroni-Konstante. Insbesondere wird seine

Größenordnung in Analogie zum abrupten Ein- und Ausschaltvorgang durch den Fourier-

Koeffizienten 𝐹ℓ(𝑝, 𝐸0) aus Gl. (4.6) bestimmt.

Zusammenfassend folgt somit für den Nichtresonanzfall 𝑝 ̸= 𝑝(ℓ) in führender Ordnung eine

lineare Abhängigkeit vom Parameter 𝑡r

𝑓(𝑝, 𝑡∞) ≈ 4

𝑚𝑒

⃒⃒⃒⃒
⃒

𝑘max∑︁
𝑘=𝑘min

𝐾(𝜏0,𝑘)√︀
𝐾 ′(𝜏0,𝑘)

Δ𝐴
𝑘 (𝑝, 𝑡r)

⃒⃒⃒⃒
⃒
2

𝑡r. (4.54)
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Für den Resonanzfall 𝑝 = 𝑝(ℓ) ergibt sich je nach Größe der ersten nicht verschwindenden

Ableitung der Phase aus Gl. (4.41) mit 𝑛ℓ = 2𝑁 + 1 und 𝑁 ∈ N in führender Ordnung eine

𝑡
4/3
r - bis 𝑡2r -Abhängigkeit der Residualteilchendichte vom Skalenparameter. Allgemein tragen

gemäß

𝑓
(︀
𝑝(ℓ), 𝑡∞

)︀
≈ 2

⃒⃒⃒⃒
⃒
(︂

𝑛ℓ!

|𝐾 [𝑛ℓ−1](𝜏0,ℓ)|𝑚𝑒

)︂1/𝑛ℓ

Δ𝐴
ℓ

(︀
𝑝(ℓ), 𝑡r

)︀
𝑡(𝑛ℓ−2)/2𝑛ℓ
r

+

√︂
2

𝑚𝑒

ℓ−1∑︁
𝑘=𝑘min

𝐾(𝜏0,𝑘)√︀
𝐾 ′(𝜏0,𝑘)

Δ𝐴
𝑘

(︀
𝑝(ℓ), 𝑡r

)︀⃒⃒⃒⃒⃒
2

𝑡r.

(4.55)

auch die Nichtresonanzmoden 𝑘min ≤ 𝑘 ≤ 𝑘max zur Residualdichte bei. Für Ableitungen

𝐾 ′(𝜏0,𝑘) ≫ 1 und Ordnungen 𝑛ℓ ≫ 3 ist die führende Ordnung

𝑓
(︀
𝑝(ℓ), 𝑡∞

)︀
≈ 2

(︂
𝑛ℓ!

|𝐾 [𝑛ℓ−1](𝜏0,ℓ)|𝑚𝑒

)︂2/𝑛ℓ ⃒⃒
Δ𝐴

ℓ

(︀
𝑝(ℓ)

)︀⃒⃒2
𝑡
2
(︁
1− 1

𝑛ℓ

)︁
r (4.56)

dominant. Dies entspricht letztlich Funktionen 𝐾(𝜏), die in unmittelbarer Umgebung des Ma-

ximums bei 𝜏0,ℓ = (𝜏i + 𝜏f)/2 nur sehr langsam in hoher Ordnung 𝜏𝑛ℓ−1 abfallen, in größerer

Entfernung von 𝜏0,ℓ dafür umso schneller verschwinden, sodass𝐾 ′(𝜏0,𝑘) für 𝜏i ≤ 𝜏0,𝑘 < (𝜏i+𝜏f)/2

entsprechend groß wird. Anschaulich ergibt dies einen Ein- und Ausschaltvorgang mit (effek-

tivem) Flat-Top-Intervall 𝜏 efff.t., welches wesentlich größer ist als die (effektive) Ein- und Aus-

schaltzeit 𝜏 efframp. Entwickelt man die Einhüllende um die erste nicht verschwindende Ordnung

am Maximum bei 𝜏0,ℓ = (𝜏i + 𝜏f)/2, sodass

𝐾 (𝜏) ≈ 1 +
𝐾 [𝑛ℓ−1](𝜏0,ℓ)

(𝑛ℓ − 1)!
(𝜏0,ℓ − 𝜏)𝑛ℓ−1 , (4.57)

und definiert man die effektive Flat-Top-Zeit 𝜏 efff.t. in Analogie zu Abschnitt 3.3 und 3.4 durch

𝐾

(︂
𝜏0,ℓ −

𝜏 efff.t.
2

)︂
!
= 1− 𝜂f.t. (4.58)

mit 𝜂f.t. ≪ 1, so folgt aus den Gln. (4.57) und (4.58) mit 𝜏 efff.t. = 𝑡efff.t./𝑡r die Näherung

𝑡efff.t. ≈ 2

(︂
𝜂f.t.(𝑛ℓ − 1)!

|𝐾 [𝑛ℓ−1](𝜏0,ℓ)|

)︂1/(𝑛ℓ−1)

𝑡r (4.59)

Für 𝑛ℓ ≫ 1 gilt 1/(𝑛ℓ − 1) ≈ 1/𝑛ℓ und man kann(︂
𝑛ℓ!

|𝐾 [𝑛ℓ−1](𝜏0,ℓ)|

)︂2/𝑛ℓ

≈ (𝑡efff.t.)
2

4𝑡2r

(︂
𝑛ℓ

𝜂f.t.

)︂2/𝑛ℓ

=
(𝑡efff.t.)

2

4𝑡2r

(︂
1− 2

𝑛ℓ

ln

(︂
𝜂f.t.
𝑛ℓ

)︂)︂
+𝒪

(︀
𝑛−2
ℓ

)︀
(4.60)
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entwickleln. Wird außerdem berücksichtigt, dass

(𝑚𝑒𝑡r)
−2/𝑛ℓ = 1− 2 ln(𝑚𝑒𝑡r)

𝑛ℓ

+𝒪
(︀
𝑛−2
ℓ

)︀
(4.61)

gilt, so erhält man nach Einsetzen der Gln. (4.53), (4.60) und (4.61) in Gl. (4.56) für den

Resonanzfall 𝑝 = 𝑝(ℓ) in einer Entwicklung für große 𝑛ℓ ≫ 3

𝑓
(︀
𝑝(ℓ), 𝑡∞

)︀
≈ 1

2

⃒⃒
𝐹ℓ

(︀
𝑝(ℓ), 𝐸0

)︀⃒⃒2 (︀
𝑡efff.t.
)︀2(︂

1− 2

𝑛ℓ

(︂
ln

[︂
2
𝜂f.t.
𝑛ℓ

𝐸0Ω̃
′(︀𝑝(ℓ), 𝐸0

)︀
𝑚𝑒𝑡r

]︂
+ 𝛾Euler

)︂
+𝒪

(︀
𝑛−2
ℓ

)︀)︂
(4.62)

und damit in nullter Ordnung in 1/𝑛ℓ eine quadratische Zeitabhängigkeit der Residualdichte

𝑓
(︀
𝑝(ℓ), 𝑡∞

)︀
von der effektiven Flat-Top-Zeit 𝑡efff.t. analog zum Ergebnis für den abrupten Ein-

und Ausschaltvorgang in Gl. (4.9). In Anhang A.5 ist schematisch das Vorgehen für die Aus-

wertung der Gln. (4.54) bis (4.56) für eine beliebige streng monotone und symmetrische Ein-

und Ausschaltfunktion 𝐾(𝑡/𝑡r) festgehalten. In den folgenden Abschnitten werden anhand

der Feldkonfigurationen aus den Unterabschnitten 3.3 und 3.4 die bis hierhin sehr allgemein

gehaltenen Resultate konkret ausgewertet.

4.2.3 Verhalten der Residualdichte im Gauß- und Super-Gauß-Profil

(a) n=1 (b) n=2 (c) n=5

Abbildung 4.1: Darstellung der Bedingung (4.36) zur Bestimmung der stationären Pha-
senpunkte 𝜏0,𝑘 für das (Super-)Gauß-Profil (3.15) und unterschiedliche Exponenten 𝑛 im
Resonanzfall 𝑝 = 𝑝(ℓ). Feldparameter wie in Gl. (4.75) angegeben. Mit 𝑝‖,(ℓ)/𝑚𝑒 = 0 und
𝑝⊥,(ℓ) ≈ 0.07𝑚𝑒 ergibt sich ℓ = 𝑘max = 40 und 𝑘min = 29.

In diesem Abschnitt sollen die grundlegenden Resultate der Gln. (4.54) bis (4.62) konkret auf

das Gauß- bzw. Supergauß-Profil aus Unterabschnitt 3.3 angewendet werden. Die Einhüllende

erreicht ihr Maximum bei 𝜏0,ℓ = 0. Es ist noch darauf hinzuweisen, dass in Gl. (4.31) die Phase

𝜑𝑘(𝑝, 0) = 2

∫︁ 0

−∞
d𝜏 ′ Ω̃(𝑝, 𝐸(𝜏 ′)) (4.63)
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(a) n=1 (b) n=2 (c) n=5

Abbildung 4.2: Darstellung der Bedingung (4.36) zur Bestimmung der stationären Pha-
senpunkte 𝜏0,𝑘 für das (Super-)Gauß-Profil (3.15) und unterschiedliche Exponenten 𝑛 im
Nichtresonanzfall 𝑝 ̸= 𝑝(ℓ). Feldparameter wie in Gl. (4.75) angegeben. Mit 𝑝‖ = 0.5𝑚𝑒 und
𝑝⊥ = 0.3𝑚𝑒 ergibt sich 𝑘max = 42 und 𝑘min = 34.

(a) 𝑚𝑒𝑡r = 1 (b) 𝑚𝑒𝑡r = 450 (c) 𝑚𝑒𝑡r = 900

Abbildung 4.3: Darstellung des Integranden des ersten Integrals aus Gl. (4.32) in
Abhängigkeit des Kontrollparameters 𝑚𝑒𝑡r für das Super-Gauß-Profil (3.15) mit 𝑛 = 2
und für den Resonanzfall 𝑝‖,(ℓ)/𝑚𝑒 = 0 und 𝑝⊥,(ℓ) ≈ 0.3𝑚𝑒 mit ℓ = 40. Feldparameter wie
in Gl. (4.75) angegeben.

formal divergiert, da für den Koeffizienten

Ω̃(𝑝, 𝐸(𝜏 ′ → −∞)) ≈ 𝜖 (𝑝) ̸= 0 (4.64)

gilt. Diese ist jedoch unabhängig von der Modenzahl 𝑘 und kann entsprechend vor alle Summen

über 𝑘 gezogen werden. Damit verschwindet der divergente Ausdruck bei der Bildung des

Betragsquadrats zur Bestimmung der physikalisch relevanten Residualdichte 𝑓(𝑝, 𝑡∞) und ist

nicht von Bedeutung. In Gl. (4.51) wurde dieser Schritt bereits ausgeführt. Für die erste

Ableitung an den stationären Phasenpunkten 𝜏0,𝑘 < 0 ergibt sich nach Gl. (3.16) unmittelbar

𝐾 ′(𝜏0,𝑘) = −2𝑛 𝜏 2𝑛−1
0,𝑘 exp

(︀
−𝜏 2𝑛0,𝑘

)︀
> 0. (4.65)

Für den Resonanzfall 𝜏0,ℓ = 0 ist die erste nicht verschwindende Ordnung der Phase aus Gl.

(4.27) 𝑛ℓ = 2𝑛+ 1 mit

𝐾 [2𝑛](0) = − (2𝑛)! < 0. (4.66)
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Der relevante Koeffizient aus Gl. (4.48) ist für 𝑘 ̸= ℓ gegeben durch

Δ𝐴
𝑘 (𝑝, 𝑡r) = 𝑒𝐸0𝐴𝑘

(︀
𝑝, 𝐸𝜏0,𝑘

)︀√︃ 𝜋

4𝐸0Ω̃′
(︀
𝑝, 𝐸𝜏0,𝑘

)︀ (cos(𝜅𝑘(𝜏0,𝑘) 𝑡r)− sin(𝜅𝑘(𝜏0,𝑘) 𝑡r)) (4.67)

und aus Gl. (4.54) ergibt sich für den Nichtresonanzfall 𝑝 ̸= 𝑝(ℓ)

𝑓(𝑝, 𝑡∞) ≈ 2

𝑛𝑚𝑒

⃒⃒⃒⃒
⃒

𝑘max∑︁
𝑘=𝑘min

Δ𝐴
𝑘 (𝑝, 𝑡r) |𝜏0,𝑘|

(1−2𝑛)/2 exp

(︂
−
𝜏 2𝑛0,𝑘
2

)︂⃒⃒⃒⃒
⃒
2

𝑡r. (4.68)

Für die Resonanzmode 𝑘 = ℓ folgt entsprechend nach Gl. (4.52)

Δ𝐴
ℓ

(︀
𝑝(ℓ)

)︀
= −i𝐹ℓ

(︀
𝑝(ℓ), 𝐸0

)︀ (︁
2𝐸0Ω̃

′(︀𝑝(ℓ), 𝐸0

)︀)︁−1/(2𝑛+1)

Γ

(︂
2𝑛+ 2

2𝑛+ 1

)︂
cos

(︂
𝜋

4𝑛+ 2

)︂
. (4.69)

und der Resonanzfall 𝑝 = 𝑝(ℓ) ergibt sich aus Gl. (4.55) als

𝑓
(︀
𝑝(ℓ), 𝑡∞

)︀
≈ 2

⃒⃒⃒⃒
⃒
(︂
2𝑛+ 1

𝑚𝑒

)︂1/(2𝑛+1)

Δ𝐴
ℓ

(︀
𝑝(ℓ)

)︀
𝑡(2𝑛−1)/(4𝑛+2)
r

+

√︂
1

𝑛𝑚𝑒

ℓ−1∑︁
𝑘=𝑘min

Δ𝐴
𝑘 (𝑝, 𝑡r) |𝜏0,𝑘|

(1−2𝑛)/2 exp

(︂
−
𝜏 2𝑛0,𝑘
2

)︂⃒⃒⃒⃒
⃒
2

𝑡r.

(4.70)

Für 𝑛 ≫ 1 ist die führende Ordnung

𝑓
(︀
𝑝(ℓ), 𝑡∞

)︀
≈ 2

(︂
2𝑛+ 1

𝑚𝑒

)︂2/(2𝑛+1) ⃒⃒
Δ𝐴

ℓ

(︀
𝑝(ℓ)

)︀⃒⃒2
𝑡
2(1− 1

2𝑛+1)
r (4.71)

dominant. Entwickelt man

2𝑡r (2𝑛+ 1)1/(2𝑛+1) 𝑛→∞
= 2𝑡r

(︂
1 +

ln(2𝑛)

2𝑛
+𝒪

(︀
𝑛−2
)︀)︂

(4.72)

für große 𝑛, dann ergibt sich nach Definition der effektiven Flat-Top-Zeit in Gl. (3.18) und

ihrem asymptotischen Verhalten, siehe Gl. (3.19),

4𝑡2r (2𝑛+ 1)2/(2𝑛+1) = (𝑡efff.t.)
2

(︂
1− 1

𝑛
ln
(︁𝜂f.t.
2𝑛

)︁
+𝒪

(︀
𝑛−2
)︀)︂

. (4.73)

Damit erhält man für die Resonanz 𝑝 = 𝑝(ℓ) die Entwicklung der Residualteilchendichte für

𝑛 ≫ 1:

𝑓
(︀
𝑝(ℓ), 𝑡∞

)︀
≈1

2

⃒⃒
𝐹ℓ

(︀
𝑝(ℓ), 𝐸0

)︀⃒⃒2 (︀
𝑡efff.t.
)︀2(︂

1− 1

𝑛

(︁
ln
[︁𝜂f.t.
𝑛

𝐸0Ω̃
′(︀𝑝(ℓ), 𝐸0

)︀
𝑚𝑒𝑡r

]︁
+ 𝛾Euler

)︁
+𝒪

(︀
𝑛−2
)︀)︂

,

(4.74)
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und somit eine Bestätigung der allgemeinen Abschätzung aus Gl. (4.62) unter Berücksichtigung,

dass 𝑛ℓ = 2𝑛+1 ≈ 2𝑛 ist. Die Bedingung 𝑛 ≫ 1 entspricht nach Unterabschnitt 3.3 und Abb.

(3.3) gerade dem Fall 𝑡efff.t. ≫ 𝑡efframp. Die effektive Ein- bzw. Ausschaltzeit 𝑡efframp ist wesentlich

geringer als die effektive Flat-Top-Zeit 𝑡efff.t.. Dann erhält man in führender Ordnung das Er-

gebnis wie für den abrupten Ein- und Ausschaltvorgang aus Gl. (4.9).

Um die Ergebnisse zu veranschaulichen, werden in den Abbn. (4.2) bis (4.6) exemplarisch die

Feldparameter

𝐸0 = 0.1𝐸c, 𝐸0,2 = 0.05𝐸c, 𝐸0,3 = 0.01𝐸c,

𝜈 = 0.07𝑚𝑒, 𝜈2 = 0.49𝑚𝑒, 𝜈3 = 0.98𝑚𝑒

(4.75)

betrachtet.9 Die Bedingungsgleichung (4.36) zur Ermittlung aller stationären Phasenpunk-

te 𝜏0,𝑘 ist in den Abbn. (4.1) und (4.2) für die getroffene Parameterwahl (4.75) und un-

terschiedliche Exponenten 𝑛 der Konfiguration dargestellt. Dabei ist in Abb. 4.1 der Punkt

𝜏0,ℓ = 𝜏0,𝑘max = 0 stationärer Phasenpunkt. Der Resonanzfall 𝑝 = 𝑝(ℓ) aus Gl. (4.7) ist erfüllt.

Mit 𝑘min = 29 tragen in Form von Gl. (4.70) insgesamt zwölf Moden zur Residualdichte bei.

Für die Wahl des Impulses in Abb. (4.2) ist der Resonanzfall aus (4.7) nicht erfüllt. Alle sta-

tionären Phasenpunkte 𝜏0,𝑘 sind ungleich Null. Die Residualteilchendichte ist dann durch Gl.

(4.68) gegeben. Für die gewählten Feldparameter ergibt sich mit 𝑘min = 34 und 𝑘max = 42 eine

Anzahl von neun beitragenden Moden. In beiden Abbn. (4.1) und (4.2) ist erkennbar, dass

die Nichtresonanzmoden 𝜏0,𝑘 ̸= 0 für größer werdende Exponenten 𝑛 immer näher beieinander

liegen.

In der Abb. 4.3 wird für einen konkreten Resonanzfall 𝑝 = 𝑝(ℓ) veranschaulicht, dass für ent-

sprechend große Kontrollparameter 𝑚𝑒𝑡r tatsächlich nur die Umgebung um den stationären

Phasenpunkt 𝜏0,ℓ zum Wert des Integrals aus Gl. (4.32) beiträgt. Für größer werdende Parame-

ter 𝑚𝑒𝑡r treten jenseits des stationären Phasenpunktes immer stärker werdende Oszillationen

auf, die destruktiv interferieren.

In in Abb.(4.4) ist die für unterschiedliche Exponenten 𝑛 erzeugte Residualteilchendichte

𝑓(𝑝, 𝑡, 𝑡∞) im Impulsraum (𝑝⊥, 𝑝‖) dargestellt. Sie ist das Ergebnis der numerischen Integrati-

on der vollen quantenkinetischen Gleichung aus Gl. (2.60). Dabei zeigt sich, dass die Analyse

mit Hilfe der Niederdichte-Näherung aus Gl. (4.1) in Parameterbereichen unterdrückter Paa-

rerzeugung, das Verhalten der vollen Lösung sehr gut beschreibt.10 Dies ergibt zum Beisiel

der Vergleich der Größenordnungen der erzeugten Residualteilchendichten in Abb. 4.4 mit

den Ergebnissen aus Abb. (4.5) und Abb. (4.6) für 𝜈𝑡r = 10 · 2𝜋 bzw. 𝑚𝑒𝑡r ≈ 900. Dies

entspricht jeweils dem letzten Wert der für unterschiedliche Exponenten 𝑛 in Abhängigkeit

vom Skalenparameter 𝑡r dargestellten Residualdichten. Die grau und durchgängig unterlegten

9Zur Diskussion des Einflusses der Feldparameter in Zusammenhang mit der Ein- und Ausschaltfunktion auf
die Paarerzeugung siehe Kapitel 5.

10Vgl. Kapitel 5.
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(a) 𝑛 = 1 (b) 𝑛 = 2 (c) 𝑛 = 5

Abbildung 4.4: Darstellung der Residualdichte 𝑓
(︀
𝑝(ℓ), 𝑡∞

)︀
im Impulsraum (𝑝⊥, 𝑝‖) für

das (Super-)Gauß-Profil (3.15) und unterschiedliche Exponenten 𝑛. Für den Zeitskalenpa-
rameter wurde 𝜈𝑡r = 10 · 2𝜋 und damit 𝑚𝑒𝑡r ≈ 900 gewählt. Die Darstellung folgt der
vollständigen Lösung und ergibt sich aus der numerischen Integration von Gl. (2.60). Feld-
parameter wie in Gl. (4.75) angegeben.

Kurven folgen aus der numerischen Integration von Gl. (4.1) in der Niederdichte-Näherung.

Die darüber gelegten rot-gestrichelten Kurven stammen aus den entsprechenden Resultaten

der Stationäre-Phasen-Näherung. Es zeigt sich, dass diese mit den numerischen Ergebnisse für

entsprechend große Parameter 𝑚𝑒𝑡r sehr gut übereinstimmt.

In Abb. (4.5) ist der Resonanzfall 𝑝‖,(ℓ)/𝑚𝑒 = 0 und 𝑝⊥,(ℓ) ≈ 0.07𝑚𝑒 und in Abb. (4.6) der

Nichtresonanzfall 𝑝‖ = 0.5𝑚𝑒 und 𝑝⊥ = 0.3𝑚𝑒 dargestellt. Nach Gl. (4.71) ergibt sich für 𝑛 = 1

und 𝑝 = 𝑝(ℓ) in führender Ordnung eine 𝑡
4/3
r -Abhängigkeit. Damit unterscheidet sich der Reso-

nanzfall unwesentlich vom linearen Verhalten des Nichtresonanzfalles aus Gl. (4.68). Auch die

Moden 𝑘 ̸= ℓ tragen maßgeblich zur Residualdichte bei. Entsprechend sind die
”
Akkumulati-

onsschalen“ im Phasenraum kaum ausgeprägt, was in Abb. 4.4 deutlich erkennbar ist. Durch

die nicht zu vernachlässigenden Beiträge der Koeffizienten Δ𝐴
𝑘 (𝑝, 𝑡r) aus Gl. (4.67) ergibt sich

sowohl im Resonanzfall als auch im Nichtresonanzfall ein äußerst unregelmäßiges Verhalten

der Residualteilchendichte in Abhängigkeit von 𝑡r. Für 𝑛 = 2 folgt in führender Ordnung ei-

ne Proportionalität zu 𝑡
8/5
r und die Resonanzmode ℓ ist wesentlicher dominanter gegenüber

den anderen. Das Verhalten im Resonanzfall erscheint regelmäßiger als im Nichtresonanzfall.

Für 𝑛 = 5 ergibt sich eine 𝑡
20/11
r - und damit fast eine quadratische Abhängigkeit. Die ande-

ren 𝑘−Moden sind im Fall 𝑝 = 𝑝(ℓ) gegenüber der resonanten ℓ−Mode vernachlässigbar und

der wesentliche Beitrag ist durch das effektive Flat-Top-Intervall 𝑡efff.t. gemäß Gl. (4.74) gege-

ben. Die
”
Akkumulationsschalen“ im Phasenraum sind deutlich ausgeprägt. Zur Anschauung

sei erneut auf Abb. (4.4) verwiesen. Der Effekt wird noch dadurch verstärkt, dass die Re-

sidualteilchendichte im Nichtresonanzfall nach Gl. (4.68) in führender linearer Ordnung für

steigende Exponenten 𝑛 zusätzlich mit 1/𝑛 unterdrückt ist. Das lässt sich in Abb. 4.6 daran
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erkennen, dass das lineare Verhalten der Residualteilchendichte in Abhängigkeit von 𝑡r unter

Vernachlässigung der Oszillationsbeiträge für alle Exponenten 𝑛 fast identisch ist.11

Damit lässt sich festhalten, dass der maßgebliche Unterschied in Bezug auf die erzeugte Teil-

chendichte durch die Resonanzmoden ℓ für Impulse 𝑝 = 𝑝(ℓ) hervorgerufen wird. Für größere

Exponenten 𝑛 ≫ 1, was mit dem Fall 𝑡efff.t. ≫ 𝑡efframp korrespondiert, werden mehr Teilchen er-

zeugt als für kleine Ordnungen. Super-Gauß-Konfigurationen mit 𝑛𝑘 ≫ 1 sind effektiver bei

der Erzeugung von Elektron-Positron-Paaren als das einfache Gauß-Profil mit 𝑛 = 1 und zei-

gen aufgrund der dominanten Resonanzmode ℓ eine wesentlich regelmäßige Abhängigkeit vom

Skalenparameter 𝑡r.

Es ergibt sich jedoch für größer werdende 𝑛 eine maßgebliche Einschränkung für die Gültigkeit

der Näherungen (4.68) bis (4.74). Da die Ableitung der zeitabhängigen Feldamplitude 𝐸 ′(𝜏)

nach Gl. (3.16) linear mit 𝑛 skaliert, folgt daraus, dass dies für die Bedingung (4.22) der

Gültigkeit für die Stationäre-Phase-Näherung ebenfalls der Fall ist:

𝜈𝑡r,0 ≤
4𝑛𝑚𝑒𝐸0

𝜈
|𝜏max|2𝑛−1 exp

(︀
−𝜏 2𝑛max

)︀ ∞∑︁
𝑙=1

1

𝑙2

⃒⃒⃒
𝐶 ′

𝑙(𝑝, 𝐸(𝜏max))
⃒⃒⃒
. (4.76)

Anschaulich gesprochen bedeutet dies, dass der Ein- und Ausschaltvorgang charakterisiert

durch 𝑡efframp trotz der Bedingung 𝑡efff.t. ≫ 𝑡efframp nicht beliebig klein gemacht werden kann, ohne

die Näherung und damit das reguläre
(︀
𝑡efff.t.
)︀2
-Verhalten zu zerstören. Für 𝑡r ≤ 𝑡r,0 tragen

nach Gl. (4.12) auch zusätzliche Moden jenseits von 𝑘min ≤ 𝑘 ≤ 𝑘max zur Paarerzeugung

bei. Ihr Beitrag wird zunächst umso größer, je kleiner 𝑡r und damit umso kleiner die Ein- und

Ausschaltzeit 𝑡efframp wird. Dieses Verhalten ist in den Abbn. (4.5) bis (4.6) anhand der für kleine

𝑚𝑒𝑡r . 50 stark wachsenden und oszillierenden Residualteilchendichte 𝑓(𝑝, 𝑡∞) zu erkennen.

11Ganz im Gegensatz zum Resonanzfall in Abb. (4.6).
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(a) 𝑛 = 1

(b) 𝑛 = 2

(c) 𝑛 = 5

Abbildung 4.5: Darstellung der Residualdichte 𝑓
(︀
𝑝(ℓ), 𝑡∞

)︀
in Abhängigkeit vom Zeitska-

lenparameter 𝑡r für das (Super-)Gauß-Profil (3.15) und unterschiedliche Exponenten 𝑛 im
Resonanzfall 𝑝 = 𝑝(ℓ) mit 𝑝‖,(ℓ)/𝑚𝑒 = 0 und 𝑝⊥,(ℓ) ≈ 0.07𝑚𝑒. Die graue und durchgängig
unterlegte Kurve ergibt sich aus der numerischen Integration von Gl. (4.2). Die rote ge-
strichelte Linie kennzeichnet das Resultat der Stationäre-Phasen-Näherung (SPN). Links:
komplett, siehe Gl. (4.70). Rechts: in führender Ordnung, siehe Gl. (4.71). Die durchgängig
und dunkelblau gezeichneten Kurven ergeben sich in nullter Ordnung in 𝑛−1 aus Gl. (4.74).
Feldparameter wie in Gl. (4.75) angegeben. Aus Bedingung (4.36) folgt ℓ = 𝑘max = 40 und
𝑘min = 29.
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(a) 𝑛 = 1

(b) 𝑛 = 2

(c) 𝑛 = 5

Abbildung 4.6: Darstellung der Residualdichte 𝑓
(︀
𝑝(ℓ), 𝑡∞

)︀
in Abhängigkeit vom Zeitska-

lenparameter 𝑡r für das (Super-)Gauß-Profil (3.15) und unterschiedliche Exponenten 𝑛 im
Nichtresonanzfall 𝑝 ̸= 𝑝(ℓ) mit 𝑝‖ = 0.5𝑚𝑒 und 𝑝⊥ = 0.3𝑚𝑒. Die graue und durchgängig un-
terlegte Kurve ergibt sich aus der numerischen Integration von Gl. (4.2). Die rote gestrichel-
te Linie kennzeichnet das Resultat der Stationäre-Phasen-Näherung (SPN) aus Gl. (4.68).
Links: komplett. Rechts: unter Vernachlässigung der Oszillationsbeiträge in Gl. (4.67), d.h.
für 𝜅𝑘(𝜏0,𝑘) = 0. Feldparameter wie in Gl. (4.75) angegeben. Aus Bedingung (4.36) folgt
𝑘max = 42 und 𝑘min = 34.
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4.2.4 Verhalten der Residualdichte im Flat-Top-Profil

(a) Resonanzfall 𝑝 = 𝑝(ℓ) (b) Nichtresonanzfall 𝑝 ̸= 𝑝(ℓ)

Abbildung 4.7: Darstellung der Bedingung (4.36) zur Bestimmung der stationären Pha-
senpunkte 𝜏0,𝑘 für das Flat-Top-Profil (3.27) und die Wahl 𝜈𝑡f.t. = 0. Feldparameter wie
in Gl. (4.75) angegeben. Für den Resonanzfall mit 𝑝‖,(ℓ)/𝑚𝑒 = 0 und 𝑝⊥,(ℓ) ≈ 0.07𝑚𝑒 er-
gibt sich ℓ = 𝑘max = 40 und 𝑘min = 29. Für den Nichtresonanzfall mit 𝑝‖ = 0.5𝑚𝑒 und
𝑝⊥ = 0.3𝑚𝑒 folgt 𝑘max = 42 und 𝑘min = 34.

Im Folgenden wird die Näherung für die Residualteilchendichte 𝑓(𝑝, 𝑡∞), zu entnehmen aus den

Gln. (4.54) bis (4.62), exemplarisch für das Flat-Top-Profil aus Unterabschnitt 3.4 ausgewertet.

Entsprechend gilt für die Einschaltzeit 𝜏i = 0 und für die Ausschaltzeit 𝜏f = 𝜏pulse mit 𝜏pulse =

2+ 𝜏f.t.. Zunächst wird gezeigt, dass sich die Auswertung des allgemeinen Falls mit beliebigem

Flat-Top-Intervall 𝜏f.t. wesentlich reduzieren lässt auf den Fall 𝜏f.t. = 0. Da nach Definition

für das Intervall 1 ≤ 𝜏 ≤ 1 + 𝜏f.t. die Einhüllende 𝐾(𝜏) = 1 und damit konstant ist, folgt

für diesen Bereich bis auf einen zusätzlichen Phasenfaktor der Beitrag des abrupten Ein- und

Ausschaltvorgangs aus Gl. (4.3), der sich dann für beliebige Zeiten 𝜏f.t. einfach dazu addieren

lässt. Um dies zu sehen, spaltet man das erste Integral aus Gl. (4.32) in die beiden Intervalle

∫︁ 𝜏pulse
2

0

d𝜏 =

∫︁ 1

0

d𝜏 +

∫︁ 𝑡f.t.
2

1

d𝜏 (4.77)

auf.12 Für 𝐽𝐴
𝑘 (𝑝, 𝜏f) ergibt sich das Flat-Top-Integral nach der Substitution 𝜏 ′ = 𝜏 − 1 als

𝑒𝐸0𝐴𝑘(𝑝, 𝐸0)

∫︁ 𝜏f.t.
2

0

d𝜏 ′ cos
(︁
𝑡ramp [2Ω(𝑝, 𝐸0)− 𝑘𝜈]

[︁
𝜏 ′ − 𝜏f.t.

2

]︁)︁
=

𝑒𝐸0𝐴𝑘(𝑝, 𝐸0)

(2Ω(𝑝, 𝐸0)− 𝑘𝜈) 𝑡ramp

sin

(︂
[2Ω(𝑝, 𝐸0)− 𝑘𝜈]

𝑡f.t.
2

)︂
.

(4.78)

Das ist das gleiche Ergebnis wie für den abrupten Ein- und Ausschaltvorgang, siehe Gl. (4.35).

Da im Nichtresonanzfall 𝑘 ̸= ℓ der Flat-Top-Term (4.78) mit 𝑡−1
ramp skaliert, wird auch er

12Im Flat-Top-Bereich liefert das im Vergleich zu 𝐽𝐴
𝑘 (𝑝, 𝑡ramp) um den Faktor 𝜈𝑡r unterdrückte Integral

𝐽𝐵
𝑘 (𝑝, 𝑡ramp) keinen Beitrag, da die Ableitung der Feldamplitude 𝐸′(𝜏) für alle Zeiten verschwindet.
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gegenüber dem Einschalt-Term analog zu Gl. (4.51) konsequenterweise vernachlässigt.13 Nur

für den Resonanzfall 𝑘 = ℓ berücksichtigt man den zusätzlichen Beitrag

𝐽𝐴
ℓ

(︀
𝑝(ℓ), 𝑡ramp

)︀
→ 𝐽𝐴

ℓ

(︀
𝑝(ℓ), 𝑡ramp

)︀
− i𝐹ℓ

(︀
𝑝(ℓ), 𝐸0

)︀ 𝑡f.t.
2𝑡ramp

(4.79)

gegenüber dem Fall 𝑡f.t. = 0. Das Einschalt-Integral von 0 bis 1 kann dann wie in Unterab-

schnitt 4.2.2 über die Stationäre-Phasen-Näherung ausgewertet werden. Dabei führt der Flat-

Top-Parameter 𝜏f.t. zu weiteren Phasenverschiebungen. Die modenabhängige Frequenz aus Gl.

(4.33) ist für die Wahl 𝜏f.t. = 0 durch

𝜅𝑘(𝜏0,𝑘) = −2

∫︁ 1

𝜏0,𝑘

d𝜏 Ω(𝑝, 𝐸(𝜏)) + 𝑘𝜈 (1− 𝜏0,𝑘) (4.80)

gegeben und wird für den Fall 𝜏f.t. ̸= 0 verschoben um

𝜅𝑘(𝜏0,𝑘) → 𝜅𝑘(𝜏0,𝑘) + (𝑘𝜈 − 2Ω(𝑝, 𝐸0))
𝜏f.t.
2

. (4.81)

Zu dem ergibt sich aus Gl. (4.31) für 𝜏f.t. = 0

𝑚𝑒𝜑𝑘(𝑝, 1) = 2

∫︁ 1

0

d𝜏 Ω(𝑝, 𝐸(𝜏))− 𝑘𝜈. (4.82)

Für allgemeine Zeiten 𝜏f.t. ̸= 0 wird daraus

𝑚𝑒𝜑𝑘

(︁
𝑝, 1 +

𝜏f.t.
2

)︁
= 𝑚𝑒𝜑𝑘(𝑝, 1) + (2Ω(𝑝, 𝐸0)− 𝑘𝜈)

𝜏f.t.
2

. (4.83)

Aus Gl. (4.48) folgt damit für den Nichtresonanzfall 𝑘 ̸= ℓ

Δ𝐴
𝑘 (𝑝, 𝑡ramp, 𝑡f.t.) = 𝑒𝐸0𝐴𝑘

(︀
𝑝, 𝐸𝜏0,𝑘

)︀√︃ 𝜋

4𝐸0Ω̃′
(︀
𝑝, 𝐸𝜏0,𝑘

)︀exp(︂−i𝑘𝜈

[︂
𝑡ramp +

𝑡f.t.
2

]︂)︂
×
{︂
cos

(︂
𝜅𝑘(𝜏0,𝑘) 𝑡ramp + [𝑘𝜈 − 2Ω(𝑝, 𝐸0)]

𝑡f.t.
2

)︂
− sin

(︂
𝜅𝑘(𝜏0,𝑘) 𝑡ramp + [𝑘𝜈 − 2Ω(𝑝, 𝐸0)]

𝑡f.t.
2

)︂}︂
.

(4.84)

Da die stationären Phasenpunkte der Nichtresonanzmoden im Intervall 0 ≤ 𝜏0,𝑘 < 1 liegen,

folgt nach den Gln. (3.27) und (3.29) außerdem

𝐾(𝜏0,𝑘) = 𝐻 (𝜏0,𝑘) ,

𝐾 ′(𝜏0,𝑘) = 𝐻 ′ (𝜏0,𝑘) .
(4.85)

13Dies entspricht der Vernachlässigung der Oszillationsbeiträge 𝑌(ℓ) und 𝑍(ℓ) aus Gl. (4.9), die auch in [27, 28]
durchgeführt wird.
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(a) 𝜈𝑡f.t. = 0 (b) 𝜈𝑡f.t. = 2 · 2𝜋 (c) 𝜈𝑡f.t. = 5 · 2𝜋

Abbildung 4.8: Darstellung der Residualdichte 𝑓
(︀
𝑝(ℓ), 𝑡∞

)︀
im Impulsraum (𝑝⊥, 𝑝‖) für

das Flat-Top-Profil (3.27) und unterschiedliche Flat-Top-Zeiten 𝑡f.t.. Für die Ein- und Aus-
schaltzeit wurde 𝜈𝑡ramp = 10 · 2𝜋 und damit 𝑚𝑒𝑡ramp ≈ 900 gewählt. Die Darstellung folgt
der vollständigen Lösung und ergibt sich aus der numerischen Integration von Gl. (2.42).
Feldparameter wie in Gl. (4.75) angegeben.

Damit erhält man nach Gl. (4.54) für 𝑝 ̸= 𝑝(ℓ) als Näherung für die Residualteilchendichte

𝑓(𝑝, 𝑡∞) ≈ 4

𝑚𝑒

⃒⃒⃒⃒
⃒

𝑘max∑︁
𝑘=𝑘min

𝐻 (𝜏0,𝑘)√︀
𝐻 ′ (𝜏0,𝑘)

Δ𝐴
𝑘 (𝑝, 𝑡ramp, 𝑡f.t.)

⃒⃒⃒⃒
⃒
2

𝑡ramp (4.86)

und damit eine lineare Abhängigkeit von der Ein- bzw. Ausschaltzeit 𝑡ramp. Insbesondere führen

steigende Flat-Top-Zeiten 𝑡f.t. in diesem Fall unter Berücksichtigung von Gl. (4.84) zu keinem

kontinuierlichen Anstieg der Paarproduktion.

Für den Resonanzfall 𝑘 = ℓ ist die erste nicht verschwindende Ordnung asymptotisch. Man

muss also in Gl. (4.48) den Grenzfall 𝑛ℓ → ∞ betrachten und erhält nach Gl. (4.29)

Δ𝐴
ℓ

(︀
𝑝(ℓ), 𝑡ramp, 𝑡f.t.

)︀
= −i𝐹ℓ

(︀
𝑝(ℓ), 𝐸0

)︀
exp

(︂
−i𝑘𝜈

[︂
𝑡ramp +

𝑡f.t.
2

]︂)︂
. (4.87)

Zur Bestimmung des Beitrages der ersten nicht verschwindende Ableitung 𝐾 [∞](𝜏0,ℓ) nähert

man die Ein- und Ausschaltfunktion für den Fall 𝜏f.t. = 0 am Punkt 𝜏0,ℓ = 1 mit einem

Super-Gauß-Profil der Form

𝐾(𝜏) ≈ lim
𝑛ℓ→∞

e−(
𝜏−1
𝜎 )

(𝑛ℓ−1)

(4.88)

unter Verwendung der Definition für die effektive Flat-Top-Zeit 𝑡ramp
f.t. = 2𝜎𝑡ramp aus Gl. (3.31).
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Dann ist 𝐾 [∞](𝜏0,ℓ = 1) ≈ lim
𝑛ℓ→∞

(𝑛ℓ − 1)!/𝜎(𝑛ℓ−1) und man erhält näherungsweise

lim
𝑛ℓ→∞

(︂
𝑛ℓ!

|𝐾 [𝑛ℓ−1](𝜏0,ℓ)|𝑚𝑒

)︂1/𝑛ℓ

≈ 𝜎. (4.89)

Dies kann nur als eine asymptotische Näherung für 𝑚𝑒𝑡ramp → ∞ betrachtet werden, die jen-

seits des effektiven Flat-Top-Bereichs für 𝜏 ≤ 1 − 𝜎 keine gute Übereinstimmung mit dem

tatsächlichen Verlauf der Einhüllenden 𝐾(𝜏) zeigt. Insbesondere kann damit die Bedingung

(4.22) nicht adäquat angewendet werden. Für Frequenzen im Multi-Photonen-Bereich mit

𝑚𝑒 & 𝜈 bedarf es daher sehr vieler Oszillationen des periodischen Anteils ℎ(𝜈𝑡) bis 𝑚𝑒𝑡r ent-

sprechend groß ist und Gl. (4.89) eine gute Näherung darstellt. Insgesamt muss berücksichtigt

werden, dass die Wahl von 𝜎, ähnlich wie bei der Bestimmung des effektiven Flat-Top-Intervalls

in der Gauß- und Super-Gauß-Konfiguration, durch die willkürliche Setzung von 𝜂f.t. ≪ 1 eine

gewisse Spannbreite zulässt. Diese ist insofern unbedeutend, als dass für dominante Flat-Top-

Zeiten 𝑡f.t. ≫ 2𝜎𝑡ramp, wie im Folgenden zu sehen sein wird, das effektive Flat-Top-Intervall

𝑡ramp
f.t. ohnehin vernachlässigt werden kann. Außerdem muss an dieser Stelle betont werden, dass

die Beiträge der Nichtresonanzmoden unabhängig von der Wahl von 𝜎 sind und im Kontext

der Stationäre-Phasen-Näherung korrekt ausgewertet werden können.

Damit ergibt sich insgesamt für den Resonanzfall 𝑝 = 𝑝(ℓ) aus Gl. (4.55) unter Berücksichtung

des zusätzlichen Flat-Top-Beitrages aus Gl. (4.79)

𝑓(𝑝, 𝑡∞) ≈ 2

⃒⃒⃒⃒
i𝐹ℓ

(︀
𝑝(ℓ), 𝐸0

)︀(︂
𝜎 +

𝑡f.t.
2𝑡ramp

)︂
exp

(︂
−iℓ𝜈

[︂
𝑡ramp +

𝑡f.t.
2

]︂)︂
𝑡1/2ramp

−
√︂

2

𝑚𝑒

ℓ−1∑︁
𝑘=𝑘min

𝐻 (𝜏0,𝑘)√︀
𝐻 ′ (𝜏0,𝑘)

Δ𝐴
𝑘 (𝑝, 𝑡ramp, 𝑡f.t.)

⃒⃒⃒⃒
⃒
2

𝑡ramp.

(4.90)

Wie nach Gl. (4.92) für den Grenzfall 𝑛ℓ → ∞ nicht anders zu erwarten, erhält man schließlich

in führender Ordnung

𝑓(𝑝, 𝑡∞) ≈ 1

2

⃒⃒
𝐹ℓ

(︀
𝑝(ℓ), 𝐸0

)︀⃒⃒2 (︀
𝑡efff.t.
)︀2

=
1

2

⃒⃒
𝐹ℓ

(︀
𝑝(ℓ), 𝐸0

)︀⃒⃒2
(2𝜎𝑡ramp + 𝑡f.t.)

2 (4.91)

und damit eine quadratische Abhängigkeit der Residualteilchendichte 𝑓(𝑝, 𝑡∞) von der effek-

tiven Flat-Top-Zeit 𝑡efff.t. = 2𝜎𝑡ramp + 𝑡f.t.. Für 𝑡f.t. ≫ 2𝜎𝑡ramp ist der wesentliche Beitrag zur

Residualteilchendichte über die Gleichung

𝑓(𝑝, 𝑡∞) ≈ 1

2

⃒⃒
𝐹ℓ

(︀
𝑝(ℓ), 𝐸0

)︀⃒⃒2
𝑡2f.t. (4.92)

durch die reine Flat-Top-Zeit 𝑡f.t. bestimmt. Das bestätigt die Behauptung aus [27]. Die Flat-

Top-Zeit kann immer so groß gewählt werden, dass der Ein- und Ausschaltvorgang für die

Paarproduktion keine maßgebliche Rolle spielt und das Verhalten der durch das Flat-Top-Profil
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erzeugten Residualdichte in sehr guter Näherung durch den an sich physikalisch unrealistischen

Fall des abrupten Ein- und Ausschaltens aus Abschnitt 3.2 beschrieben werden kann. Da 𝜎

in jedem Fall wesentlich kleiner als Eins ist, kann für die Abschätzung dominanter Flat-Top-

Zeiten

𝑡f.t.
!

≥ 2𝑡ramp
(4.93)

als obere Grenze angesetzt werden.

Zur Illustration der Ergebnisse wurden die Feldparameter in den Abbn. (4.7) bis (4.10) gemäß

Gl. (4.75) festgelegt. In Abb. (4.7) ist für den Fall 𝑡f.t. = 0 die Bedingungsgleichung (4.36) zur

Bestimmung der stationären Phasenpunkte für den Resonanzfall 𝑝 = 𝑝(ℓ) und den Nichtre-

sonanzfall 𝑝 ̸= 𝑝(ℓ) dargestellt. Dabei sind die aktivierten Moden 𝑘min ≤ 𝑘 ≤ 𝑘max identisch

zum Gauß- bzw. Super-Gauß-Profil, wie der Vergleich mit den Abbn. (4.1) und (4.2) zeigt. Al-

lerdings unterscheidet sich die Lage der stationären Phasenpunkte 𝜏0,𝑘 auf der Zeitachse und

ihr Beitrag über die entsprechende Ableitung der Ein- und Ausschaltfunktion 𝐾 [𝑛𝑘−1](𝜏0,𝑘).

Im Resonanzfall für ℓ = 𝑘max = 40 liegt der stationäre Phasenpunkt auf dem Maximum der

Einhüllenden bei 𝜏0,ℓ = 1. Damit ist die Residualdichte näherungsweise durch Gl. (4.90) be-

stimmt und wächst für 𝑡f.t. = 0 in führender Ordnung gemäß Gl. (4.91) quadratisch mit der

Ein- und Ausschaltzeit 𝑡ramp. Für den Nichtresonanzfall gilt für alle stationären Phasenpunkte

𝜏0,𝑘 ̸= 1 und somit nach Gl. (4.86) lediglich eine lineare Abhängigkeit von 𝑓(𝑝, 𝑡∞) in Bezug

auf 𝑡ramp. Dennoch ist für den Fall 𝑡f.t. = 0 die
”
Akkumulationsschalenstruktur“ im Flat-Top-

Profil etwas stärker ausgeprägt als zum Beispiel im Gauß-Profil, wo der Beitrag der resonanten

ℓ-Mode gemäß 𝑡
4/3
r skaliert und sich damit vom linearen Nichtresonanzverhalten kaum unter-

scheidet. Dies zeigt der Vergleich von Abb. (4.8), wo die Residualteilchendichte im Impulsraum

(𝑝⊥, 𝑝‖) für 𝜈𝑡ramp = 10 · 2𝜋 und unterschiedliche Flat-Top-Zeiten 𝑡f.t. dargestellt ist, mit der

analogen Abb. (4.4) für das (Super-)Gauß-Profil. Allerdings heben sich auch im Flat-Top-Profil

die nichtresonanten Bereiche 𝑝 ̸= 𝑝(ℓ) erst für Flat-Top-Zeiten 𝑡f.t. ̸= 0 stärker von den nicht-

resonanten Bereichen ab. Während der Beitrag der Nichtresonanzmoden weiterhin lediglich

linear zu 𝑡𝑟𝑎𝑚𝑝 anwächst, steigen die Resonanzmoden quadratisch in Bezug auf das (effekti-

ve) Flat-Top-Intervall 𝑡efff.t. = 2𝜎𝑡ramp+ 𝑡f.t.. Mit der Wahl 𝜂f.t. = 1.5 ·10−2 folgt 𝜎 ≈ 0.185. Dann

ergibt sich für die Abschätzung der Gültigkeit von Gl. (4.92): 𝑡f.t. ≫ 0.37𝑡ramp, und für die

Wahl 𝜈𝑡ramp = 10 · 2𝜋 folgt entsprechend 𝜈𝑡f.t. ≫ 3.7 · 2𝜋. Nach [27] wird in Abschnitt (5.1) ge-

zeigt, dass für dominante Flat-Top-Zeiten die Halbwertsbreite (FWHM) der Schalen mit 1/𝑡f.t.

skaliert. Je größer die Flat-Top-Zeit gewählt wird, umso schmaler werden die Resonanzschalen

bei 𝑝 = 𝑝(ℓ).

In den Abbn. (4.9) und (4.10) ist die Stationäre-Phasen-Näherung der Gln. (4.86) bis (4.92)

für die Parameterwahl aus Gl. (4.75) in Abhängigkeit von der Ein- und Ausschaltzeit 𝑡ramp

und für unterschiedliche Flat-Top-Zeiten 𝑡f.t. dargestellt. In Analogie zum vorherigen Unterab-

schnitt 4.2.3 ist in der Abb. (4.9) der Resonanzfall 𝑝‖,(ℓ)/𝑚𝑒 = 0.0 und 𝑝⊥,(ℓ) = 0.07𝑚𝑒 und in
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Abb. (4.10) der Nichtresonanzfall 𝑝‖ = 0.5𝑚𝑒 und 𝑝⊥ = 0.03𝑚𝑒 festgehalten. Für das gewählte

Intervall 0 ≤ 𝑡ramp ≤ 10 · 2𝜋 zeigt sich in beiden Abbn., dass die Stationäre-Phasen-Näherung

das Verhalten der Residualdichte, das durch numerische Integration von Gl. (4.1) und unter

Ausnutzung von Gl. (4.10) erhalten wurde, für genügend große Parameter 𝑚𝑒𝑡r sehr gut be-

schreibt. Dies ist insbesondere für Flat-Top-Zeiten 𝑡f.t. ̸= 0 in Abb. (4.9) der Fall und damit

für stärker wachsende Teilchendichten.

Man erkennt, dass die Abhängigkeit von 𝑡ramp im Resonanzfall für alle Zeiten 𝑡f.t. aufgrund

der Resonanzmode ℓ wesentlich regelmäßiger verläuft als im Nichtresonanzfall. Das liegt an

den Oszillationsbeiträgen der Koeffizienten Δ𝐴
𝑘 (𝑝, 𝑡ramp, 𝑡f.t.) aus Gl. (4.84), welche die lineare

Abhängigkeit von 𝑡ramp für 𝑝 ̸= 𝑝(ℓ) maßgeblich modifizieren. Eine Vergrößerung des Flat-Top-

Bereiches führt dabei nur zu Phasenverschiebungen innerhalb der Koeffizienten und zu keinem

kontinuierlichen Anstieg der Residualteilchendichte. Daher kann, wie bereits erwähnt, für die

Flat-Top-Konfiguration das Flat-Top-Intervall stets so groß gewählt werden, dass der Ein-

und Ausschaltvorgang vernachlässigt werden kann. Die Ein- und Ausschaltzeit 𝑡ramp muss nur

so groß sein, dass die Bedingungen (4.22) und (4.44) der Stationäre-Phasen-Näherung erfüllt

sind. Sonst kann nicht ausgeschlossen werden, dass zusätzliche Modenbeiträge aus Gl. (4.26)

das reguläre 𝑡2f.t.-Verhalten überdecken. Dies ist in den Abbn. (4.9) und (4.10) für 𝑚𝑒𝑡ramp . 50

anhand der extrem steigenden und oszillierenden Residualteilchendichte zu erkennen.
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(a) 𝜈𝑡f.t. = 0

(b) 𝜈𝑡f.t. = 2 · 2𝜋

(c) 𝜈𝑡f.t. = 2 · 5𝜋

Abbildung 4.9: Darstellung der Residualdichte 𝑓
(︀
𝑝(ℓ), 𝑡∞

)︀
in Abhängigkeit von der Ein-

bzw. Ausschaltdauer 𝑡ramp für das Flat-Top-Profil (3.27) und unterschiedliche Flat-Top-
Zeiten 𝑡f.t. im Resonanzfall 𝑝 = 𝑝(ℓ) mit 𝑝‖,(ℓ)/𝑚𝑒 = 0 und 𝑝⊥,(ℓ) ≈ 0.07𝑚𝑒. Die graue
und durchgängig unterlegte Kurve ergibt sich aus der numerischen Integration von Gl.
(4.2). Die rote gestrichelte Linie kennzeichnet das Resultat der Stationäre-Phasen-Näherung
(SPN). Links: komplett, siehe Gl. (4.90). Rechts: in führender Ordnung, siehe Gl. (4.91).
Die durchgängig und dunkelblau gezeichneten Kurven ergeben sich in nullter Ordnung in
𝑛−1 aus Gl. (4.92). Feldparameter wie in Gl. (4.75) angegeben. Aus Bedingung (4.36) folgt
ℓ = 𝑘max = 40 und 𝑘min = 29.
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(a) 𝜈𝑡f.t. = 0

(b) 𝜈𝑡f.t. = 2 · 2𝜋

(c) 𝜈𝑡f.t. = 5 · 2𝜋

Abbildung 4.10: Darstellung der Residualdichte 𝑓
(︀
𝑝(ℓ), 𝑡∞

)︀
in Abhängigkeit von der Ein-

bzw. Ausschaltdauer 𝑡ramp für das Flat-Top-Profil (3.27) und unterschiedliche Flat-Top-
Zeiten 𝑡f.t. im Nichtresonanzfall 𝑝 ̸= 𝑝(ℓ) mit 𝑝‖ = 0.5𝑚𝑒 und 𝑝⊥ = 0.3𝑚𝑒. Die graue und
durchgängig unterlegte Kurve ergibt sich aus der numerischen Integration von Gl. (4.2). Die
rote gestrichelte Linie kennzeichnet das Resultat der Stationäre-Phasen-Näherung (SPN)
aus Gl. (4.86). Links: komplett. Rechts: unter Vernachlässigung der Oszillationsbeiträge in
Gl. (4.84), d.h. für 𝜅𝑘(𝜏0,𝑘) = 0 und exp(−i𝑘𝜈 [𝑡ramp + 𝑡f.t./2]) = 1. Feldparameter wie in
Gl. (4.75) angegeben. Aus Bedingung (4.36) folgt 𝑘max = 42 und 𝑘min = 34.



5 Der Einfluss der Ein- und

Ausschaltfunktion auf die

Residualdichte

5.1 Die Struktur der Residualdichte im Multi-Photonen-

und Tunnel-Regime

Aus dem vorherigen Kapitel 4 ergibt sich, dass die Struktur der Residualteilchendichte 𝑓(𝑝, 𝑡∞)

im Impulsraum in der Niederdichte-Näherung (4.1) maßgeblich durch die Resonanzbedingung

(4.36) gegeben ist, die als Verallgemeinerung von Gl. (4.7) für nicht abrupte Ein- und Aus-

schaltvorgänge angesehen werden kann. Unter der Grundannahme 𝑓(𝑝, 𝑡∞) ≪ 1 gibt sie die

Abhängigkeit der vollständigen Lösung aus Gl. (2.60) von den Feldparametern vermittelt über

die Näherungslösungen (4.54) bis Gl. (4.62) sehr gut wider. In der Parameterlandschaft rein

zeitabhängiger elektrischer Felder, die in Abb. (1.2) dargestellt ist, entspricht dies dem
”
Calm-

Valley“, in dem die Paarerzeugung stark unterdrückt ist. Die Gültigkeit der Niederdichte-

Näherung zeigt der Vergleich mit den Resultaten, die sich aus der vollständigen quantenkine-

tischen Gleichung (2.60) bzw. für die Flat-Top-Konfiguration aus der äquivalenten Gleichung

für die Bogoliubov-Koeffizienten 2.42 durch numerische Integration ergeben. Dies wird die

folgende Diskussion untermauern. Die Ergebnisse der Stationäre-Phasen-Näherung können

herangezogen werden, um die Abhängigkeit der Paarerzeugung im Multi-Photonen- und im

Tunnel-Regime von den Parametern der Ein- und Ausschaltfunktion adäquat zu beschreiben.

Als Erstes wird das Multi-Photonen-Regime, d.h. der Grenzfall 𝛾 ≫ 1 betrachtet.1 In Anhang

B wird gezeigt, dass in diesem Fall

Ω(𝑝, 𝐸(𝜏)) ≈ Ω(𝑝, 𝐸(0)) = 𝜖 (𝑝) (5.1)

folgt. Aus Gl. (4.38) lässt sich schlussfolgern, dass die Bedingung (4.36) somit nur für

𝑘min = 𝑘max = ℓ =
2

𝜈
𝜖
(︀
𝑝(ℓ)

)︀
(5.2)

1Zur Definition des Keldysh-Parameters siehe Gl. (1.10).
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(a) 𝑛 = 1 (b) 𝑛 = 5

Abbildung 5.1: Darstellung der Residualdichte 𝑓
(︀
𝑝(ℓ), 𝑡∞

)︀
in Abhängigkeit vom Zeits-

kalenparameter 𝑡r für das (Super-)Gauß-Profil (3.15) und unterschiedliche Exponenten
𝑛 = 1, 5 im Resonanzfall 𝑝 = 𝑝(ℓ) mit 𝑝‖,(ℓ)/𝑚𝑒 = 0 und 𝑝⊥,(ℓ) ≈ 0.75𝑚𝑒. Die graue
und durchgängig unterlegte Kurve ergibt sich aus der numerischen Integration von Gl.
(4.2). Die rote gestrichelte Linie kennzeichnet das Resultat der Stationäre-Phasen-Näherung
(SPN) aus Gl. (4.70). Die gewählten Feldparameter sind 𝐸0 = 0.05𝐸c und 𝜈 = 0.5𝑚𝑒 mit
𝐸0,2/𝐸c = 𝐸0,3/𝐸c = 0. Aus Bedingung (4.36) bzw. näherungsweise aus Gl. (5.2) folgt
ℓ = 𝑘max = 𝑘min = 5.

erfüllt werden kann. Insbesondere ergibt sich für den Nichtresonanzfall 𝑝 ̸= 𝑝(ℓ) gemäß Gl.

(4.54) kein Beitrag linear zum Zeitskalenparameter 𝑡r. Die Moden 𝑘 ̸= ℓ sind stark unterdrückt

und Beiträge zur Residualteilchendichte 𝑓(𝑝, 𝑡∞) maßgeblich durch die Resonanzmoden ℓ ≥⌈︀
2𝑚𝑒

𝜈

⌉︀
gemäß Gl. (4.56) gegeben. Dieses Verhalten ist exemplarisch für die Gauß- bzw- Super-

Gauß-Konfiguration in Abb. (5.1) für den Resonanzfall 𝑝‖,(ℓ)/𝑚𝑒 = 0 und 𝑝⊥,(ℓ) = 0.75𝑚𝑒

mit 𝛾 = 10 dargestellt. Für das Gauß-Profil mit 𝑛 = 1 ergibt sich für die Residualdichte die

charakteristische 𝑡
4/3
r -Abhängigkeit, während für 𝑛 = 5 eine Proportionalität zu 𝑡

20/11
r folgt.

Die Bedingung (5.2) lässt sich nach 𝑝(ℓ) umstellen, wodurch man

𝑝(ℓ) =

√︃(︂
ℓ𝜈

2

)︂2

−𝑚2
𝑒

(5.3)

erhält. Die Paarerzeugung wird, wie in Abschnitt 1.2 diskutiert, durch die Absorption von ℓ

virtuellen Feldphotonen der Energie 𝜈 dominiert.2 Im Impulsraum resultieren daraus ausge-

prägte
”
Akkumulationsschalen“. 3 Wie in Abb. (5.2) für 𝛾 = 10 und in Abb. (5.3) für 𝛾 = 7

jeweils für den Schnitt 𝑝‖/𝑚𝑒 = 0 dargestellt, treten diese unabhängig von der konkreten Feld-

konfiguration, insbesondere auch für das Gauß-Profil auf. Einzig die Höhe der Resonanzschalen

wird durch die Ein- und Ausschaltfunktion modifiziert. Die Parameter der Einschaltvorgänge

wurden so aufeinander abgestimmt, dass sich für das Super-Gauss-Profil im Grenzfall 𝑛 → ∞
als effektives Flat-Top-Intervall mit 𝑡efff.t. = 2𝑡r der gleiche Wert ergibt wie für den Flat-Top-

2Siehe insbesondere Gl. (1.11).
3Vgl. u.a. [26] und [15].
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Parameter 𝑡f.t. der Flat-Top-Konfiguration. Vergleicht man anhand dieser Wahl die über den

Impuls 𝑝⊥ senkrecht zur Feldrichtung abintegrierte Teilchendichte 𝑎𝑒−𝑒+(0) aus Gl. (2.57), so

steigt die Anzahl erzeugter Paare pro Fläche mit zunehmendem (effektiven) Flat-Top-Intervall.

Sie ist über den jeweiligen Darstellungen in den Abbn. (5.2) und (5.3) festgehalten. In Abb.

(5.2) ist sie für das Flat-Top-Profil in etwa um den Faktor vier und in Abb. (5.3) in etwa um

den Faktor fünf größer als für das Gauß-Profil.

Wesentlich komplexer ist die Impulsraumstruktur der Residualteilchendichte im Tunnel-Regime,

d.h. für 𝛾 ≤ 1. In Anhang B wird der Koeffizient Ω(𝜏, 𝐸(𝑝)) in Anlehnung an [27] für die Fälle

𝛼3 ≤ 𝛼2 = 0 und 𝛼3 ≤ 𝛼2 ≪ 1 betrachtet. Dies schließt den Effekt der dynamisch assistierten

Schwinger-Paarerzeugung mit ein, der ausführlich in Abschnitt 1.3 dargestellt wird. Außer-

dem wird für die folgende Betrachtung für den periodischen Anteil ℎ1(𝜈𝑡) = cos (𝑛𝑢𝑡) gewählt.

Davon ausgehend ergibt sich für die Grenzfälle 𝑝‖/𝑚𝑒 ≫ 𝐾(𝜏)/𝛾 oder 𝑝‖/𝑚 ≪ 𝐾(𝜏)/𝛾

(a) Gauß-Profil (b) Super-Gauß-Profil (c) Flat-Top-Profil

Abbildung 5.2: Darstellung der Residualteilchendichte 𝑓(𝑝⊥, 𝑡∞) für den Schnitt 𝑝‖/𝑚𝑒 =
0 für unterschiedliche Feldkonfigurationen. Für das Gauß- (𝑛 = 1) und Super-Gauß-Profil
(𝑛 = 5) wurde 𝜈𝑡r = 625 · 2𝜋 gewählt. Für das Flat-Top-Profil gilt 𝜈𝑡f.t. = 1250 · 2𝜋
mit 𝜈𝑡ramp = 125 · 2𝜋. Die Feldparameter sind 𝐸0 = 0.05𝐸c und 𝜈 = 0.5𝑚𝑒 mit
𝐸0,2/𝐸c = 𝐸0,3/𝐸c = 0. Dies entspricht der Paarerzeugung im Multi-Photonen-Regime.
Die das Impulsspektrum einhüllende Funktion (rote gestrichelte Linie) folgt aus Gl. (5.16).

näherungsweise4

Ω(𝑝, 𝐸(𝜏)) = Ω(𝑝, 𝐾(𝜏)) ≈ 2𝑚𝑒

𝜋

√︃
𝜖 (𝑝)2 +

(︂
𝐾(𝜏)

𝛾

)︂2

E2

(︂
𝐾(𝜏)

[𝛾𝜖 (𝑝)]2 +𝐾(𝜏)

)︂
(5.4)

mit der dimensionslosen Energie 𝜖 (𝑝) = 𝜖 (𝑝) /𝑚𝑒. Dabei bezeichnet E2(𝑥) das vollständige

elliptische Integral der zweiten Art mit E2(0) =
𝜋
2
≤ E2(𝑥) ≤ E2(1) = 1. Daraus folgt unmit-

4Da die Paarerzeugung im Allgemeinen nur für kleine Impulse 𝑝‖/𝑚 . 1 effektiv stattfindet und hier der
Grenzfall 𝛾−1 ≫ 1 interessiert, ist die zweite Bedingung auf jeden Fall erfüllt. Für 𝛾−1 ≪ 1 folgt außerdem
das Ergebnis für das Multi-Photonen-Regime aus Gl. (5.3).
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(a) Gauß-Profil (b) Super-Gauß-Profil (c) Flat-Top-Profil

Abbildung 5.3: Darstellung der Residualteilchendichte 𝑓(𝑝⊥, 𝑡∞) für den Schnitt 𝑝‖/𝑚𝑒 =
0 für unterschiedliche Feldkonfigurationen. Für das Gauß- (𝑛 = 1) und Super-Gauß-Profil
(𝑛 = 5) wurde 𝜈𝑡r = 125 · 2𝜋 gewählt. Für das Flat-Top-Profil gilt 𝜈𝑡f.t. = 250 · 2𝜋
mit 𝜈𝑡ramp = 25 · 2𝜋. Die Feldparameter sind 𝐸0 = 0.05𝐸c und 𝜈 = 0.35𝑚𝑒 mit
𝐸0,2/𝐸c = 𝐸0,3/𝐸c = 0. Dies entspricht der Paarerzeugung im Multi-Photonen-Regime.
Die das Impulsspektrum einhüllende Funktion (rote gestrichelte Linie) folgt aus Gl. (5.16).

telbar

𝑘min =

⌈︂
2𝑚𝑒

𝜈
𝜖 (𝑝)

⌉︂
,

𝑘max ≈
⌊︂
4𝑚𝑒

𝜋𝜈

(︂√︁
𝜖 (𝑝)2 + 𝛾−2

)︂
E2

(︂
1

[𝛾𝜖(𝑝)]2 + 1

)︂⌋︂
.

(5.5)

Beispielsweise folgt für die Wahl in Abb. (5.4) und Abb. (5.5) mit 𝛾 = 0.1 für 𝑝‖,(ℓ) = 0.0𝑚𝑒

und 𝑝⊥,(ℓ) ≈ 0.3𝑚𝑒 mit 𝑘min = 105 und ℓ = 𝑘max = ⌊650.99⌋ ≈ 651 dasselbe Ergebnis, das

man durch die numerische Integration des Koeffizienten Ω(𝑝, 𝐸(𝜏)) erhält. Das Einsetzen von

Gl. (5.4) in Gl. (4.36) liefert schließlich eine transzendente Gleichung zur Bestimmung der

stationären Phasenraumpunkte 𝜏0,𝑘 bzw. der entsprechenden Feldstärken 𝐸𝜏0,𝑘 .

Um die Feldparameterabhängigkeit der Anzahl der durch den Ein- und Ausschaltvorgang

angeregten Moden 𝑘min ≤ 𝑘 ≤ 𝑘max zu ermitteln, bietet es sich an die Differenz

𝑘max − 𝑘min ≈ 𝑘min

(︂
2

𝜋

(︂√︁
1 + (𝜖 (𝑝) 𝛾)−2

)︂
E2

(︂
1

[𝛾𝜖 (𝑝)]2 + 1

)︂
− 1

)︂
(5.6)

unter Vernachlässigung der Auf- bzw. Abrundungsfunktion zu betrachten. Da 𝑘min ∝ 𝑚𝑒/𝜈

und 𝛾−1 ∝ (𝐸0𝑚𝑒)/𝜈 gilt, erhöht sich die Anzahl der beitragenden Moden mit abnehmender

Frequenz 𝜈 und/oder zunehmender Feldstärke 𝐸0.
5 Für 𝛾 → 0 ergibt sich näherungsweise

𝑘max − 𝑘min ≈ 4

𝜋

𝑚𝑒

𝜈

1

𝛾
. (5.7)

Im Allgemeinen tragen daher im Tunnelregime für kleiner werdende Keldysh-Parameter 𝛾 im-

mer mehr Nichtresonanzmoden 𝑘 ̸= ℓ zur Residualteilchendichte 𝑓(𝑝, 𝑡∞) bei. Ihr Beitrag ist

5Für 𝛾 → ∞ ergibt sich wieder der Grenzfall der Multi-Photonen-Absorption aus (5.2).
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(a) 𝑛 = 1

(b) 𝑛 = 5

Abbildung 5.4: Darstellung der Residualdichte 𝑓
(︀
𝑝(ℓ), 𝑡∞

)︀
in Abhängigkeit vom Zeitska-

lenparameter 𝑡r für das (Super-)Gauß-Profil (3.15) und unterschiedliche Exponenten 𝑛 = 1, 5
im Resonanzfall 𝑝 = 𝑝(ℓ) mit 𝑝‖,(ℓ)/𝑚𝑒 = 0 und 𝑝⊥,(ℓ) ≈ 0.3𝑚𝑒. Die graue und durchgängig
unterlegte Kurve ergibt sich aus der numerischen Integration von Gl. (4.2). Die rote und
rechts gestrichelte Linie kennzeichnet das Resultat der Stationäre-Phasen-Näherung (SPN).
Links: komplett, siehe Gl. (4.70). Rechts: in führender Ordnung, siehe Gl. (4.71). Die
gewählten Feldparameter sind 𝐸0 = 0.2𝐸c und 𝜈 = 0.07𝑚𝑒 mit 𝐸0,2/𝐸c = 𝐸0,3/𝐸c = 0.
Aus Bedingung (4.36) folgt ℓ = 𝑘max = 651 und 𝑘min = 105.

gegeben durch Gl. (4.54) für 𝑝 ̸= 𝑝(ℓ) und durch Gl. (4.56) für den Resonanzfall 𝑝 = 𝑝(ℓ) und

verläuft in führender Ordnung unter Vernachlässigung der Oszillationsterme proportional zum

Zeitskalenparameter 𝑡r. Für Felder ohne ausgeprägtes Flat-Top-Intervall ergibt sich daraus ein

zunehmend komplexes Verhalten der Residualdichte 𝑓(𝑝, 𝑡∞) in Abhängigkeit von 𝑡r. Das lässt

sich anhand von Abb. (5.4) für den Fall des Gauß-Profils (𝑛 = 1) gut erkennen. Dort ist die

Abhängigkeit der Residualteilchendichte von 𝑡r für 𝛾 = 0.1 für einen Resonanzfall 𝑝 = 𝑝(ℓ)

dargestellt. Da sich im Gauß-Profil der Beitrag der Resonanzmode 𝑘 = ℓ nur unwesentlich von

den anderen angeregten Nichtresonanzmoden unterscheidet, tragen die Oszillationsbeiträge der

Koeffizienten Δ𝐴
𝑘 (𝑝, 𝑡r) aus Gl. (4.67) maßgeblich zur Teilchendichte bei. Für die in Abb. (5.4)

getroffene Parameterwahl ergibt sich mit 𝑘min = 105 ≤ 𝑘 ≤ ℓ = 𝑘max = 651 die Überlagerung

von insgesamt 546 Oszillationstermen. Entsprechend kompliziert fällt die Abhängigkeit vom

Skalenparameter 𝑡r aus.
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Für die Wahl 𝑛 = 5 erkennt man in Abb. 5.4 einen kontinuierlichen Anstieg der Residualteil-

chendichte proportional zu 𝑡
20/11
r . Für Felder mit ausgeprägtem (effektivem) Flat-Top-Intervall

spielen die Nichtresonanzbeiträge für genügend große Zeiten 𝑡efff.t. ≫ 𝑡efframp eine vernachlässigbare

Rolle. Die Resonanzmoden 𝑝 = 𝑝(ℓ) dominieren gemäß Gl. (4.62) das Verhalten der Residual-

teilchendichte im Phasenraum. Während die Nichtresonanzbeiträge bei 𝑝 ̸= 𝑝(ℓ) weiterhin in

führender Ordnung linear zu 𝑡r anwachsen, steigen die
”
Akkumulationsschalen“ bei 𝑝 = 𝑝(ℓ)

für 𝑛ℓ → ∞ quadratisch in Bezug auf das Flat-Top-Intervall 𝑡efff.t..

Im Gegensatz zum Multi-Photonen-Regime treten damit für Einschaltvorgänge ohne ausge-

prägten Flat-Top-Bereich mit 𝑛ℓ ≈ 3 keine scharfen Resonanzschalen bei 𝑝 = 𝑝(ℓ) auf.
6 Die

Resonanzbeiträge heben sich kaum von den Nichtresonanzbeiträgen ab. Dieses Verhalten ist

in Abb. (5.5) mit 𝛾 = 0.1 und in Abb. (5.6) mit 𝛾 ≈ 0.467 für das Gauß-Profil und den Schnitt

𝑝‖/𝑚𝑒 = 0 dargestellt.

(a) Gauß-Profil (b) Super-Gauß-Profil (c) Flat-Top-Profil

Abbildung 5.5: Darstellung der Residualteilchendichte 𝑓(𝑝⊥, 𝑡∞) für den Schnitt 𝑝‖/𝑚𝑒 =
0 für unterschiedliche Feldkonfigurationen. Für das Gauß- (𝑛 = 1) und Super-Gauß-Profil
(𝑛 = 5) wurde 𝜈𝑡r = 25 ·2𝜋 gewählt. Für das Flat-Top-Profil gilt 𝜈𝑡f.t. = 50 ·2𝜋 mit 𝜈𝑡ramp =
5 · 2𝜋. Die Feldparameter sind 𝐸0 = 0.2𝐸c und 𝜈 = 0.02𝑚𝑒 mit 𝐸0,2/𝐸c = 𝐸0,3/𝐸c = 0.
Dies entspricht der Paarerzeugung im Tunnel-Regime. Die das Impulsspektrum einhüllende
Funktion (rote gestrichelte Linie) folgt aus Gl. (5.16).

Für ein ausgeprägtes (effektives) Flat-Top-Intervall mit 𝑡efff.t. ≫ 2𝑡efframp kann die Struktur der

Teilchendichte damit in Analogie zu [27] und [28] näherungsweise durch

𝑓(𝑝, 𝜙, 𝑡∞) ≈ 1

2

∞∑︁
ℓ≥ℓmin

𝐹ℓ

(︀
𝑝(ℓ)(𝜙), 𝜙, 𝐸0

)︀ (︀
𝑡efff.t.
)︀2

S

(︃[︀
𝑝− 𝑝(ℓ)(𝜙)

]︀ dΩ(𝑝, 𝐸0)

d𝑝

⃒⃒⃒⃒
𝑝=𝑝(ℓ)(𝜙)

𝑡efff.t.

)︃
(5.8)

charakterisiert werden.7 Dabei bezeichnet −𝜋/2 ≤ 𝜙 ≤ 𝜋/2 den Winkel in der Impulsebene

𝑝2 = 𝑝2‖ + 𝑝2⊥ mit 𝑝‖ = 𝑝 sin (𝜙) und 𝑝⊥ = 𝑝 cos (𝜙) > 0. Das Impulsspektrum wird dominiert

durch die
”
Akkumulationsschalen“ bei 𝑝 = 𝑝(ℓ). Dies ist in den Abbn. (5.2), (5.3), (5.5), (5.6),

(5.7) und (5.8) für das Flat-Top-Profil mit 𝑡f.t. = 10 ·𝑡ramp festgehalten. Mit der unteren Grenze

6Dies ist vergleichbar mit den Bemerkungen und Abbildungen in [30]
7Die Abschätzung der Gültigkeitsbedingung folgt dabei den Überlegungen im Kontext von Gl. (4.93) aus dem
Unterabschnitt 4.2.4.
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(a) Gauß-Profil (b) Super-Gauß-Profil (c) Flat-Top-Profil

Abbildung 5.6: Darstellung der Residualteilchendichte 𝑓(𝑝⊥, 𝑡∞) für den Schnitt 𝑝‖/𝑚𝑒 =
0 für unterschiedliche Feldkonfigurationen. Für das Gauß- (𝑛 = 1) und Super-Gauß-Profil
(𝑛 = 5) wurde 𝜈𝑡r = 25 ·2𝜋 gewählt. Für das Flat-Top-Profil gilt 𝜈𝑡f.t. = 50 ·2𝜋 mit 𝜈𝑡ramp =
5 · 2𝜋. Die Feldparameter sind 𝐸0 = 0.15𝐸c und 𝜈 = 0.07𝑚𝑒 mit 𝐸0,2/𝐸c = 𝐸0,3/𝐸c = 0.
Dies entspricht der Paarerzeugung im Tunnel-Regime. Die das Impulsspektrum einhüllende
Funktion (rote gestrichelte Linie) folgt aus Gl. (5.16).

ℓmin = ⌈Ω(0, 𝐸0)⌉ ergibt sich unter der Näherung aus Gl. (5.5)

ℓ =
4𝑚

𝜋𝜈

(︂√︁
𝜖
(︀
𝑝(ℓ)

)︀2
+ 𝛾−2

)︂
E2

(︃
1[︀

𝛾𝜖
(︀
𝑝(ℓ)

)︀]︀2
+ 1

)︃
≥
⌈︂
4𝑚

𝜋𝜈

(︁√︀
1 + 𝛾−2

)︁
E2

(︂
1

𝛾2 + 1

)︂⌉︂
. (5.9)

Mit der Funktion S(𝑥) = sin(𝑥)2/𝑥2 folgt für die Halbwertsbreite (FWHM) um die Schale

𝑝 = 𝑝(ℓ)(𝜙) ein Verhalten

FWHM ∝

(︃
dΩ(𝑝, 𝐸0)

d𝑝

⃒⃒⃒⃒
𝑝=𝑝⊥,(ℓ)(𝜙)

𝑡efff.t.

)︃−1

. (5.10)

Das heißt mit zunehmender (effektiver) Flat-Top-Dauer werden die Schalen immer schmaler.

Für die Impulsraumstruktur der durch das Super-Gauß-Profil mit 𝑛 = 5 erzeugten Residualteil-

chendichte, festgehalten in den Abbn. (5.5) und (5.7), ergibt sich eine Art
”
Zwischenstruktur“

im Vergleich zur Gauß- und Flat-Top-Konfiguration. Wie in Abschnitt 3.3 und insbesondere

in Abb. (3.3) zu erkennen, entspricht die effektive Ein- und Ausschaltzeit 𝑡efframp ungefähr der

effektiven Flat-Top-Zeit 𝑡efff.t.. Die Impulsraumstruktur weicht vom Verhalten in (5.8) ab. Die

Resonanzschalen bei 𝑝 = 𝑝(ℓ) sind weniger stark ausgeprägt und steigen gemäß Gl. (4.71) nur

mit 𝑡
20/11
r .

Vergleicht man in den Abbn. (5.5) und (5.6) die Anzahl der erzeugten Paare 𝑎𝑒−𝑒+(0) pro

Fläche, so ist diese für das Flat-Top-Profil in beiden Abbildungen um den Faktor fünf größer

als für das Gauss-Profil. Auch im Tunnel-Regime zeigt sich, dass die Paarproduktion mit

zunehmendem Flat-Top-Intervall größer wird.
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5.2 Der Einfluss der Einhüllenden auf den dynamisch

assistierten Schwinger-Effekt

Die bisherigen Ergebnisse aus diesem und dem vorherigen Abschnitt 4.1 konnten die Resultate

aus [27] und [28] für Einschaltfunktionen mit (effektivem) Flat-Top-Intervall 𝑡efff.t. bestätigen. Die

entscheidenden Größen, die Auskunft über die Größenordnung erzeugter Elektron-Positron-

Paare geben, sind die Resonanzmoden 𝐹ℓ(𝑝, 𝑡, 𝐸0) aus Gl. (4.6). Sie bestimmen für streng

monotone Ein- und Ausschaltfunktionen 𝐾(𝑡/𝑡r) auch noch die führende Ordnung bezüglich

des Zeitskalenparameters 𝑡r, wenn gar kein oder zumindest kein ausgeprägtes Flat-Top-Intervall

vorhanden ist und die Residualteilchendichte von der quadratischen Abhängigkeit bezüglich

𝑡r abweicht und der lineare Beitrag der Nichtresonanzmoden berücksichtigt werden muss.

Dies soll im Folgenden für den bifrequenten Fall, d.h. für 𝐸0,3/𝐸c = 0 verdeutlicht wer-

den. Dies führt zu einer sehr allgemeinen Aussage bezüglich der Abhängigkeit bzw. vielmehr

Unabhängigkeit des nicht linearen Verstärkungseffektes im Zuge der dynamisch assistierten

Schwinger-Paarerzeugung in oszillierenden und bifrequenten Hintergrundfeldern.

Im Anhang von [28] wird gezeigt, dass die resonanten Fourier-Koeffizienten näherungsweise

durch

𝐹ℓ(𝑝, 𝐸0) ≈
2i

3
𝜈
∑︁
𝑙

Im

(︂
exp

[︂
2i

∫︁ 𝑡𝑙

0

d𝑡′ 𝜔(𝑝, 𝜈𝑡′, 𝐸0)

]︂)︂
(5.11)

gegeben sind. Dabei bezeichnen die Zeiten 𝑡𝑙 die komplexen Nullstellen der Funktion 𝜔(𝑝, 𝜈𝑡, 𝐸0)

aus Gl. 3.4 im Intervall 0 ≤ Re(𝑡𝑙) ≤ 𝑇/2 und für Im(𝑡𝑙) ≥ 0. Für den Fall 𝑝‖/𝑚𝑒 = 0 und

für 𝑁2 = 4𝑁 + 1 mit 𝑁 ∈ N erhält man den maßgeblichen Beitrag durch die Nullstelle

𝑡0 = ±𝑇/4 + i𝑥0/𝜈. Dabei folgt 𝑥0 aus der Bestimmungsgleichung

sinh(𝑥0) + 𝛼2 sinh(𝑁2𝑥0) = 𝛾

(︂
1 +

𝑝2⊥
𝑚2

𝑒

)︂1/2

. (5.12)

Das Einsetzen der dominanten Nullstelle 𝑡0 in Gl. (5.11) liefert schließlich die Näherung

⃒⃒
𝐹ℓ

(︀
𝑝‖ = 0, 𝑝⊥, 𝐸0

)︀⃒⃒2 ≈ 2

9
𝜈2
(︀
1− (−1)ℓ

)︀
ℰ(𝑝⊥) . (5.13)

mit der von der Resonanzmode ℓ unabhängigen Funktion

ℰ(𝑝⊥) = exp
(︁
−4

𝑚𝑒

𝜈
𝐺 (𝑝⊥)

)︁
. (5.14)
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Man erkennt, dass dann für gerade ℓ der Fourier-Koeffizient 𝐹ℓ

(︀
𝑝‖ = 0, 𝑝⊥, 𝐸0

)︀
verschwindet

und keinen Beitrag zur Paarerzeugung liefert. Die Funktion ℰ(𝑝⊥) hängt im Exponenten

𝐺(𝑝⊥) =

∫︁ 𝑥0

0

d𝑥

√︃
1 +

𝑝2⊥
𝑚2

𝑒

− 1

𝛾2
(sinh(𝑥) + 𝛼2 sinh(𝑁2𝑥))

2, (5.15)

von den entsprechenden Feldparametern 𝜈, 𝛾, 𝛼2 und 𝑁2 ab. Davon ausgehend lässt sich die in

[28] eingeführte spektrale Einhüllfunktion verallgemeinern. Unter ausschließlicher Berücksichtigung

der führenden Ordnung in 𝑡r, d.h. unter Verwendung von Gl. (4.56), ergibt sich mit

𝒲(𝑝⊥, 𝑡r, 𝑛ℓ) =
4

9
𝜈2ℰ(𝑝⊥)𝑚−2/𝑛ℓ

𝑒 𝒦(𝑝⊥, 𝑛ℓ) 𝑡
2
(︁
1− 1

𝑛ℓ

)︁
r (5.16)

die das Impulsspektrum einhüllende Funktion für einen beliebigen bis zum Zeitpunkt 𝜏0,ℓ =

(𝜏i + 𝜏f)/2 streng monoton steigenden Einschalt- und für 𝜏 > 𝜏0,ℓ streng monoton fallenden

Ausschaltvorgang. Sie besteht aus einem Faktor, der unabhängig ist von der konkreten Wahl

der Einhüllenden 𝐾(𝜏):

4

9
𝜈2ℰ(𝑝⊥) , (5.17)

und einem geometrieabhängigen Term, der das konkrete Skalenverhalten in Abhängigkeit vom

Zeitskalenparameter 𝑡r bestimmt:

𝑚−2/𝑛ℓ
𝑒 𝒦(𝑝⊥, 𝑛ℓ) 𝑡

2
(︁
1− 1

𝑛ℓ

)︁
r

(5.18)

mit

𝒦(𝑝⊥, 𝑛ℓ) = 2

(︃
𝑛ℓ!

2 |𝐾 [𝑛ℓ−1](𝜏0,ℓ)|𝐸0Ω̃′(𝑝⊥, 𝐸0)

)︃2/𝑛ℓ

Γ

(︂
𝑛ℓ + 1

𝑛ℓ

)︂2

cos

(︂
𝜋

2𝑛ℓ

)︂2

. (5.19)

Dabei ist 𝐾 [𝑛ℓ−1](𝜏0) mit ungeradem 𝑛ℓ ∈ N die erste nicht verschwindende Ableitung der

Ein- und Ausschaltfunktion am Maximum zur Zeit 𝜏0,ℓ. Unter Berücksichtigung von Gl. (4.59)

ergibt sich für den Grenzfall 𝑛ℓ → ∞

𝒲(𝑝⊥, 𝑡r, 𝑛ℓ → ∞) =
2

9
𝜈2ℰ(𝑝⊥)

(︀
𝑡efff.t.
)︀2

(5.20)

und damit das Ergebnis wie in [28]. Für das Gauß- bzw. Super-Gauß-Profil mit 𝑛ℓ = 2𝑛 + 1

erhält man entsprechend

𝒦(𝑝⊥, 𝑛) = 2

(︂
[2𝑛+ 1]

2𝐸0Ω̃′(𝑝⊥, 𝐸0)

)︂2/(2𝑛+1)

Γ

(︂
2𝑛+ 2

2𝑛+ 1

)︂2

cos

(︂
𝜋

4𝑛+ 2

)︂2

. (5.21)
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Für das einfache Gauß-Profil, d.h. für 𝑛 = 1 ergibt sich damit exemplarisch

𝒲G (𝑝⊥, 𝑡r, 𝑛 = 1) =
3

√︂
2

3
𝜈2ℰ(𝑝⊥) Γ

(︂
4

3

)︂2(︂
1

2𝑚𝑒𝐸0Ω̃′(𝑝⊥, 𝐸0)

)︂2/3

𝑡4/3r . (5.22)

Dass Gl. (5.16) offenbar eine gute Näherung für die Einhüllende des Impulsspektrum der vollen

Lösung aus Gl. (2.60) im entsprechenden Gültigkeitsbereich der Niederdichte-Näherung dar-

stellt, lässt sich anhand der bereits diskutierten Abbn. (5.2) und (5.3) für das Multi-Photonen-

Regime bzw. anhand der Abbn. (5.5) und (5.6) für das Tunnel-Regime erkennen. In diesen ist

die das Impulsspektrum einhüllende Funktion aus Gl. (5.16) in Form der rot gestrichelten Kur-

ve abgebildet. Die grau unterlegte Residualdichte folgt dabei aus der numerischen Integration

von Gl. (2.60) für das Gauß- und Super-Gauß-Profil und von Gl. (2.42) für das Flat-Top-Profil.

Man erkennt, dass die das Spektrum einhüllende Funktion mit steigender Ordnung 𝑛ℓ und da-

mit mit größer werdendem (effektivem) Flat-Top-Intervall 𝑡efff.t. gemäß Gl. (5.19) anwächst. Sie

ist für das Gauß-Profil bei festgehaltener Parameterwahl immer am kleinsten und für das Flat-

Top-Profil am größten. Da im Tunnelregime in Bezug auf das Gauß-Profil die Resonanzmoden

nicht dominieren, ist für 𝛾 ≤ 1 durch Gl. (5.22) eine gute Näherung für das exakte Impulss-

pektrum bei 𝑝‖/𝑚𝑒 = 0 gegeben.

(a) Gauß-Profil (b) Super-Gauß-Profil (c) Flat-Top-Profil

Abbildung 5.7: Darstellung der Residualteilchendichte 𝑓(𝑝⊥, 𝑡∞) für den Schnitt 𝑝‖/𝑚𝑒 =
0 für unterschiedliche Feldkonfigurationen. Für das Gauß- (𝑛 = 1) und Super-Gauß-Profil
(𝑛 = 5) wurde 𝜈𝑡r = 25 · 2𝜋 gewählt. Für die Flat-Top-Konfiguration 𝜈𝑡f.t. = 50 · 2𝜋 mit
𝜈𝑡ramp = 5·2𝜋. Die Parameter für das bifrequente Feld, d.h. für 𝐸0,3/𝐸c = 0, sind 𝐸0 = 0.2𝐸c

und 𝜈 = 0.02𝑚𝑒 für das starke, 𝐸0,2 = 0.05𝐸c und 𝜈2 = 0.5𝑚𝑒 für das schwache Feld. Dies
entspricht der Überlagerung eines Feldes aus dem Tunnel-Regime (Abb. (5.5)) mit einem
Feld aus dem Multi-Photonen-Regime (Abb. (5.2)). Die das Impulsspektrum einhüllende
Funktion (rote gestrichelte Linie) folgt aus Gl. (5.16).

Davon ausgehend soll der Einfluss der Ein- und Ausschaltfunktion auf den dynamisch as-

sistierten Schwinger-Effekt betrachtet werden. In den Abbn. (5.7) bis (5.8) ist jeweils die

Überlagerung eines Feldes aus dem Tunnelregime mit einem Feld aus dem Multi-Photonen-

Regime dargestellt. Dabei entspricht die Parameterwahl in Abb. (5.7) der Kombination der

Felder aus den Abbn. (5.2) und (5.5), während Abb. (5.8) die Superposition der Felder aus
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den Abbn. (5.2) und (5.5) umfasst. Betrachtet man die Anzahl erzeugter Paare 𝑎𝑒−𝑒+(0) pro

(a) Gauß-Profil (b) Super-Gauß-Profil (c) Flat-Top-Profil

Abbildung 5.8: Darstellung der Residualteilchendichte 𝑓(𝑝⊥, 𝑡∞) für den Schnitt 𝑝‖/𝑚𝑒 =
0 für unterschiedliche Feldkonfigurationen. Für das Gauß- (𝑛 = 1) und Super-Gauß-Profil
(𝑛 = 5) wurde 𝜈𝑡r = 25 · 2𝜋 gewählt. Für die Flat-Top-Konfiguration 𝜈𝑡f.t. = 50 · 2𝜋 mit
𝜈𝑡ramp = 5 · 2𝜋. Die Parameter für das bifrequente Feld, d.h. für 𝐸0,3/𝐸c = 0, sind 𝐸0 =
0.15𝐸c und 𝜈 = 0.07𝑚𝑒 für das starke, 𝐸0,2 = 0.05𝐸c und 𝜈2 = 0.35𝑚𝑒 für das schwache
Feld. Dies entspricht der Überlagerung eines Feldes aus dem Tunnel-Regime (Abb. (5.6))
mit einem Feld aus dem Multi-Photonen-Regime (Abb. (5.3)). Die das Impulsspektrum
einhüllende Funktion (rote gestrichelte Linie) folgt aus Gl. (5.16).

Fläche, so zeigt sich in beiden Fällen ein nichtlinearer Verstärkungseffekt, der die einfache Ad-

dition der Anzahldichten der einzelnen Felder um zwei bzw. drei Größenordnungen übersteigt.

Dies ist in Abb. (5.9) zusammenfassend dargestellt. Dabei liegt der Verstärkungsfaktor für alle

𝑎𝑒−𝑒+(0) /𝜆
2
c

Gauß Super-Gauß Flat-Top

1: 4 · 10−5 1 · 10−4 2 · 10−4

2: 5 · 10−8 1 · 10−7 2 · 10−7

1 + 2: 6 · 10−3 2 · 10−2 2 · 10−2

𝑎𝑒−𝑒+(0) /𝜆
2
c

Gauß Super-Gauß Flat-Top

1: 2 · 10−7 7 · 10−7 1 · 10−6

2: 1 · 10−11 3 · 10−11 5 · 10−11

1 + 2: 2 · 10−4 8 · 10−4 1 · 10−3

Abbildung 5.9: Auflistung der über den Impuls 𝑝⊥ abintegrierten Teilchendichte 𝑎𝑒−𝑒+(0)
aus Gl. (2.57) in Abhängigkeit verschiedener Feldparameter und Feldkonfigurationen. Für
das Gauß- (𝑛 = 1) und Super-Gauß-Profil (𝑛 = 5) wurde jeweils 𝜈𝑡r = 125 · 2𝜋 gewählt.
Für das Flat-Top-Profil gilt jeweils 𝜈𝑡f.t. = 250 · 2𝜋 mit 𝜈𝑡ramp = 25 · 2𝜋. Links: Feld 1 mit
𝐸0 = 0.2𝐸c, 𝜈 = 0.02𝑚𝑒 und Feld 2 mit 𝐸0,2 = 0.05𝐸c, 𝜈2 = 0.5𝑚𝑒. Rechts: Feld 1 mit
𝐸0 = 0.15𝐸c, 𝜈 = 0.07𝑚𝑒 und Feld 2 mit 𝐸0,2 = 0.05𝐸c, 𝜈2 = 0.35𝑚𝑒.

Konfigurationen in der gleichen Größenordnung. Nach den bisherigen Ergebnissen und den

Resultaten aus [27] und [28] resultiert der dynamisch assistierte Schwinger-Effekt aus einer

exponentiellen Verstärkung des Fourierkoeffizienten 𝐹ℓ(𝑝, 𝐸0) und damit für 𝑁2 = 4𝑁 + 1 der

Funktion ℰ(𝑝⊥) gemäß Gl. (5.15). In Bezug auf die spektrale Einhüllfunktion aus Gl. (5.16)

ist die Verstärkung damit maßgeblich durch den Faktor (5.17) bestimmt, der unabhängig ist

von der konkreten Ein- und Ausschaltfunktion 𝐾(𝜏). Für die Untersuchung des dynamisch

assistierten Schwinger-Effekts kann daher mit Fokus auf die Fourier-Koeffizienten 𝐹ℓ(𝑝, 𝐸0)
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vom konkreten Ein- und Ausschaltvorgang abgesehen werden. Deren Beitrag wird nach [28]

maßgeblich durch die imaginären Nullstellen der Quasiteilchenenergie 𝜔(𝑝, 𝜈𝑡, 𝐸0) bestimmt.



6 Numerische Resultate zum doppelt

assistierten Schwinger-Effekt

(a) (b)

Abbildung 6.1: Links: Darstellung der über den Impuls 𝑝⊥ abintegrierten Teilchendichte
𝑎𝑒−𝑒+(0) in Abhängigkeit des kombinierten Keldysh-Parameters 𝛾𝑘 = 𝛾𝑁2 für unterschied-
liche Kombinationen der Felder 1 bis 3 mit Feldstärken wie in Gl. (6.1) festgehalten. Die
Frequenz des ersten Feldes, 𝜈 = 0.07𝑚𝑒, und die des dritten Feldes, 𝜈3 = 0.98𝑚𝑒, sind fest.
Variiert wird die Frequenz des zweiten Feldes mit 𝜈2 = 𝑁2𝜈 und 1 ≤ 𝑁2 ≤ 14. Rechts:
Darstellung des aus Gl. (6.2) resultierenden Verstärkungsfaktors.

In diesem letzten Abschnitt soll der Frage nachgegangen werden, inwiefern der durch die

Überlagerung zweier Felder auftretende dynamisch assistierte Schwinger-Effekt durch die Hin-

zunahme eines dritten Feldes zusätzlich verstärkt werden kann. In [35] wird gezeigt, dass durch

die Hinzunahme eines einzelnen hochenergetischen Photons mit einer Energie im MeV-Bereich,

als Beispiel wird 𝜖𝛾 = 𝑚𝑒 angegeben, zusätzliche Verstärkungseffekte in Bezug auf die Paarer-

zeugungswahrscheinlichkeit 𝑃𝑒−𝑒+ auftreten. Dies ist wesentlich abhängig von der Feldstärke

des (näherungsweise) als zeitlich konstant angenommenen starken Feldes 𝐸0 und der Wahl der

Frequenz des Feldes aus dem Multi-Photonen-Regime mit der Feldstärke 𝐸0,2 < 𝐸0 und der

Frequenz 𝜈2 < 𝑚𝑒 im keV-Bereich. Die variierte Größe ist der kombinierte Keldysh-Parameter

aus Gl. (1.15). Nach [35] wird die Paarerzeugungswahrscheinlichkeit 𝑃𝑒−𝑒+ ungefähr ab einem

Wert von 𝛾k & |ln(𝐸0,2/𝐸0)| im Vergleich zu den Konfigurationen, wo mindestens einer der

aufgeführten Bestandteile fehlt, exponentiell verstärkt. In [35] wird daher der Ausdruck
”
dop-

pelt assistierter Schwinger-Effekt“ eingeführt.

Davon ausgehend soll in diesem Abschnitt für die Flat-Top-Konfiguration durch numerische
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(a) (b)

Abbildung 6.2: Darstellung wie in Abb. (6.1) jedoch mit 𝜈3 = 0.98𝑚𝑒 und 1 ≤ 𝑁2 ≤ 48.

Integration von Gl. (2.42) der Frage nachgegangen werden, ob ein zu [35] vergleichbarer

Verstärkungseffekt auch auftritt, wenn man statt eines hochenergetischen Photons ein drit-

tes Feld der Stärke 𝐸0,3 < 𝐸0,2 und der Frequenz 𝜈 ≈ 𝑚𝑒 hinzufügt und damit einen dritten

kohärenten Vielteilchenzustand. Zusätzlich wird das starke Feld mit 𝐸0 . 𝐸c und 𝜈 ≪ 𝑚𝑒

zeitabhängig gewählt. Der kombinierte Keldysh-Parameter wird wie in [35] aus der Feldstärke

𝐸0 des stärksten Feldes und der Frequenz 𝜈2 des mittleren Feldes gebildet und ergibt sich

damit als 𝛾𝑘 = 𝛾𝑁2. Ein zusätzlicher Verstärkungseffekt in Analogie zu [35] ist dabei aufgrund

des quasiklassischen Zugangs nicht unbedingt zu erwarten.1

Die Ergebnisse der Untersuchung sind exemplarisch in den folgenden Abbn. (6.1) bis (6.9)

dargestellt. Dabei wurden keine Verstärkungseffekte gefunden, die den
”
einfach“ assistierten

Schwinger-Effekt noch mal um mehrere Größenordnungen verstärken. Ähnlich wie in [23], wo

die Überlagerung eines niederfrequenten Sauter-Pulses mit einem hochfrequenten oszillieren-

den Hintergrundfeld untersucht wird, treten nur relativ kleine Verstärkungseffekte auf. Dies

ist insbesondere der Fall, wenn die durch die bifrequenten Felder erzeugte Teilchenzahl nicht

für eine der möglichen Kombinationen wesentlich größer ist als für die beiden anderen. Dafür

ist es insbesondere notwendig, dass sich die hochfrequenten Frequenzen 𝜈2 und 𝜈3 hinreichend

unterscheiden. Ansonsten dominiert aufgrund der Relation 𝐸0,2 ≥ 𝐸0,3 zusehends das zweite

Feld die Paarerzeugung. Das ist exemplarisch in den Abbn. (6.1) und (6.2) für den Vergleich

zwischen der Superposition des ersten und zweiten und des ersten und dritten Feldes zu er-

kennen.2 Es ist die für 𝑝‖/𝑚𝑒 = 0 über den Impuls 𝑝⊥ abintegrierte Teilchendichte 𝑎𝑒−𝑒+(0)

für unterschiedliche Frequenzen 𝜈2 des zweiten Feldes dargestellt. Dabei wird die Frequenz im

Intervall 𝜈 ≤ 𝜈2 ≤ 𝜈3 variiert und mit ihr der kombinierte Keldysh-Parameter 𝛾𝑘. In beiden

1Vgl. dazu auch Abschnitt (1.2).
2Die Darstellung der Kombination zwischen zweitem und dritten Feld wurde dabei zunächst außen vor gelas-
sen, da aufgrund der Forderung 𝑁2, 𝑁3 ∈ N die Zahl der erlaubten kombinierten Keldysh-Parameter stark
eingeschränkt wäre. Siehe Kapitel 3. In den Abbn. (6.4) und (6.8) ist jedoch zu erkennen, dass in den relevan-
ten Verstärkungsfällen die Kombination

”
2+3“ im Vergleich zu

”
1+2“ und

”
1+3“ bezüglich der erzeugten

Teilchendichte vernachlässigbar ist.
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(a) Feld 1 (b) Feld 2 (c) Feld 3

(d) Felder 1 + 2 (e) Felder 1 + 3 (f) Felder 2 + 3

(g) Felder 1 + 2 + 3

Feld 𝑎𝑒−𝑒+(0) /𝜆
2
c

1 3 · 10−11

2 8 · 10−8

3 1 · 10−8

1 + 2 2 · 10−5

1 + 3 1 · 10−4

2 + 3 2 · 10−5

1 + 2 + 3 9 · 10−4

Abbildung 6.3: Darstellung der Residualdichte 𝑓(𝑝, 𝑡∞) im Impulsraum für 𝑝‖/𝑚𝑒 = 0
und die möglichen Kombinationen dreier Felder. Die jeweiligen Feldstärken sind in Gl. (6.1)
festgehalten, die Frequenzen in Gl. (6.3). In der Tabelle ist die jeweils über den Impuls
𝑝⊥ abintegrierte Teilchendichte 𝑎𝑒−𝑒+(0) verzeichnet. Es wurden immer diesselben Zeiten
𝜈𝑡ramp = 5 · 2𝜋 und 𝜈𝑡f.t. = 50 · 2𝜋 mit Bezug auf das erste Feld gewählt.

Abbn. (6.1) und (6.2) gilt für die Feldstärken

Feld 1: 𝐸0 = 0.1𝐸c,

Feld 2: 𝐸0,2 = 0.05𝐸c,

Feld 3: 𝐸0,3 = 0.01𝐸c.

(6.1)

Für die Frequenz des ersten Feldes gilt jeweils 𝜈 < 𝑚𝑒/10 und für das dritte Feld 𝜈3 ≈ 𝑚𝑒.
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(a) Feld 1 (b) Feld 2 (c) Feld 3

(d) Felder 1 + 2 (e) Felder 1 + 3 (f) Felder 2 + 3

(g) Felder 1 + 2 + 3

Feld 𝑛𝑒−𝑒+/𝜆
3
c

1 6 · 10−10

2 8 · 10−7

3 3 · 10−7

1 + 2 1 · 10−3

1 + 3 1 · 10−3

2 + 3 2 · 10−4

1 + 2 + 3 1 · 10−2

Abbildung 6.4: Darstellung der Residualdichte 𝑓(𝑝, 𝑡∞) im Impulsraum (𝑝⊥, 𝑝‖) für die
möglichen Kombinationen dreier Felder. Feld- und Zeitskalenparameter wie in Abb. (6.3).
In der Tabelle ist die jeweils über den Impulsraum abintegrierte Teilchendichte 𝑛𝑒−𝑒+ fest-
gehalten.

Der Verstärkungsfaktor 𝑉𝑒−𝑒+
(︀
𝑝‖
)︀
ist definiert als

𝑉𝑒−𝑒+
(︀
𝑝‖
)︀
≡

𝑎𝑒−𝑒+
(︀
𝑝‖
)︀
[1 + 2 + 3]

𝑎𝑒−𝑒+
(︀
𝑝‖
)︀
[1 + 2] + 𝑎𝑒−𝑒+

(︀
𝑝‖
)︀
[1 + 3]

. (6.2)

Er kennzeichnet das Verhältnis der durch das trifrequente Feld erzeugten Anzahldichte zur

Summe der durch die bifrequenten Felder erzeugten Anzahldichte. Dabei ergibt sich für 𝑉𝑒−𝑒+

sowohl für 𝜈 = 0.07𝑚𝑒 als auch für 𝜈 = 0.02𝑚𝑒 eine komplizierte Abhängigkeit vom kombi-

nierten Keldysh-Parameter 𝛾𝑘 und damit von der Frequenz des zweiten Feldes 𝜈2. Dennoch

lässt sich aus dem Vergleich der beiden Abbn. (6.1) und (6.2) eine erste Abschätzung treffen.
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(a) Felder 1 + 2 (b) Felder 1 + 3 (c) Felder 1 + 2 + 3

Abbildung 6.5: Reskalierte Darstellung der Residualdichte 𝑓(𝑝, 𝑡∞) im Impulsraum
(𝑝⊥, 𝑝‖) für die Superposition der Felder

”
1 + 2“,

”
1 + 3“ und

”
1 + 2 + 3“ aus Abb. (6.4).

Kombination Verstärkungsfaktor

𝑛𝑒−𝑒+(1 + 2 + 3)/(
∑︀3

𝑖 𝑛𝑒−𝑒+(𝑖)) 9086

𝑛𝑒−𝑒+(1 + 2)/(𝑛𝑒−𝑒+(1) + 𝑛𝑒−𝑒+(2)) 1249

𝑛𝑒−𝑒+(1 + 3)/(𝑛𝑒−𝑒+(1) + 𝑛𝑒−𝑒+(3)) 3327

𝑛𝑒−𝑒+(2 + 3)/(𝑛𝑒−𝑒+(2) + 𝑛𝑒−𝑒+(3)) 181

Abbildung 6.6: Auflistung der Verstärkungsfaktoren in Bezug auf die Anzahldichte er-
zeugter Paare 𝑛𝑒−𝑒+ , die durch die verschiedenen Kombinationen der durch die Gln. (6.1)
und (6.3) charakterisierten Felder möglich sind. Die Parameter der Ein- und Ausschaltfunk-
tion sind 𝜈𝑡ramp = 5 · 2𝜋 und 𝜈𝑡f.t. = 50 · 2𝜋.

Die größten zusätzlichen Verstärkungseffekte treten offenbar in den Bereichen 3 ≤ 𝛾𝑘 ≤ 7 auf.

Daher ist für die Feldstärken (6.1) in den Abbn. (6.3) bis (6.5) der Fall

Feld 1: 𝜈 = 0.07𝑚𝑒,

Feld 2: 𝜈2 = 0.49𝑚𝑒,

Feld 3: 𝜈3 = 0.98𝑚𝑒

(6.3)

mit 𝛾𝑘 = 4.9 und in den Abbn. (6.7) bis (6.9) der Fall

Feld 1: 𝜈 = 0.02𝑚𝑒,

Feld 2: 𝜈2 = 0.48𝑚𝑒,

Feld 3: 𝜈3 = 0.96𝑚𝑒

(6.4)

mit 𝛾𝑘 = 4.8 festgehalten.

In der Abb. (6.3) ist die erzeugte Residualdichte 𝑓(𝑝, 𝑡∞) im Impulsraum für 𝑝‖/𝑚𝑒 = 0 und

alle möglichen Feldkombinationen dargestellt. Unter Hinzunahme der Tabelle in (6.3) ist zu
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(a) Feld 1 (b) Feld 2 (c) Feld 3

(d) Felder 1 + 2 (e) Felder 1 + 3 (f) Felder 2 + 3

(g) Felder 1 + 2 + 3

Feld 𝑎𝑒−𝑒+(0) /𝜆
2
c

1 3 · 10−11

2 3 · 10−7

3 5 · 10−8

1 + 2 8 · 10−5

1 + 3 8 · 10−5

2 + 3 8 · 10−5

1 + 2 + 3 2 · 10−3

Abbildung 6.7: Darstellung der Residualdichte 𝑓(𝑝, 𝑡∞) im Impulsraum für 𝑝‖/𝑚𝑒 = 0
und die möglichen Kombinationen dreier Felder. Die jeweiligen Feldstärken sind in Gl. (6.1)
festgehalten, die Frequenzen in Gl. (6.4). In der Tabelle ist die jeweils über den Impuls
𝑝⊥ abintegrierte Teilchendichte 𝑎𝑒−𝑒+(0) verzeichnet. Es wurden immer diesselben Zeiten
𝜈𝑡ramp = 5 · 2𝜋 und 𝜈𝑡f.t. = 50 · 2𝜋 mit Bezug auf das erste Feld gewählt.

erkennen, dass die Zahl erzeugter Teilchen durch die Kombination mehrerer Felder im Ver-

gleich zur Paarproduktion in einem Feld um mehrere Größenordnungen erhöht ist. Vergleicht

man die über 𝑝⊥ abintegierten Teilchendichten 𝑎𝑒−𝑒+(0), so erkennt man, dass für jeden bi-

frequenten Fall im Vergleich zu allen einzelnen mindestens zwei Größenordnungen liegen. Die

Anzahldichte ist im trifrequenten Fall noch einmal zusätzlich um etwa den Faktor zehn im Ver-

gleich zur Kombination zwischen erstem und drittem Feld verstärkt. Dieser Effekt bestätigt

sich, wenn man die vollständige Anzahldichte 𝑛𝑒−𝑒+ pro Volumen in Einheiten von 𝜆−3
c be-

trachtet. Diese wurde numerisch und damit näherungsweise für das Intervall 0 ≤ 𝑝⊥/𝑚𝑒 ≤ 1.5

und −1.5 ≤ 𝑝‖/𝑚𝑒 ≤ 1.5 bestimmt. Die Ergebnisse sind in der Tabelle in Abb. (6.4) festgehal-
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(a) Feld 1 (b) Feld 2 (c) Feld 3

(d) Felder 1 + 2 (e) Felder 1 + 3 (f) Felder 2 + 3

(g) Felder 1 + 2 + 3

Feld 𝑛𝑒−𝑒+/𝜆
3
c

1 3 · 10−10

2 3 · 10−6

3 1 · 10−6

1 + 2 2 · 10−3

1 + 3 1 · 10−3

2 + 3 6 · 10−4

1 + 2 + 3 1 · 10−2

Abbildung 6.8: Darstellung der Residualdichte 𝑓(𝑝, 𝑡∞) im Impulsraum (𝑝⊥, 𝑝‖) für die
möglichen Kombinationen dreier Felder. Feld- und Zeitskalenparameter wie in Abb. (6.7).
In der Tabelle ist die jeweils über den Impulsraum abintegrierte Teilchendichte 𝑛𝑒−𝑒+ fest-
gehalten.

ten. Daneben sind die Residualteichendichten 𝑓(𝑝, 𝑡∞) für alle möglichen Kombinationen im

entsprechenden Ausschnitt im Impulsraum (𝑝⊥, 𝑝‖) dargestellt. Hier kann man die in Kapitel

5 ausführlich diskutierte Abhängigkeit der Struktur der erzeugten Teilchendichte im Impuls-

raum vom entsprechenden Paarerzeugungsregime noch einmal sehr gut nachvollziehen. Für

den Fall der einzelnen Felder dominiert für die getroffene Parameterwahl die Multi-Photonen-

Absorption der hochfrequenten Felder gegenüber der Paarerzeugung des starken, niederfre-

quenten Feldes im Tunnel-Regime. Bei der Kombination zweier Felder dominieren bezüglich

der Anzahl erzeugter Teilchen die Kombinationen mit dem ersten, starken Feld gegenüber

der Superposition der beiden hochfrequenten Felder. Die meisten Teilchen werden jedoch im

trifrequenten Feld erzeugt. In Abb. (6.5) ist der Unterschied um etwa den Faktor 10 bezüglich
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𝑛𝑒−𝑒+ gegenüber der Kombination des ersten mit dem zweiten bzw. dritten Feld anhand eines

reskalierten Ausschnittes der Residualteilchendichte im Impulsraum dargestellt.

Die relevanten Verstärkungsfaktoren sind in Abb. (6.6) festgehalten. Dabei wird jeweils die

aus der Kombination mehrerer Felder erzeugte Teilchendichte 𝑛𝑒−𝑒+ ins Verhältnis gesetzt zur

Summe über die durch die einzelnen Felder erzeugten Teilchendichte. Nimmt man diese Defini-

(a) Felder 1 + 2 (b) Felder 1 + 3 (c) Felder 1 + 2 + 3

Abbildung 6.9: Reskalierte Darstellung der Residualdichte 𝑓(𝑝, 𝑡∞) im Impulsraum
(𝑝⊥, 𝑝‖) für die Superposition der Felder

”
1 + 2“,

”
1 + 3“ und

”
1 + 2 + 3“ aus Abb. (6.8).

tion als Maßstab, dann ergibt sich für das trifrequente Feld mit einem Verstärkungsfaktor von

9086 ein fast dreimal so großer wie für die Superposition des ersten mit dem dritten und ein

etwa siebenmal so großer wie für die Kombination des ersten mit dem zweiten. Am geringsten

fällt der Faktor mit 181 für die Überlagerung der beiden hochfrequenten Felder zwei und drei

aus.

Für die zweite Parameterwahl, die durch die Gln. (6.1) und (6.4) gegeben ist, ergibt sich ein

vergleichbares Resultat. In Abb. (6.7) ist der Schnitt 𝑝‖/𝑚𝑒 = 0 im Impulsraum dargestellt.

In der dazugehörigen Tabelle ist wiederum die über 𝑝⊥ abintegrierte Teilchendichte 𝑎𝑒−𝑒+(0)

in Einheiten von 𝜆−2
c festgehalten. Vergleicht man die Paarerzeugung der einzelnen Felder mit

den bifrequenten Feldern, so ergibt sich mindestens ein Unterschied um etwa den Faktor 230.

Auffällig ist, dass im bifrequenten Fall für 𝑝‖/𝑚𝑒 = 0 die Anzahl erzeugter Paare pro Fläche

für alle Kombinationsmöglichkeiten in erster Näherung identisch ist und damit zumindest in

der gleichen Größenordnung liegt. Der trifrequente Fall erzeugt noch einmal das 25-fache an

Teilchen pro Fläche im Vergleich zu jeder einzelnen Kombination des bifrequenten Falles.

Dieser Effekt spiegelt sich im vollen Impulsspektrum der Residualdichte wider, das in Abb.

(6.8) dargestellt ist. In der dazugehörigen Tabelle ist die Anzahldichte 𝑛𝑒−𝑒+ erzeugter Teilchen

pro Volumen in Einheiten von 𝜆−3
c festgehalten. Sie wurde wiederum näherungsweise durch

numerische Integration über die Residualdichte, diesmal für das Intervall 0 ≤ 𝑝⊥/𝑚𝑒 ≤ 2 und

−1.5 ≤ 𝑝‖/𝑚𝑒 ≤ 1.5 bestimmt. Die Anzahldichten der bifrequenten Felder sind im Vergleich

zu denen der Einzelfelder etwa um den Faktor 102 bis 103 größer. Für den Fall des trifrequen-
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Kombination Verstärkungsfaktor

𝑛𝑒−𝑒+(1 + 2 + 3)/(
∑︀3

𝑖 𝑛𝑒−𝑒+(𝑖)) 2500

𝑛𝑒−𝑒+(1 + 2)/(𝑛𝑒−𝑒+(1) + 𝑛𝑒−𝑒+(2)) 667

𝑛𝑒−𝑒+(1 + 3)/(𝑛𝑒−𝑒+(1) + 𝑛𝑒−𝑒+(3)) 1000

𝑛𝑒−𝑒+(2 + 3)/(𝑛𝑒−𝑒+(2) + 𝑛𝑒−𝑒+(3)) 150

Abbildung 6.10: Auflistung der Verstärkungsfaktoren in Bezug auf die Anzahldichte er-
zeugter Paare 𝑛𝑒−𝑒+ , die durch die verschiedenen Kombinationen der durch die Gln. (6.1)
und (6.4) charakterisierten Felder möglich sind. Die Parameter der Ein- und Ausschaltfunk-
tion sind 𝜈𝑡ramp = 5 · 2𝜋 und 𝜈𝑡f.t. = 50 · 2𝜋.

ten Feldes ergibt sich mit Blick auf die jeweiligen bifrequenten Felder ein zusätzlicher Faktor

um ungefähr 10. Dieser Effekt ist wiederum in Abb. (6.9) nach entsprechender Reskalierung

festgehalten.

Die relevanten Verstärkungsfaktoren sind abschließend in Abb. (6.10) notiert. Es ergibt sich

für das trifrequente Feld mit einem Verstärkungsfaktor von 2500 ein zweieinhalb-mal so großer

wie für die Überlagerung des ersten mit dem dritten und ein rund viermal so großer wie für

die Kombination des ersten mit dem dritten Feld. Wieder am geringsten fällt der Faktor mit

150 für die Überlagerung der beiden hochfrequenten Felder zwei und drei aus.



7 Zusammenfassung und Ausblick

In Kapitel 4.1 dieser Arbeit ist es gelungen die Fourier-Analyse in der Niederdichte-Näherung

der quantenkinetischen Gleichung (2.60), wie sie in [27, 28] für periodische Hintergrundfelder

entwickelt wurde, auf prinzipiell beliebige Ein- und Ausschaltfunktionen der Form 𝐾(𝑡/𝑡r) zu

verallgemeinern. Das Ergebnis ist in Gl. (4.12) festgehalten. Für genügend langsame Ein- und

Ausschaltvorgänge, die Bedingung (4.22) erfüllen, ist es möglich mit Hilfe der Methode der

stationären Phase eine Näherung für das Verhalten der Residualteilchendichte in Abhängigkeit

vom Zeitskalenparameter 𝑡r für Kontrollparameter 𝑚𝑒𝑡r → ∞ zu erhalten.1

Dies führt zu einer Verallgemeinerung der in [27] hergeleiteten Resonanzbedingung (4.7) hin

zu Gl. (4.36). In [27] gibt es nur eine mögliche Amplitude mit der das Feld oszilliert. Diese

bestimmt allein das resonante Verhalten der Residualteilchendichte im Impulsraum. Durch

den Ein- und Ausschaltvorgang durchläuft das elektrische Hintergrundfeld mehrere Feldam-

plituden. Erreicht es zu einem Zeitpunkt gerade die Feldstärke, die einer Bedingung (4.36)

entspricht, kommt es, je nachdem wie lange das Feld effektiv bei entsprechender Feldstärke

oszilliert, zu zusätzlichen Beiträgen zur Residualteilchendichte. Je länger dies der Fall ist, um

so größer fällt der entsprechende Beitrag aus.

Die Anwendung der entwickelten Methode ist prinzipiell für beliebige Ein- und Ausschalt-

funktionen möglich und wird in Abschnitt 4.2 exemplarisch für symmetrische und monotone

Ein- und Ausschaltvorgänge ausgeführt. Das wesentliche Resultat ist in Gl. (4.51) festgehal-

ten und führt für streng monotones Ein- und Ausschalten auf die Gln. (4.54), (4.55) und

(4.62). Dabei zeigt sich, dass die Impulsraumstruktur der Residualdichte weiterhin maßgeb-

lich durch die Resonanzmode aus Gl. (4.7) zur maximalen Feldstärke 𝐸0 bestimmt wird. Im

Resonanzfall 𝑝 = 𝑝(ℓ) bestimmt die erste nicht verschwindende Ordnung 𝑁 = 𝑛ℓ − 1 der sym-

metrischen Ein- und Ausschaltfunktion am Maximum das Potenzverhalten der Residualdichte

bezüglich des Zeitskalenparameters 𝑡r. Es ergibt sich in führender Ordnung eine Abhängigkeit

von 𝑡
2𝑁/(𝑁+1)
r mit 𝑁 ≥ 2 und gerade. Im Nichtresonanzfall steigt die Residualteilchendichte li-

near mit 𝑡r modifiziert durch zusätzliche Oszillationsbeiträge, je nachdem wie viele zusätzliche

Moden nach Bedingung (4.36) angeregt werden. Große Ordnungen 𝑁 entsprechen dabei einem

ausgeprägten effektiven Flat-Top-Intervall. Für 𝑁 → ∞ lässt sich damit das Ergebnis aus [27]

für den abrupten Ein- und Ausschaltvorgang reproduizieren.

Wie in Abschnitt (5.1) gezeigt wird, steigt die Anzahl zusätzlich angeregter Moden mit klei-

1Siehe Gl. (4.22).
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ner werdendem Keldysh-Parameter 𝛾 an. Entsprechend kompliziert und sprunghaft kann die

Abhängigkeit der Residualteilchendichte vom Skalenparameter 𝑡r im Tunnel-Regime für 𝛾 ≤ 1

ausfallen. Im Impulsraum treten dann nur für dominante Resonanzmoden mit 𝑛ℓ ≫ 3 bzw.

𝑁 ≫ 2 ausgeprägte
”
Akkumulationsschalen“ bei 𝑝 = 𝑝(ℓ) auf. Im Multi-Photonen-Regime ,

d.h. für 𝛾 ≫ 1 werden ausschließlich die Resonanzmoden angeregt. Dann resultieren auch für

kleine Ordnungen 𝑁 Resonanzschalen der Teilchendichte im Impulsraum.

Davon ausgehend wird in Abschnitt (5.2) gezeigt, dass der Verstärkungsfaktor des dynamisch

assistierten Schwinger-Effektes unabhängig von der konkreten Ein- und Ausschaltfunktion ist.

Zwar steigt mit größer werdendem 𝑁 und damit einhergehend mit größer werdendem (effekti-

vem) Flat-Top-Intervall die Anzahl erzeugter Paare. Jedoch faktorisiert der für die Verstärkung

maßgebliche Anteil mit dem von der konkreten Ein- und und Auschhaltfunktion abhängigen

Term, der das Zeitverhalten in Abhängigkeit von 𝑡r festlegt.

Die damit in dieser Arbeit in der Niederdichte-Näherung abgeleitete Näherung für die Resi-

dualteilchendichte oszillierender Hintergrundfelder für beliebige Ein- und Ausschaltvorgänge

sollte anhand weiterer konkreter Beispiele ausgewertet und überprüft werden. Insbesonde-

re sollte versucht werden, die Bedingungen (4.22) und (4.44) ihrer Gültigkeit in eine noch

aussagekräftigere Form zu bringen. Auch kann noch in Analogie zu [27] versucht werden,

das Verhalten der Residualteilchendichte in der unmittelbaren Umgebung der Resonanzen für

𝑝 = 𝑝(ℓ) +Δ𝑝 zu entwickeln. Diese wurde in dieser Arbeit außen vor gelassen. Eventuell lässt

sich eine Näherungslösung für die Anzahldichte erzeugter Paare ableiten.

Im letzten Kapitel (6) wird gezeigt, dass die numerischen Untersuchungen zu einem womöglich

”
doppelt assistierten Schwinger-Effekt“ durch die Überlagerung dreier Hintergrundfelder un-

terschiedlicher Feldstärke und Frequenz keinen Verstärkungseffekt ergaben, in dem zusätzlich

zum bifrequenten Fall die Anzahl erzeugter Paare nochmal um mehrere Größenordnungen

verstärkt wird. Dennoch fällt in den dargelegten Beispielen die Anzahldichte 𝑛𝑒−𝑒+ erzeugter

Paare im trifrequenten Fall am höchsten aus und ist noch einmal um etwa den Faktor zehn

im Vergleich zu den einzelnen bifrequenten Fällen erhöht. Dabei wurde jeweils ein starkes

Feld aus dem Tunnel-Regime mit zwei schwächeren Feldern aus dem Multi-Photonen-Regime

überlagert. Die Frequenz des mittleren Feldes lag im Bereich 𝜈2 . 𝑚𝑒, die des schwächsten bei

𝜈3 ≈ 𝑚𝑒. Möglicherweise sollten noch andere Feldparameterkombinationen ins Auge gefasst

werden, um nach zusätzlichen Verstärkungseffekten zu suchen.



A Rechnungen zur Entwicklung der

Näherungslösung

A.1 Explizite Rechnung zur Verallgemeinerung der

Fourier-Reihenentwicklung

In diesem Teil des Anhanges wird eine ausführliche Herleitung von Gl. (4.12) gegeben. Aus-

gangspunkt ist die Näherung der quantenkinetischen Gleichung für den Fall kleiner Dichten aus

Gl. (4.1), die für die entsprechend in Abschnitt 3 definierten Feldkonfigurationen mit Ein- und

Ausschaltfunktion 𝐾(𝑡/𝑡r) ∈ C∞ ausgewertet wird. Dafür sind zwei Zeitskalen von Relevanz,

in Bezug auf die Einhüllende der Parameter 𝑡r und in Zusammenhang mit dem periodischen

Anteil ℎ(𝜈𝑡) die Periodendauer 𝑇 = 2𝜋/𝜈. Die Grundannahme besteht im folgenden darin, dass

die Ein- und Ausschaltfunktion 𝐾(𝑡/𝑡r) sich innerhalb eines Zeitintervalls Δ𝑡 im Gegensatz

zum periodischen Anteil kaum ändert

𝐾(𝑡+Δ𝑡/𝑡r) ≈ 𝐾(𝑡/𝑡r) (A.1)

bzw.

𝐸(𝑡+Δ𝑡/𝑡r) ≈ 𝐸(𝑡/𝑡r) . (A.2)

Daher kann punktweise in Analogie zu [27] vorgegangen werden, jedoch mit zusätzlich zeitabhängigen

Fourier-Koeffizienten 𝐶𝑘(𝑝, 𝐸(𝑡/𝑡r)) und 𝐹𝑘(𝑝, 𝐸(𝑡/𝑡r)). Am Ende der Rechnung wird dann der

Grenzfall Δ𝑡 → 0 betrachtet. In Gl. (4.2) auftretende Integrale
∫︀ 𝑡

0
d𝑡′ werden gemäß

∫︁ 𝑡

𝑡i

d𝑡′ = lim
Δ𝑡→0
𝑁→∞

𝑁−1∑︁
𝑛=0

∫︁ 𝑡i+(𝑛+1)Δ𝑡

𝑡i+𝑛Δ𝑡

d𝑡′ (A.3)
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in 𝑁 Teilintervalle aufgeteilt mit 𝑡 = 𝑡i +𝑁Δ𝑡 und 𝑡𝑛 = 𝑡i + 𝑛Δ𝑡, wobei 𝑁 ∈ N ist.

Als erstes soll exemplarisch die dynamische Phase ausgewertet werden,1

Θ(𝑝, 𝑡) =

∫︁ 𝑡

𝑡i

d𝑡′ 𝜔(𝑝, 𝜈𝑡′, 𝐸(𝑡′/𝑡r)) =
𝑁−1∑︁
𝑛=0

∫︁ 𝑡𝑛+1

𝑡𝑛

d𝑡′ 𝜔(𝑝, 𝜈𝑡′, 𝐸(𝑡′/𝑡r))

= lim
Δ𝑡→0
𝑁→∞

𝑁−1∑︁
𝑛=0

∫︁ 𝑡𝑛+1

𝑡𝑛

d𝑡′ 𝜔(𝑝, 𝜈𝑡′, 𝐸(𝑡𝑛/𝑡r)) .

(A.4)

Für konstantes Argument 𝐸(𝑡𝑛/𝑡r) lässt sich die Quasiteilchenenergie 𝜔(𝑝, 𝑡, 𝐸(𝑡𝑛/𝑡r)) in Ana-

logie zu [27] in eine Fourier-Reihe entwickeln

𝜔(𝑝, 𝜈𝑡, 𝐸(𝑡𝑛/𝑡r)) =
∞∑︁

𝑘=−∞

𝐶𝑘(𝑝, 𝐸(𝑡𝑛/𝑡r)) e
−i𝑘𝜈𝑡. (A.5)

Dabei wird im folgenden wie in [27] für die Nullmode

Ω(𝑝, 𝐸(𝑡𝑛/𝑡r)) ≡ 𝐶0(𝑝, 𝐸(𝑡𝑛/𝑡r)) (A.6)

geschrieben. Im Gegensatz zu Gl. (4.6) ist der Fourier-Koeffizient 𝐶𝑘 nicht nur vom Impuls 𝑝

sondern zusätzlich von der Feldstärke 𝐸(𝑡𝑛/𝑡r) zum Zeitpunkt 𝑡𝑛 abhängig,

𝐶𝑘(𝑝, 𝐸(𝑡𝑛/𝑡r)) =
1

𝑇

∫︁ 𝑇

0

d𝑡 𝜔(𝑝, 𝜈𝑡, 𝐸(𝑡𝑛/𝑡r)) e
i𝑘𝜈𝑡. (A.7)

Einsetzen von Gl. (A.5) in Gl. (A.4) und Auswertung des Integrals über 𝑡′ liefert

Θ(𝑝, 𝑡) = lim
Δ𝑡→0
𝑁→∞

𝑁−1∑︁
𝑛=0

{︃
Ω(𝑝, 𝐸(𝑡𝑛/𝑡r))Δ𝑡+

∑︁
𝑘 ̸=0

i𝐶𝑘(𝑝, 𝐸(𝑡𝑛/𝑡r)) e
−i𝑘𝜈𝑡𝑛

(︂
e−i𝑘𝜈Δ𝑡 − 1

𝑘𝜈

)︂}︃

(Δ𝑡→0) = lim
Δ𝑡→0
𝑁→∞

𝑁−1∑︁
𝑛=0

{︃
Ω(𝑝, 𝐸(𝑡𝑛/𝑡r))Δ𝑡+

∑︁
𝑘 ̸=0

𝐶𝑘(𝑝, 𝐸(𝑡𝑛/𝑡r)) e
−i𝑘𝜈𝑡𝑛Δ𝑡

}︃
.

(A.8)

1An dieser Stelle ist eine Aufteilung des Integrals in mehrere Teilintervalle nicht unbedingt notwendig. Man
kann auch direkt im Punkt 𝑡′ in eine Fourier-Reihe entwickeln und erhält unmittelbar Gl. (A.9). Die
ausführlichere Darstellung soll lediglich der Illustration dienen, um das weitere Vorgehen verständlicher
zu machen. Zudem zeigt sich, dass beide Vorgehensweisen an dieser Stelle äquivalent sind.
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Das ist die Definition des Riemann-Integrals. Mit 𝑡𝑛 = 𝑡i + 𝑛Δ𝑡 folgt schließlich

Θ(𝑝, 𝑡) =

∫︁ 𝑁Δ𝑡

0

d𝑡′

(︃
Ω(𝑝, 𝐸([𝑡′ + 𝑡i]/𝑡r)) +

∑︁
𝑘 ̸=0

𝐶𝑘(𝑝, 𝐸(𝑡′ + 𝑡i/𝑡r)) e
−i𝑘𝜈(𝑡′+𝑡i)

)︃

=

∫︁ 𝑡

𝑡i

d𝑡′

(︃
Ω(𝑝, 𝐸(𝑡′/𝑡r)) +

∑︁
𝑘 ̸=0

𝐶𝑘(𝑝, 𝐸(𝑡′/𝑡r)) e
−i𝑘𝜈𝑡′

)︃

=

∫︁ 𝑡

𝑡i

d𝑡′ [Ω(𝑝, 𝐸(𝑡′/𝑡r)) +𝑅(𝑝, 𝜈𝑡′, 𝐸(𝑡′/𝑡r))]

(A.9)

mit der periodischen Funktion

𝑅(𝜈𝑡+ 𝜈𝑇,𝐸(𝑡0/𝑡r)) = 𝑅(𝜈𝑡, 𝐸(𝑡0/𝑡r)) =
∑︁
𝑘 ̸=0

𝐶𝑘(𝑝, 𝐸(𝑡0/𝑡r)) e
−i𝑘𝜈𝑡. (A.10)

Diesen Ausdruck für die dynamische Phase Θ(𝑝, 𝑡′) setzt man in Gl. (4.2) ein und erhält

𝐼(𝑝, 𝑡) =

∫︁ 𝑡

𝑡i

d𝑡′ 𝑄(𝑝, 𝜈𝑡′, 𝐸(𝑡′/𝑡r)) exp

(︃
2i

∫︁ 𝑡′

𝑡i

d𝑡′′ [Ω(𝑝, 𝐸(𝑡′′/𝑡r)) +𝑅(𝑝, 𝜈𝑡′′, 𝐸(𝑡′′/𝑡r))]

)︃

= lim
Δ𝑡→0
𝑀→∞

𝑀−1∑︁
𝑚=0

∫︁ 𝑡𝑚+1

𝑡𝑚

d𝑡′ 𝑄(𝑝, 𝜈𝑡′, 𝐸(𝑚Δ𝑡/𝑡r))

· exp

(︃
2i

∫︁ 𝑡′

𝑡i

d𝑡′′ [Ω(𝑝, 𝐸(𝑡′′/𝑡r)) +𝑅(𝑝, 𝑡′′, 𝐸(𝑡′′/𝑡r))]

)︃
(A.11)

Da 𝑡𝑚 ≤ 𝑡′ ≤ 𝑡𝑚+1 gilt, lässt sich das Argument der Exponentialfunktion schreiben als

2i

∫︁ 𝑡′

𝑡i

d𝑡′′ [Ω(𝑝, 𝐸(𝑡′′/𝑡r)) +𝑅(𝑝, 𝜈𝑡′′, 𝐸(𝑡′′/𝑡r))]

= 2i

∫︁ 𝑡𝑚

𝑡i

d𝑡′′ [Ω(𝑝, 𝐸(𝑡′′/𝑡r)) +𝑅(𝑝, 𝜈𝑡′′, 𝐸(𝑡′′/𝑡r))]

+

∫︁ 𝑡′

𝑡𝑚

d𝑡′′ [Ω(𝑝, 𝐸(𝑡𝑚/𝑡r)) +𝑅(𝑝, 𝜈𝑡′′, 𝐸(𝑡𝑚/𝑡r))] .

(A.12)

Aus dem zweiten Term ergibt sich∫︁ 𝑡′

𝑡𝑚

d𝑡′′ [Ω(𝑝, 𝐸(𝑡𝑚/𝑡r)) +𝑅(𝑝, 𝜈𝑡′′, 𝐸(𝑡𝑚/𝑡r))]

= Ω(𝑝, 𝐸(𝑡𝑚/𝑡r)) (𝑡
′ − 𝑡𝑚) +

∑︁
𝑘 ̸=0

i𝐶𝑘(𝑝, 𝐸(𝑡𝑚/𝑡r))

(︀
e−i𝑘𝜈𝑡′ − e−i𝑘𝜈𝑡𝑚

)︀
𝑘𝜈

= Ω(𝑝, 𝐸(𝑡𝑚/𝑡r)) (𝑡
′ − 𝑡𝑚) + 𝑃 (𝑝, 𝜈𝑡′, 𝐸(𝑡𝑚/𝑡r))− 𝑃 (𝑝, 𝜈𝑡𝑚, 𝐸(𝑡𝑚/𝑡r)) ,

(A.13)
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wobei bezüglich des Argumentes 𝜈𝑡

𝑃 (𝑝, 𝜈𝑡, 𝐸(𝑡0/𝑡r)) =
∑︁
𝑘 ̸=0

i𝐶𝑘(𝑝, 𝐸(𝑡0/𝑡r))

(︀
e−i𝑘𝜈𝑡 − 1

)︀
𝑘𝜈

(A.14)

eine periodische Funktion ist.2 Dabei wurde ausgenutzt, dass in Kapitel 3 𝑡i = 𝑧𝑇 mit 𝑧 ∈
Z gesetzt wurde. Im Allgemeinen würde man sonst noch einen zusätzlichen Phasenfaktor

exp(i𝑘𝜈𝑡i) erhalten. Damit folgt

𝐼(𝑝, 𝑡) = lim
Δ𝑡→0
𝑀→∞

𝑀−1∑︁
𝑚=0

∫︁ 𝑡𝑚+1

𝑡𝑚

d𝑡′ 𝑄(𝑝, 𝑡′, 𝐸(𝑡𝑚/𝑡r)) exp(2i𝑃 (𝑝, 𝜈𝑡′, 𝐸(𝑡𝑚/𝑡r)))

· exp(2i [Θ(𝑝, 𝑡𝑚) + Ω(𝑝, 𝐸(𝑡𝑚/𝑡r)) (𝑡
′ − 𝑡𝑚)− 𝑃 (𝑝, 𝜈𝑡𝑚, 𝐸(𝑡𝑚/𝑡r))]).

(A.15)

In Analogie zu [27] wird die Funktion 𝑄exp(2i𝑃 ) in einer Fourier-Reihe entwickelt:

𝑄(𝑝, 𝜈𝑡, 𝐸(𝑡𝑚/𝑡r)) exp(2i𝑃 (𝑝, 𝑡, 𝐸(𝑡𝑚/𝑡r))) =
∞∑︁

𝑘=−∞

𝐹𝑘(𝑝, 𝐸(𝑡𝑚/𝑡r)) e
−i𝑘𝜈𝑡

(A.16)

mit den nun implizit über die Feldamplitude zeitabhängigen Fourier-Koeffizienten

𝐹𝑘(𝑝, 𝐸(𝑡𝑚/𝑡r)) =
1

𝑇

∫︁ 𝑇

0

d𝑡′ 𝑄(𝑝, 𝜈𝑡′, 𝐸(𝑡𝑚/𝑡r)) exp(2i𝑃 (𝑝, 𝑡′, 𝐸(𝑡𝑚/𝑡r)) + i𝑘𝜈𝑡′). (A.17)

Das Einsetzen von Gl.(A.16) in Gl.(A.15) ergibt

𝐼(𝑝, 𝑡) = lim
Δ𝑡→0
𝑀→∞

𝑀−1∑︁
𝑚=0

exp(2i [Θ(𝑝, 𝑡𝑚)− Ω(𝑝, 𝐸(𝑡𝑚/𝑡r)) 𝑡𝑚 − 𝑃 (𝑝, 𝜈𝑡𝑚, 𝐸(𝑡𝑚/𝑡r))])

·
∞∑︁

𝑘=−∞

𝐹𝑘(𝑝, 𝐸(𝑡𝑚/𝑡r))

∫︁ 𝑡𝑚+1Δ𝑡

𝑡𝑚

d𝑡′ exp(i [2Ω(𝑝, 𝐸(𝑡𝑚/𝑡r))− 𝑘𝜈] 𝑡′)

= lim
Δ𝑡→0
𝑀→∞

𝑀−1∑︁
𝑚=0

exp(2i [Θ(𝑝, 𝑡𝑚)− Ω(𝑝, 𝐸(𝑡𝑚/𝑡r)) 𝑡𝑚 − 𝑃 (𝑝, 𝜈𝑡𝑚, 𝐸(𝑡𝑚/𝑡r))])

·
∞∑︁

𝑘=−∞

i𝐹𝑘(𝑝, 𝐸(𝑡𝑚/𝑡r))

𝑘𝜈 − 2Ω(𝑝, 𝐸(𝑡𝑚/𝑡r))
exp(i [2Ω(𝑝, 𝐸(𝑡𝑚/𝑡r))− 𝑘𝜈] 𝑡𝑚)

· {exp(i [2Ω(𝑝, 𝐸(𝑡𝑚/𝑡r))− 𝑘𝜈] Δ𝑡)− 1}

(Δ𝑡→0) = lim
Δ𝑡→0
𝑀→∞

𝑀−1∑︁
𝑚=0

exp(2i {Θ(𝑝, 𝑡i +𝑚Δ𝑡)− 𝑃 (𝑝, 𝜈 (𝑡i +𝑚Δ𝑡) , 𝐸([𝑡i +𝑚Δ𝑡]/𝑡r))})

·
∞∑︁

𝑘=−∞

𝐹𝑘(𝑝, 𝐸([𝑡i +𝑚Δ𝑡]/𝑡r)) e
−i𝑘𝜈(𝑡i+𝑚Δ𝑡)Δ𝑡.

(A.18)

2Vgl. Gl. (4.5).
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Der Grenzwert 𝑀 → ∞ und Δ𝑡 → 0 ergibt schlussendlich

𝐼(𝑝, 𝑡) =
∞∑︁

𝑘=−∞

∫︁ 𝑀Δ𝑡

0

d𝑡′ 𝐹𝑘(𝑝, 𝐸([𝑡i + 𝑡′]/𝑡r))

· exp(i [2Θ(𝑝, 𝑡i + 𝑡′)− 2𝑃 (𝑝, 𝜈 (𝑡i + 𝑡′) , 𝐸([𝑡i + 𝑡′]/𝑡r))− 𝑘𝜈 (𝑡i + 𝑡′)]).

(A.19)

Unter Verwendung von Gl. (A.9) und mit der Substitution 𝑡i+ 𝑡′ → 𝑡′ folgt daraus Gl. (4.12).

A.2 Abschätzung der Grundbedingung für die

Stationäre-Phasen-Näherung

Im folgenden Abschnitt wird gezeigt, dass für genügend große Kontrollparameter 𝜈𝑡r die Funk-

tion 𝑆(𝑝, 𝑡, 𝐸(𝑡/𝑡r)) aus Gl. (4.14) gegen Null geht. Dadurch wird die in Gl. (4.25) vorgenom-

mene Näherung legitimiert. Unter Verwendung der Definitionen (A.10) und (A.14) und durch

zweimalige partielle Integration erhält man

∫︁ 𝑡

𝑡i

d𝑡′ 𝑅(𝑝, 𝜈𝑡′, 𝐸(𝑡/𝑡r)) =
∑︁
𝑘 ̸=0

i

𝑘𝜈

∫︁ 𝑡

𝑡i

d𝑡′ 𝐶𝑘(𝑝, 𝐸(𝑡′/𝑡r))
d

d𝑡′
e−i𝑘𝜈𝑡′

p.I.
=
∑︁
𝑘 ̸=0

{︂
i

𝑘𝜈
𝐶𝑘(𝑝, 𝐸(𝑡/𝑡r)) e

−i𝑘𝜈𝑡 +
1

𝑡r(𝑘𝜈)2

∫︁ 𝑡

𝑡i

d𝑡′ 𝐸 ′(𝑡′/𝑡r)𝐶
′
𝑘(𝑝, 𝐸(𝑡′/𝑡r))

d

d𝑡′
e−i𝑘𝜈𝑡′

}︂
p.I.
=𝑃 (𝑝, 𝜈𝑡r, 𝐸(𝑡/𝑡r)) +

∑︁
𝑘 ̸=0

{︂
i

𝑘𝜈
𝐶𝑘(𝑝, 𝐸(𝑡/𝑡r)) + 𝐸 ′(𝑡/𝑡r)𝐶

′
𝑘(𝑝, 𝐸(𝑡/𝑡r))

e−i𝑘𝜈𝑡

𝑡r(𝑘𝜈)
2 +𝒪

(︀
𝑡−2
r

)︀}︂
.

(A.20)

Das Einsetzen von Gl. (A.20) in Gl. (4.14) ergibt damit

𝑆(𝑝, 𝑡, 𝐸(𝑡/𝑡r)) =
∑︁
𝑘 ̸=0

{︂
i

𝑘𝜈
𝐶𝑘(𝑝, 𝐸(𝑡/𝑡r)) + 𝐸 ′(𝑡/𝑡r)𝐶

′
𝑘(𝑝, 𝐸(𝑡/𝑡r))

e−i𝑘𝜈𝑡

𝑡r(𝑘𝜈)
2 +𝒪

(︀
𝑡−2
r

)︀}︂
.

(A.21)

Wie sich zeigen lässt, gibt die unendliche Summe über 𝑘 ̸= 0 des ersten Summanden genau

Null. Dies erkennt man unter Ausnutzung der Symmetrie der Fourier-Koeffizienten 𝐶𝑘. Aus

ihrer Definition in Gl. (A.7) folgt mit der Substitution 𝑡′ = 𝑇 − 𝑡 unmittelbar

𝐶𝑘(𝑝, 𝐸(𝜏)) =
1

𝑇

∫︁ 𝑇

0

d𝑡 𝜔(𝑝, 𝜈𝑡, 𝐸(𝜏)) ei𝑘𝜈𝑡
𝑡′=𝑇−𝑡
=

1

𝑇

∫︁ 𝑇

0

d𝑡′ 𝜔(𝑝,−𝜈𝑡′, 𝐸(𝜏)) e−i𝑘𝜈𝑡′

=
1

𝑇

∫︁ 𝑇

0

d𝑡 𝜔(𝑝, 𝜈𝑡, 𝐸(𝜏)) e−i𝑘𝜈𝑡 = 𝐶−𝑘(𝑝, 𝐸(𝜏)) .

(A.22)
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Dabei wurde, wie in Kapitel 3 festgelegt, die Symmetrie des periodischen Anteils ℎ(𝜈𝑡) des

Vektorpotentials ausgenutzt. Damit ergibt sich schließlich für den ersten Summanden in Gl.

(A.21):

∑︁
𝑘 ̸=0

1

𝑘
𝐶𝑘(𝑝, 𝐸(𝑡/𝑡r)) =

∞∑︁
𝑘=1

1

𝑘
[𝐶𝑘(𝑝, 𝐸(𝑡/𝑡r))− 𝐶−𝑘(𝑝, 𝐸(𝑡/𝑡r))] = 0. (A.23)

Davon ausgehend lässt sich für Parameter 𝜈𝑡r ≫ 1 abschätzen:

|𝑆(𝑝, 𝑡, 𝐸(𝑡/𝑡r))| ≈

⃒⃒⃒⃒
⃒ 2

𝜈2𝑡r

∞∑︁
𝑘=1

𝐸 ′(𝑡/𝑡r)𝐶
′
𝑘(𝑝, 𝐸(𝑡/𝑡r))

e−i𝑘𝜈𝑡

𝑘

⃒⃒⃒⃒
⃒

≤ 2

𝜈2𝑡r
|𝐸 ′(𝑡/𝑡r)|

∞∑︁
𝑘=1

1

𝑘2
|𝐶 ′

𝑘(𝑝, 𝐸(𝑡/𝑡r))| .
(A.24)

Durch 𝑁 -fache partielle Integration der Gl. (4.21) lässt sich unter Ausnutzung der Periodizität

von 𝜔′(𝑝, 𝜈𝑡, 𝐸(𝜏)) und damit auch seiner zeitlichen Ableitungen bezüglich des Argumentes 𝜈𝑡

für den Betrag der Koeffizienten 𝐶 ′
𝑘 die Näherung

|𝐶 ′
𝑘(𝑝, 𝐸(𝜏))| 𝑁×p.I.

=

⃒⃒⃒⃒
1

(i𝑘𝜈)𝑁𝑇

∫︁ 𝑇

0

d𝑡

(︂
d𝑁

d𝑡𝑁
𝜔′(𝑝, 𝜈𝑡, 𝐸(𝜏))

)︂
ei𝑘𝜈𝑡

⃒⃒⃒⃒
≤ 1

(𝑘𝜈)𝑁
max[0≤𝑡≤𝑇 ]

⃒⃒⃒⃒
d𝑁

d𝑡𝑁
𝜔′(𝑝, 𝜈𝑡, 𝐸(𝜏))

⃒⃒⃒⃒
=

1

𝑘𝑁
𝑊 (𝑝, 𝐸(𝜏) , 𝑁)

(A.25)

ableiten. Einsetzen der Abschätzung in Gl. (A.24) ergibt schließlich

|𝑆(𝑝, 𝑡, 𝐸(𝑡/𝑡r))| ≤
1

𝜈2𝑡r
𝐸 ′(𝑡/𝑡r)𝑊 (𝑝, 𝐸(𝜏) , 𝑁) 𝜁R (𝑁 + 2) . (A.26)

Dabei bezeichnet

𝜁R(𝑠) =
∞∑︁
𝑘=1

1

𝑘𝑠 (A.27)

die Riemannsche Zeta-Funktion. Die Forderung 𝑆(𝑝, 𝑡, 𝐸(𝑡/𝑡r)) ≪ 1 führt nach entsprechender

Umstellung von Gl. (A.25) nach 𝑚𝑒𝑡r auf die Forderung

𝜈𝑡r ≫
(︁𝑚𝑒

𝜈

)︁
𝐾 ′(𝜏max) 𝑊̃ (𝑝, 𝐸(𝜏max) , 𝑁) 𝜁R (𝑁 + 2) (A.28)

mit der dimensionslosen Funktion 𝑊̃ (𝑝, 𝐸(𝜏) , 𝑁) = 𝐸0𝑊 (𝑝, 𝐸(𝜏) , 𝑁) /𝑚𝑒.
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A.3 Umformungen zur Reduktion des Problems auf den

Einschaltvorgang

In diesem Teil des Anhanges wird gezeigt, dass das Integral aus Gl. (4.26) für symmetrische Ein-

und Ausschaltfunktionen unter Anwendung der Eigenschaften (4.28) reduziert werden kann

auf Gl. (4.31) und damit auf zwei Integrale, die nur noch über das Intervall 𝜏i ≤ (𝜏i + 𝜏f) /2 des

Einschaltvorganges laufen. Dabei wird das Vorgehen exemplarisch anhand des Integrals über

den Koeffizienten 𝐴𝑘(𝑝, 𝐸(𝜏)) aus Gl. (4.29) demonstriert. Für das Integral über 𝐵𝑘(𝑝, 𝐸(𝜏))

geht man analog vor. Ausgangspunkt der Umformungen ist damit das Integral∫︁ 𝜏f

𝜏i

d𝜏 𝐸(𝜏)𝐴𝑘(𝑝, 𝐸(𝜏)) exp
(︁
i𝑚𝑒𝑡r𝜑𝑘(𝑝, 𝜏)

)︁
. (A.29)

Dieses teilt man in die beiden Intervalle∫︁ 𝜏f

𝜏i

d𝜏 =

∫︁ 𝜏i+𝜏f
2

𝜏i

d𝜏 ...+

∫︁ 𝜏f

𝜏i+𝜏f
2

d𝜏 ... = 𝐽1 + 𝐽2. (A.30)

Das zweite Teilintervall wird so umgeformt, dass es auf den Einschaltvorgang reduziert wer-

den kann. Dazu führt man als Erstes die Substitution 𝜏 ′ = 𝜏 − (𝜏i + 𝜏f)/2 und erhält unter

Anwendung von Gl. (4.28)

𝐽2 =

∫︁ 𝜏f−𝜏i
2

0

d𝜏 ′ 𝐸

(︂
𝜏i + 𝜏f

2
+ 𝜏

)︂
𝐴𝑘

(︂
𝑝, 𝐸

(︂
𝜏i + 𝜏f

2
+ 𝜏

)︂)︂
exp

(︂
i𝑚𝑒𝑡r𝜑𝑘

(︂
𝑝,

𝜏i + 𝜏f
2

+ 𝜏

)︂)︂
=

∫︁ 𝜏f−𝜏i
2

+

0

d𝜏 ′ 𝐸

(︂
𝜏i + 𝜏f

2
− 𝜏

)︂
𝐴𝑘

(︂
𝑝, 𝐸

(︂
𝜏i + 𝜏f

2
− 𝜏

)︂)︂
exp

(︂
i𝑚𝑒𝑡r𝜑𝑘

(︂
𝑝,

𝜏i + 𝜏f
2

+ 𝜏

)︂)︂
.

(A.31)

Als nächstes führt man die Substitution 𝜏 ′′ = (𝜏i + 𝜏f)/2−𝜏 ′ aus. Daraus ergibt sich schließlich

𝐽2 =

∫︁ 𝜏i+𝜏f
2

𝜏i

d𝜏 ′′ 𝐸(𝜏 ′′)𝐴𝑘(𝑝, 𝐸(𝜏 ′′)) exp
(︁
i𝑚𝑒𝑡r𝜑𝑘(𝑝, 𝜏i + 𝜏f − 𝜏 ′′)

)︁
. (A.32)

Im Phasenfaktor in Gl. (A.32) muss noch das Integral 𝐽Ω über den Koeffizienten Ω̃(𝑝, 𝐸(𝜏))

umgeformt werden.3 Mit der Substitution 𝜏 ′ = 𝜏 − (𝜏i + 𝜏f)/2 folgt

𝐽Ω =

∫︁ 𝜏i+𝜏f−𝜏 ′′

𝜏i

d𝜏 Ω̃(𝑝, 𝐸(𝜏)) =

∫︁ 𝜏i+𝜏f−
2

−𝜏 ′′

𝜏i−𝜏f
2

d𝜏 ′ Ω̃

(︂
𝑝, 𝐸

(︂
𝜏i + 𝜏f

2
+ 𝜏 ′

)︂)︂
(A.33)

3Siehe Gl. (4.27).
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und unter erneuter Anwendung von Gl. (4.28) und mit der Substitution 𝜏 = (𝜏i + 𝜏f)/2 − 𝜏 ′

erhält man

𝐽Ω =

∫︁ 𝜏i+𝜏f−
2

−𝜏 ′′

𝜏i−𝜏f
2

d𝜏 ′ Ω̃

(︂
𝑝, 𝐸

(︂
𝜏i + 𝜏f

2
− 𝜏 ′

)︂)︂
=

∫︁ 𝜏f

𝜏 ′′
d𝜏 Ω̃(𝑝, 𝐸(𝜏)) . (A.34)

Da 𝜏i ≤ 𝜏 ′′ ≤ (𝜏i + 𝜏f)/2 gilt, kann man dieses Integral aufteilen in

𝐽Ω =

∫︁ 𝜏i+𝜏f
2

𝜏 ′′
d𝜏 Ω̃(𝑝, 𝐸(𝜏)) +

∫︁ 𝜏f

𝜏i+𝜏f
2

d𝜏 Ω̃(𝑝, 𝐸(𝜏))

=

∫︁ 𝜏i+𝜏f
2

𝜏 ′′
d𝜏 Ω̃(𝑝, 𝐸(𝜏)) +

∫︁ 𝜏i+𝜏f
2

𝜏i

d𝜏 Ω̃(𝑝, 𝐸(𝜏)) .

(A.35)

Der zweite Summand wurde analog zum bisherigen Vorgehen unter erneuter Anwendung von

Gl. (4.28) und den beiden entsprechenden Substitutionen umgeformt. Setzt man Gl. (A.35)

in Gl. (A.32) ein, erhält man unter Berücksichtigung der Definition der modenabhängigen

Frequenz 𝜅̃𝑘(𝜏) in Gl. (4.33) für das Ausgangsintegral (A.29)

∫︁ 𝜏i+𝜏f
2

𝜏i

d𝜏 𝐸(𝜏)𝐴𝑘(𝑝, 𝐸(𝜏))
{︁
exp
(︁
i𝑚𝑒𝑡r𝜑𝑘(𝑝, 𝜏)

)︁
+exp(−i𝑚𝑒𝑡r𝜅̃𝑘(𝜏))exp

(︁
i𝑚𝑒𝑡r𝜑((𝜏i + 𝜏f)/2)

)︁}︁
.

(A.36)

Zieht man noch den konstanten Faktor im zweiten Summanden vor das Integral und berücksichtigt

den Faktor 𝑒, erhält man schließlich das erste Integral in Gl. (4.31). Die Bestimmung von

𝐽𝐵
𝑘 (𝑝, 𝜏f) läuft analog.

A.4 Herleitung verwendeter Integrale

Im folgenden Teil des Anhanges werden die Integrale aus Gl. (4.46) ausgewertet. Dazu beginnt

man mit der Betrachtung des des Integrals

𝐼0 =

∫︁ ∞

0

d𝑦 ei𝑦
𝑛

. (A.37)

Durch die Substitution 𝑦 = i1/𝑛𝑧1/𝑛 erhält man

𝐼0 =
i

𝑛

∫︁ ∞

0

d𝑧 e−𝑧𝑧−
1
𝑛
−1 =

i1/𝑛

𝑛
Γ

(︂
1

𝑛

)︂
= i1/𝑛Γ

(︂
𝑛+ 1

𝑛

)︂
. (A.38)
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Daraus folgt∫︁ ∞

−∞
d𝑦 cos(𝑦𝑛) =

∫︁ ∞

0

d𝑦 cos(𝑦𝑛) +

∫︁ 0

−∞
d𝑦 cos(𝑦𝑛) = 2

∫︁ ∞

0

d𝑦 cos(𝑦𝑛)

=

∫︁ ∞

0

d𝑦
(︀
ei𝑦

𝑛

+ e−i𝑦𝑛
)︀
= 2Re

(︀
i1/𝑛
)︀
Γ

(︂
𝑛+ 1

𝑛

)︂
.

(A.39)

Analog folgt∫︁ ∞

−∞
d𝑦 sin(𝑦𝑛) =

(1 + (−1)𝑛)

2i

∫︁ ∞

0

d𝑦
(︀
ei𝑦

𝑛 − e−i𝑦𝑛
)︀
= (1 + (−1)𝑛) Im

(︀
i1/𝑛
)︀
Γ

(︂
𝑛+ 1

𝑛

)︂
.

(A.40)

Mit

i1/𝑛 = cos
(︁ 𝜋

2𝑛

)︁
+ i sin

(︁ 𝜋

2𝑛

)︁
(A.41)

ergibt sich schließlich Gl. 4.46.

A.5 Anleitung zur Anwendung der entwickelten Näherung

In diesem Abschnitt wird eine kurze Anleitung gegeben, welche Größen man für eine konkrete

Parameterwahl und Feldkonfiguration benötigt, um die Gln. (4.54) bis (4.62) entsprechend

auswerten zu können. Dabei liegt der Fokus insbesondere darauf, wie und in welcher Reihen-

folge diese bestimmt werden können. Manche Größen muss man für jede Feldkonfiguration,

andere für eine gegebene Parameterwahl nur einmal bestimmen.

1. Parameterwahl:

a) Festlegung der Feldstärken und Frequenzen 𝐸0 bis 𝐸0,3 und 𝜈 bis 𝜈3.

b) Festlegung des Impulses in Form von 𝑝‖ und 𝑝⊥.

2. Bestimmung der Moden 𝑘min = 2𝜒𝜖 (𝑝) und 𝑘max = 2𝜒Ω̃(𝑝, 𝐸0) mittels numerischer

Integration des ersten Integrals in Gl. (4.6).

3. Numerische Bestimmung der Feldstärken 𝐸𝜏0,𝑘 aus der Bedingung (4.37).

4. Bestimmung der Koeffizienten 𝐴𝑘

(︀
𝑝, 𝐸𝜏0,𝑘

)︀
und Ω̃′(︀𝑝, 𝐸𝜏0,𝑘

)︀
mittels numerischer Inte-

gration des ersten Integrals in der Gl. (4.30) und des Integrals in Gl. (4.42). Für das

Flat-Top-Profil muss auch noch Ω̃
(︀
𝑝, 𝐸𝜏0,𝑘

)︀
aus Gl. (4.17) bestimmt werden.

5. Durch konkrete Wahl der Ein- und Ausschaltfunktion 𝐾(𝜏) Bestimmung der stationären

Phasenpunkte 𝜏0,𝑘 entweder über die Umkehrfunktion 𝜏0,𝑘 = 𝐸−1
(︀
𝐸𝜏0,𝑘

)︀
oder falls nicht

explizit zu erhalten numerisch über die Bedingung 𝐸𝜏0,𝑘 = 𝐸(𝜏0,𝑘).
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6. Daraus folgen entsprechend 𝐾(𝜏0,𝑘), 𝐾
′(𝜏0,𝑘) und im Resonanzfall 𝐾 [𝑛ℓ−1](𝜏0,ℓ).

7. Zuletzt bestimmt man noch die modenabhängige Frequenz 𝜅𝑘(𝜏0,𝑘) mittels numerischer

Integration von Gl. (4.33) und erhält damit den Koeffizienten Δ𝐴
𝑘 (𝑝, 𝑡r) aus Gl. (4.48).

Nur die letzten drei Schritte müssen für jede konkrete Wahl der Einhüllenden 𝐾(𝜏) durch-

geführt werden. Die anderen zu bestimmenden Größen sind davon unabhängig. Davon ausge-

hend kann nun die Residualdichte 𝑓(𝑝, 𝑡∞) in der Stationäre-Phase-Näherung nach Gl. (4.54)

bzw. im Resonanzfall nach Gl. (4.56) für beliebige Zeitskalenparameter 𝑡r ausgegeben werden.



B Näherungen zur Nullmode der

Quasiteilchenenergie

In diesem Teil des Anhangs wird der Fourier-Koeffizient Ω(𝑝, 𝐸(𝜏)) für

ℎ𝑖(𝑥) = cos(𝑥) (B.1)

für drei Spezialfälle ausgewertet.1 Es wird der Fall 𝛾 ≫ 1, was dem Paarerzeugungsregime

der Multiphotonen-Absorption entspricht, betrachtet. Die Näherung für 𝛾 ≤ 1 deckt für 𝛼3 =

𝛼2 = 0 die Paarerzeugung im Tunnel-Regime und für 𝛼3 ≤ 𝛼2 ≪ 1 die Paarerzeugung durch

den dynamisch assistierten Schwinger-Effekt ab. Ausgangspunkt ist damit die Definition des

Koeffizienten aus Gl. (4.17). In dimensionsloser Darstellung Ω̃(𝑝, 𝐸(𝜏)) = Ω(𝑝, 𝐸(𝜏)) /𝑚𝑒 folgt

nach der Definition des Keldysh-Parameters aus Gl. (1.10)

Ω̃(𝑝, 𝜈𝑡,𝐾(𝜏)) =
1

𝑇

∫︁ 𝑇

0

d𝑡

√︃
𝜖⊥ (𝑝⊥)

2 +

(︂
𝑝‖
𝑚𝑒

− 𝐾(𝜏)

𝛾
ℎ(𝜈𝑡)

)︂2

. (B.2)

Die Taylor-Entwicklung des Integranden für 𝛾 ≫ 1 ergibt schließlich

Ω̃(𝑝, 𝜈𝑡,𝐾(𝜏)) =
1

𝑇

∫︁ 𝑇

0

d𝑡

{︂
𝜖 (𝑝)−

𝑝‖
𝜖 (𝑝)

𝐾(𝜏)

𝛾
ℎ(𝜈𝑡) +𝒪

(︀
𝛾−2
)︀}︂

= 𝜖 (𝑝) +𝒪
(︀
𝛾−2
)︀
. (B.3)

Im letzten Schritt wurde der Ansatz aus Gl. (B.1) verwendet. Damit ist für den Bereich der

Multiphotonen-Absorption Gl. (5.1) hinreichend begründet.

Im Folgenden wird der Fall 𝛾 ≤ 1 betrachtet. Es folgt für 𝛼3 = 𝛼2 = 0 exakt und für

𝛼3 ≤ 𝛼2 ≪ 1 näherungsweise aus Gl. (3.9) und unter Berücksichtigung von Gl. (B.1)

Ω̃(𝑝, 𝜈𝑡,𝐾(𝜏)) ≈ 1

𝑇

∫︁ 𝑇

0

d𝑡

√︃
𝜖⊥ (𝑝⊥)

2 +

(︂
𝑝‖
𝑚𝑒

)︂2

+
2𝑝‖
𝑚𝑒

𝐾(𝜏)

𝛾
cos(𝜈𝑡) +

(︂
𝐾(𝜏)

𝛾

)︂2

cos(𝜈𝑡)2.

(B.4)

1Vgl. Kapitel (3) bzgl. der hier verwendeten Notationen.
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Damit folgt für 𝐾𝛾−1 ≫ 𝑝‖/𝑚𝑒 oder 𝐾𝛾−1 ≪ 𝑝‖/𝑚𝑒 näherungsweise

Ω̃(𝑝, 𝜈𝑡,𝐾(𝜏)) ≈ 1

𝑇

∫︁ 𝑇

0

d𝑡

√︃
𝜖 (𝑝)2 +

(︂
𝐾(𝜏)

𝛾

)︂
2 cos(𝜈𝑡)2

=
1

2𝜋

⎛⎝√︃𝜖 (𝑝)2 +

(︂
𝐾(𝜏)

𝛾

)︂2
⎞⎠∫︁ 2𝜋

0

d𝜃

⎯⎸⎸⎷1−

(︃
𝐾(𝜏)2

(𝛾𝜖 (𝑝))2 +𝐾(𝜏)2

)︃
sin(𝜃)2.

(B.5)

Mit der Definition

E2(𝑥) =

∫︁ 𝜋
2

0

d𝜃
√︀

1− 𝑥 sin(𝜃)2 (B.6)

des vollständigen elliptischen Integrals der zweiten Art folgt somit Gl. (5.4).



C Verhalten der Quasiteilchendichte im

Flat-Top-Intervall

Im Folgenden soll gezeigt werden, dass sich aus Gl. (2.42) mit Hilfe des Floquet-Theorems

eine fundamentale Aussage über das Zeitverhalten der Quasiteilchendichte in Bereichen zwi-

schen dem Ein- und Ausschaltvorgang gewinnen lässt, wenn die Einhüllende 𝐾(𝑡/𝑡r) exakt

oder zumindest näherungsweise konstant ist. Für die symmetrischen Feldkonfigurationen aus

Abschnitt 3 entspricht dies Zeiten innerhalb des (effektiven) Flat-Top-Intervalls 𝑡efff.t.. Für die-

sen Bereich ergibt sich nach der Transformation 𝜇 = 𝛼 exp(−iΘ) und 𝜐 = 𝛽 exp(−iΘ) aus

Gl. (2.42) das Differentialgleichungssystem 𝑦̇(𝑝, 𝜈𝑡) = 𝑂(𝑝, 𝜈𝑡)𝑦(𝑝, 𝜈𝑡) mit der periodischen

Koeffizientenmatrix

𝑂(𝑝, 𝜈𝑡) =
1

2

(︃
−2i𝜔(𝑝, 𝐸0) 𝑄(𝑝, 𝜈𝑡, 𝐸0)

−𝑄(𝑝, 𝜈𝑡, 𝐸0) 2i𝜔(𝑝, 𝐸0)

)︃
(C.1)

und der Definition

𝑦(𝑝, 𝑡) =

(︃
𝜇(𝑝, 𝑡)

𝜐(𝑝, 𝑡)

)︃
. (C.2)

Die Anfangsbedingungen seien nach entsprechender (numerischer) Lösung der vollständigen

Gl. (2.42) zu Beginn des (effektiven) Flat-Top-Intervalls zur Zeit 𝑡0 = (𝑡i+ 𝑡f− 𝑡efff.t.)/2 gegeben

durch 𝑦0(𝑝) = 𝑦(𝑝, 𝑡0). Die Fundamentalmatrix 𝑊 (𝑝, 𝑡) des Systems enthält den zweidimen-

sionalen Lösungsraum und ist mit

𝑦(𝑝, 𝑡) = 𝑊 (𝑝, 𝑡) 𝑦0(𝑝) (C.3)

gegeben durch

d

d𝑡
𝑊 (𝑝, 𝑡) = 𝑂(𝑝, 𝜈𝑡) 𝑊 (𝑝, 𝑡) . (C.4)

Der Satz von Floquet besagt, dass sich die Lösung der periodischen Matrixdifferentialgleichung

(C.4) in das Produkt

𝑊 (𝑝, 𝑡) = 𝐺(𝑝, 𝜈𝑡)exp(𝐶(𝑝)𝑡) (C.5)
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aufspalten lässt [38]. Dabei ist 𝐺 ∈ C2𝑥2 eine 𝑇 = 2𝜋/𝜈 periodische Matrix. Die Funktion

exp(𝐶𝑡) ist in diesem Fall eine Matrixexponentialfunktion. Die konstante 𝐶 ∈ C2𝑥2 wird auch

als Monodromie-Matrix bezeichnet. Sie lässt sich mit𝐺(𝑝, 𝜈𝑡0) = 1 aus der Fundamentalmatrix

durch Umstellen von Gl. (C.5) zur Zeit 𝑡 = 𝑡0 + 𝑛f.t.𝑇 als

𝐶(𝑝) =
ln(𝑊 (𝑝, 𝑛f.t.𝑇 ))

𝑛f.t.𝑇

(C.6)

modulo einer Konstanten ±i𝑘𝜈 mit 𝑛f.t., 𝑘 ∈ N bestimmen. Da aufgrund der Unitarität der

Bogoliubov-Transformation |𝜇(𝑝, 𝑡)|2 + |𝜐(𝑝, 𝑡)|2 = 1 gilt, folgt aus dem Skalarprodukt

𝑦†(𝑝, 𝑡)𝑦(𝑝, 𝑡) = 𝑦†0(𝑝)𝑊
†(𝑝, 𝑡)𝑊 (𝑝, 𝑡) 𝑦0(𝑝) = 𝑦†0(𝑝)𝑦0(𝑝) = 1 (C.7)

die Unitarität der Fundamentalmatrix 𝑊 . Da die Matrixexponentialfunktion die Eigenschaft

exp(𝑋)† = exp
(︀
𝑋†)︀ besitzt, folgt daraus, dass die Monodromie-Matrix 𝐶 schiefhermitesch

ist. Das heißt es gilt 𝐶† = (𝐶*)T = −𝐶 und damit 𝐶21 = −𝐶*
12 für die Neben- und 𝐶22 =

𝐶*
11 = −𝐶11 für die Hauptdiagonalelemente mit Re(𝐶11) = 0. Die Matrix 𝐶 besitzt also

insgesamt nur zwei unabhängige Komponenten. Der periodische Anteil 𝐺 der Lösung ist nur

für Zeiten 𝑡 ̸= 𝑛f.t.𝑇 von Bedeutung. Der wesentliche Beitrag zur Quasiteilchendichte steckt in

der Monodromie-Matrix. Um diesen sichtbar zu machen, führt man die unitäre Transformation

𝑦(𝑝, 𝑡) = 𝐺−1(𝑝, 𝜈𝑡) 𝑦(𝑝, 𝑡) (C.8)

durch. Die so erhaltenen neuen Koeffizienten 𝜇̃ und 𝜐 stimmen für Zeiten 𝑡 = 𝑛f.t.𝑇 mit den

alten überein. Dann ergibt sich für volle Periodendurchgänge die Quasiteilchendichte aus

𝑓(𝑝, 𝑛f.t.𝑇 ) = 𝑓(𝑝, 𝑛f.t.𝑇 ) = 2 |𝜐(𝑝, 𝑛f.t.𝑇 )|2 . (C.9)

Unter Verwendung der Gln. (C.5) und (C.3) folgt nach einmaliger zeitlicher Ableitung das

Differentialgleichungssystem

d

d𝑡
𝑦 (𝑝, 𝑡) = 𝐶(𝑝)𝑦(𝑝, 𝑡) (C.10)

mit der Monodromie-Matrix 𝐶 als zeitlich konstanter Koeffizientenmatrix. Der Lösungsraum

des Systems,

𝑦(𝑝, 𝑡) = 𝑘1v1e
𝜆1t + k2v2e

𝜆2t, (C.11)

ergibt sich unter Ermittlung der Eigenwerte 𝜆1,2 und Eigenvektoren v1,2 aus der Eigenwert-

gleichung 𝐶v1,2 = 𝜆1,2v1,2. Die Koeffizienten 𝑘1 und 𝑘2 werden durch die Anfangsbedingungen
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𝜇̃0(𝑝) = 𝜇0(𝑝) = 𝛼0 (𝑝) exp(−iΘ(𝑝, 𝑡0)) und 𝜐0(𝑝) = 𝜐0(𝑝) = 𝛽0 (𝑝, 𝑡0) exp(iΘ(𝑝, 𝑡0)) festge-

legt. Da 𝐶 schiefhermitesch ist, ergeben sich die rein imaginären Eigenwerte

𝜆1/2 (𝑝) = ±i𝜉(𝑝) = ±i

√︁
|𝐶11 (𝑝)|2 + |𝐶12 (𝑝)|2 (C.12)

mit den dazugehörigen Eigenvektoren

v1/2 =

(︃
𝐶*

11 ± i𝜉

𝐶*
12

)︃
. (C.13)

Einsetzen der Anfangsbedingungen in Gl. (C.11) für 𝑡 = 𝑡0 liefert schließlich

𝜐(𝑝, 𝑡) = −𝐶*
12 (𝑝)

𝜉(𝑝)
𝜇̃0(𝑝) sin(𝜉(𝑝) 𝑡) +

𝐶*
11 (𝑝)

𝜉(𝑝)
𝜐0(𝑝) (cos (𝜉(𝑝) 𝑡)) . (C.14)

Daraus folgt für das Zeitverhalten der Quasiteilchendichte innerhalb des Flat-Top-Intervalls

der maßgebliche Anteil

𝑓 (𝑝, 𝑡) =
2

𝜉(𝑝)2

(︁
|𝐶12 (𝑝)|2 |𝛼0 (𝑝)|2 sin(𝜉(𝑝) 𝑡)2 +

⃒⃒
𝐶11 |𝛽0 (𝑝)|2 (𝑝)

⃒⃒2
cos (𝜉(𝑝) 𝑡)2

−2Re (𝐶*
11 (𝑝)𝐶12 (𝑝)𝛼

*
0 (𝑝) 𝛽0 (𝑝) cos (𝜉(𝑝) 𝑡) sin(𝜉 (𝑝) 𝑡)) exp(2iΘ(𝑝, 𝑡0))) .

(C.15)

Er stimmt für 𝑡 = 𝑛f.t.𝑇 exakt mit der Quasiteilchendichtedichte 𝑓(𝑝, 𝑡) überein. Diese wird

für 𝑡 ̸= 𝑛f.t.𝑇 durch die entsprechenden Oszillationsbeiträge der periodischen Matrix 𝐺(𝑝, 𝜈𝑡)

modifiziert.

Für den Fall ohne Ein- und Ausschaltfunktion gilt für die Bogoliubovkoeffizienten zur Startzeit

des Feldes 𝛼0 (𝑝) = 1 und 𝛽0 (𝑝) = 0. Dann ergibt sich mit der Pulslänge 𝑡f.t. = 𝑛f.t.𝑇 die

Residualteilchendichte nach Gl. (C.15) zu

𝑓(𝑝, 𝑡∞) =
2 |𝐶12 (𝑝)|2

𝜉(𝑝)2
sin(𝜉(𝑝)𝑛f.t.𝑇 )

2 . (C.16)

Für den Fall 𝑓 ≪ 1 folgt daraus in Einklang zur Niederdichte-Näherung (4.10) ein quadrati-

sches Zeitverhalten 𝑓(𝑝, 𝑡∞) ≈ 2 |𝐶12 (𝑝)|2 (𝑛f.t.𝑇 )
2 der Residualteilchendichte in Bezug auf die

Flat-Top-Intervalllänge 𝑡f.t. = 𝑛f.t.𝑇 .

Der große Vorteil an Gleichung (C.11) ist, dass man sie für numerische Berechnungen der Re-

sidualteilchendichte 𝑓(𝑝, 𝑡∞) nutzen kann, wenn die gewählte Ein- und Ausschaltfunktion ein

Flat-Top-Intervall besitzt wie die Feld-Konfiguration aus Abschnitt 3.4 und man außerdem

𝑡f.t. = 𝑛f.t.𝑇 wählt. Nur der konkrete Einschalt- und Ausschaltvorgang, wo die Einhüllende

nicht konstant bleibt, muss vollständig mit Hilfe einer Integrationsroutine gelöst werden. Für

den Flat-Top-Bereich muss man nur bis einem Zeitpunkt 𝑡0 + 𝑛𝑇 mit 𝑛 ∈ N das Differenti-

algleichungssystem (C.4) numerisch lösen. Dann kann mit Gl. (C.6) die Monodromie-Matrix
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bestimmt werden. Deren Eigenwerte und Eigenvektoren sind durch die Gln. (C.12) und (C.13)

gegeben. Die Koeffizienten 𝑘1, 𝑘2 folgen entsprechend aus den Anfangsbedingungen zur Zeit

𝑡0 = (𝑡i+ 𝑡f− 𝑡efff.t.)/2. Damit erhält man mit Gl. (C.11) sofort die Lösung 𝑦(𝑝, 𝑡1) = 𝑦(𝑝, 𝑡1) für

𝑡1 = (𝑡i + 𝑡f + 𝑡efff.t.)/2. Die Koeffizienten 𝜇(𝑝, 𝑡1) und 𝜐(𝑝, 𝑡1) nutzt man als Anfangsbedingun-

gen für den Ausschaltvorgang, der wieder vollständig numerisch gelöst werden muss. Dadurch

können de facto beliebig große Flat-Top-Zeiten 𝑡f.t. = 𝑛f.t.𝑇 betrachtet werden, ohne dass die

dafür benötigte Rechendauer signifikant steigt.
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